10 [241006-2123)

2.1.27 V minulé prednéasce jsme si uvedli pojem redukovaného automatu. Pfipomenme

Definice. Je ddn DFA M = (Q,%,6,qo, F). Rekneme, ze M je redukovany, jestlize nemé
nedosazitelné stavy a zadné jeho dva ruzné stavy nejsou ekvivalentni. O

Jinymi slovy, jestlize ekvivalence ~ je identicka ekvivalence na mnoziné stavu Q.

2.1.28 Konstrukce ekvivalence ~. Na mnoziné vSech stavi ) postupné konstruujeme ekvi-
valence ~;, kde : = 0,1, ..., takto:

a) p ~o q pravé tehdy, kdyz bud p,q € F nebo p,q & F.
b) Dokud ~; ;1 # ~; konstruujeme ~;;1 takto

P ~i+1 ¢ prave tehdy, kdyz p ~; g a pro kazdé a € ¥ mame 6(p,a) ~; d(q,a).
C) Polozime ~ := ~g Pro ~jy1 = .

Spréavnost tohoto postupu vyplyne z nésledujicich dvou tvrzeni.

2.1.29 Tvrzeni. Plati
~p 2 2 2 2

Navic, existuje k takové, Ze ~y, je rovna ~j 1. Pak pro kazdé j > 1 plati ~p =~ ;. O

Dikaz. Z postupu je vidét, ze ekvivalence postupné stéle zjemnujeme, proto musime po koneéné
mnoha krocich se zjemnovanim skoncit — nejjemnéjsi ekvivalence je identicka ekvivalence. Existuje
tedy k takové, ze ~j je rovna ~p41.

Jednoduchou matematickou indukei s pouzitim definice relace ~j 41 se dokdze, ze jestlize ~y
je rovna ~py1, pak ~j je rovna ~p4; pro kazdé j > 1.

2.1.30 Twvrzeni. Pro relace ~; z plati p ~; ¢ pravé tehdy, kdyz pro kazdé slovo u délky
mensi nebo rovné i je 6*(p,u) € F iff 6*(¢q,u) € F. O

Dikaz vyplyva z konstrukce ekvivalenci ~; za pouziti matematické indukce.

Zakladni krok: Jediné slovo, které mé délku ¢ < 0, je prazdné slovo . Déle plati §*(q,e) = ¢,
0*(p, ) = p; proto tvrzeni vyplyva z definice relace ~q.

Indukéni krok: Méjme stavy p, q. Predpokladejme, ze plati: p ~; q pravé tehdy, kdyz pro kazdé
slovo u s |u| < i mdme 6*(p,u) € F iff §*(q,u) € F.

Musime ukézat dvé implikace. Nejprve predpokladejme, ze p ~;+1 ¢. Uvazujme libovolné
slovo w s |w| < i+ 1. Jestlize |w| < 4, pak tvrzeni vyplyva z indukéniho piedpokladu (vime,
7e p ~; q). Zvolme w s |w| =i+ 1, tj. w = au pro |u| = i. Mdme 6*(p,w) = §*(d(p,a),u) a
také §*(q,w) = 0*(0(q,a),u). Z definice relace ~;11 vime, ze plati i (p,a) ~; 06(g,a). Proto z
indukéntho predpokladu (protoze |u| = 4) plati §*(p, w) € F prévé tehdy, kdyz 6*(q,w) € F.

Piedpoklddejme, ze pro kazdé w s |w| < i+1 plati 6*(p, w) € F pravée tehdy, kdyz 6* (¢, w) € F.
Pak z indukéniho pfedpokladu vime, Ze p ~; ¢ (ano, vSechna slova délky nejvyse i jsou také
slova délky nejvyse i + 1). Kdyby nemeélo platit d(p,a) ~; d(q,a) pro néjaké a € ¥, muselo by
existovat slovo v s |v| < i takové, ze jeden ze stavu 6*(d(p, a),v) a 6*(d(q, a),v) patii do F a druhy
do F nepatii. To ale neni mozné, nebot §*(d(p,a),v) = §*(p,av) a 6*(8(q,a),v) = §*(q,av) a
lav| = |v] +1 <i+ 1. Proto p ~i41 q.

Poznamka. Ekvivalence ~; v praxi konstruujeme tak, ze konstruujeme odpovidajici rozklady R;
mnoziny stavu @ na tiidy ekvivalence ~;.

2.1.31 Algoritmus redukce. Slovné muzeme redukovany automat M, ktery konstruujeme,
popsat takto: za stavy vezmeme tiidy ekvivalence ~; pocatecni stav je tiida, ve které lezi puvodni
pocateéni stav qo; prechodové funkce ,pracuje” na tifiddch (coz je mozné vzhledem k vlastnosti
ekvivalence ~), a mnozina koncovych stavu je mnozina téch tiid, ve kterych lezi alesponi jeden
koncovy stav puvodniho automatu.

Formélnéji: Je dén DFA M = (Q, %, 9, qo, F).
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1. Zkonstruujeme mnozinu @’ vSech dosazitelnych stavu automatu M podle postupu [2.1.24
tim dostanete automat M’ = (Q’, %, d,q0, FNQ").

2. Podle [2.1.28| zkonstruujeme rozklady R; ekvivalenci ~; pro DFA M’. Koné¢ime tehdy, kdyz

NG =N Plozime ~ = ~.

3. Oznacme [q]., tTidu ekvivalence ~ obsahujici stav ¢q. Vytvoiime DFA M; = (Q1,%, 61, q1, F1),
kde

e Q1 :={[q]~; g € Q'} (tj. stavy M jsou tiidy ekvivalence ~),
e ¢ :=[qo]~ (tj. pocétecni stav je t¥ida obsahujici gq),
. ([ J~ya) = [6(q, a)]~,

[6
o 1 = {lgl~; Flgl~ # 0}
O

2.1.32 Priklad. K DFA automatu M, ktery je ddn nasledujici tabulkou, najdéte redukovany
automat M.

al|b

— 111213
211214
—~ 3|3|5
411217
«~ 5163
~— 6|6|6
774
8123
«~ 9194

Reseni. Nejprve najdeme viechny dosazitelné stavy automatu M. Jsou to stavy {1,2,3,4,5,6,7}.
Tedy Q' ={1,2,3,4,5,6,7}, F' = {3,5,6}.
Automat M’ je ddn tabulkou:

alb

— 1123
21214
~ 313|5
411217
— 5163
— 61/ 6|6
T 714

Podle definice ekvivalence ~q je rozklad Ry tvoren dvéma tiidami:
0={1,2,4,7} F ={3,56}.

Plati
§(1,a) =2,6(2,a) =2, 0(4,a) =2, 6(7,a) =1,

tj. vSechny vysledky lezi ve tiidé O.
0(1,0) =3,6(2,b) =4, 6(4,b) =7, 6(7,b) =4

tj. 0(1,b) € F a 6(2,b),0(4,b),5(7,b) € O. Proto musime mnozinu O rozdélit na dvé podmnoziny:
{1} a {2,4,7}.
Dale
0(3,a) =3€ F,6(5,a)=6¢€ F, §(6,a) =6 € F,
0(3,b) =5€ F,6(5,b)=3€F, 6(6,b)=6¢F.

Proto mnozinu F' nedélime.
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Rozklad odpovidajici ekvivalenci ~; je
A={1},0={2,4,7}, F = {3,5,6}.
Vypocet zahrneme do tabulky

S OONWNNR
S W U W

TT
N O U W N~

OO M
QR OOl

QOO QL
QMO

Analogicky vytvaiime ekvivalence ~o. Vypocet jiz zkrdatime jen do tabulky.

al|bl|l~glla]| bl ~11| al|bl ~2
- 1|23l O||O|F| AJ|O|F]| A
212140 1|]JO]OJ] O |]O|0O]| O
«~ 3|3|5|| F||F|F||F | F|F| F
4112|711 O1||O|O}| O |O]|O]| O
—~ S5||6|3|| FI||F|F||F ||F|F| F
~— 6||6|6| F ||F|F| F|F|FI| F
71714 O|]JO]O] O ]O|0O]| O
Z tabulky vyplyvé, ze ~; = ~sg. Proto ~; = ~ je hledana ekvivalence. Mame tedy tfi t¥idy
ekvivalence, a to A, O a F. Redukovany automat M; mé tii stavy a je déan tabulkou
[alb]|
- A|lO|F
Oj|lO|0
«~ F|F|F

Stavovy diagram automatu je na nasledujicim obrazku.

a,b

a,b

Neni tézké nahlédnout, ze automat M; piijima vsechna slova jazyka L = {bu; u € {a,b}*}.

2.1.33 Véta. Automat M i k nému redukovany automat M; prijimaji stejny jazyk, tj. jsou
ekvivalentni. O

Myslenka dikazu této véty vyplyva z konstrukce redukovaného automatu. Nejprve jsme od-
stranili nedosazitelné stavy, které se nemohou vyskytnout pti ptijeti zadného slova. Nasledné jsme
pouze ,slepovali“ stavy a to tak, ze jestlize jsme se po orientovaném sledu z pocatecniho stavu
oznaceném slovem wu dostali do koncového stavu v puvodnim automatu, tak jsme se v redukovaném
automatu z pocatecniho stavu po sledu oznaceném stejnym slovem dostali také do koncového stavu,
a naopak.

Navic je dobré si uvédomit, ze [g] N F # () pravé tehdy, kdyz [¢]. C F. To vyplyva z faktu,
ze ~ je zjemnéni ~y.
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2.1.34 Isomorfni automaty. Neforméalné feceno, dva konecné automaty jsou isomorfni, jestlize
se lisf pouze v pojmenovani stavi. Presnéji
Definice. Jsou dany DFA M; = (Q1,%,01,q1, F1) a My = (Q2,%, 62, ¢2, F»). Rekneme, ze M a
My jsou isomorfni, jestlize existuje bijekce ¢ mnoziny stavi Q1 na mnozinu stavi Qo takova, ze
e »(q1) = g2 (pocatecni stavy si odpovidaji),
e o(Fy) = F» (koncové stavy si odpovidaji),
e 0(61(g,a)) = d2(¢(q),a) pro kazdé ¢ € Q1 a a € X (je jedno, zda nejprve provedete
prechodovou funkci a pak stav zobrazite nebo nejprve stav zobrazite a pak provedete
odpovidajici prechodovou funkci). 0

2.1.35 Véta. Dva DFA M; a M prijimaji stejny jazyk (tj. jsou ekvivalentni) prévé tehdy, kdyz
jejich odpovidajici redukované automaty jsou isomorfni.

Myslenka diikazu. Jestlize jsou redukované automaty k automatim M; a My isomorfni, pak jsou
automaty M; a M, ekvivalentni. To vyplyva z véty [2.1.33

_ Predpoklddejme, ze automaty M; a M; jsou ekvivalentni. Utvorme k nim redukované automaty
My a Msy; oznaéme My = (Q1, %, 01,q1, F1) a My = (Q2, %, 62, g2, F»). Vytvoiime piitazeni ¢ stavi
@1 stavum Q- takto:

e Pocatecni stavy si odpovidaji, tj.
o(q1) = g

e Protoze viechny stavy M; jsou dosazitelné (a také vsechny stavy M, jsou dosazitelné), pro
kazdé q € Q)1 existuje slovo w tak, ze 67 (q1,w) = ¢. Polozime

©(07(q1,w)) = 05(q2, w).

Nyni se staci pfesveédcit, ze ¢ je opravdu bijekce mnoziny (1 na Qo spliujici vSechny
vlastnosti z definice isomorfismu.

O

2.2 Nedeterministické konecné automaty

Konecény deterministicky automat ma tu vlastnost, ze v kazdém stavu reaguje na kazdé pismeno
presné jednim zpusobem (pfechodova funkce byla zobrazeni z mnoziny @ x ¥ do Q). Nedetermi-
nistické automaty se od deterministickych 1isi tim, ze jsme-li ve stavu ¢ a ¢teme vstupni pismeno
a, muzeme piejit do nékolika stavu (a také zddného). V této sekci ukdzeme, ze ke kazdému nede-
terministickému automatu existuje deterministicky koneé¢ny automat, ktery pfijima stejny jazyk.
Vzhledem k tomu, ze nedeterministické automaty se snaze navrhuji, zavedeni nedeterministickych
automati nam umozni zjednodusit postup pifi navrhu koneéného automatu piijimajiciho dany
jazyk.

2.2.1 Nedeterministicky automat. Shrime, ¢im se nedeterministicky konecny automat 1isi
od deterministického automatu:
1. NFA muze mit vic poCatecnich stavu, ne jen jeden,
2. kazdému stavu g a kazdému vstupnimu pismenu a pfifazuje prechodova funkce § nékolik
stavu (i zédny stav); tj. 6(q, a) je mnozina stava (tieba i prazdna).

Definice. Nedeterministicky konecny automat, zkracené NFA, je pétice (Q, X, 6, I, F), kde

Q@ je konecnd neprazdna mnozina stavi,
Y je kone¢nd neprazdnd mnozina vstupt,
0 je prechodové funkce, kde

5:Q x ¥ — PQ),
kde P(Q) je mnozina viech podmnozin mnoziny Q.
I C @ je konecénd neprazdna mnozina pocatecnich stavi,
F C @ je mnozina koncovych stavu. 0
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2.2.2 Stavovy diagram NFA. Obdobné jako pro deterministické automaty muzeme i pro
nedeterministické definovat stavovy diagram. Rozdil mezi stavovym diagramem NFA a DFA je jen
v tom, Ze ve stavovém diagramu nedeterministického automatu mohou existovat stavy, ze kterych
vychazi nékolik orientovanych hran ohodnocenych stejnym pismenem i stavy, ze kterych nevychazi
zadna hrana ohodnocend nékterym pismenem.

Definice. Je dédn nedeterministicky automat M = (Q, X, 0, I, F). Stavovy diagram automatu M je
orientovany ohodnoceny graf, jehoz mnozina vrcholu je mnozina stavi @, z vrcholu ¢ do vrcholu p
vede hrana ohodnocend vstupnim symbolem a prévé tehdy, kdyz p € d(q, a). Pocdtecni i koncové
stavy jsou oznaceny stejné jako u stavového diagramu deterministického automatu; tj. do kazdého
pocéatecniho stavu a z kazdého koncového stavu vede Sipka. O

2.2.3 Rozsitfena prechodova funkce NFA. Driive nez zadefinujeme rozsifenou prechodovou
funkci, zavedeme nésledujici znaceni. Pro danou mnozinu stavua X C Q) a a € ¥ polozime

5(X,a) = J{6(g,0); ¢ € X}.

Definice. Je ddn NFA (Q, X, 6, I, F'). RozsiTend prechodovd funkce 6*: QxX* — P(Q) je definovana
induktivné takto:

1. 6*(q,¢) = {q}, pro vsechna q € Q,
2. 6*(q,ua) = 6(6*(q,u),a) pro véechna ¢ € Q, a € &, u € I*.
]

2.2.4 Pro lepsi pochopeni prace nedeterministickych automatii uved me jednoduché pozorovani
(je analogické pozorovéni pro DFA).

Pozorovani. Je dén NFA M = (Q,%,4, I, F'). Pak pro kazdy stav ¢ a kazdé slovo w € ¥* jsou
nasledujici dvé vlastnosti ekvivalentni:

1. Existuje orientovany sled ve stavovém diagramu z ¢ do p oznaceny slovem w.

2. p € d*(q,w) .

Jinymi slovy: mnozina 6*(p, w) je mnozina v8ech stavi p, do kterych vede orientovany sled z vrcholu
p ohodnoceny slovem w. O

2.2.5 Priklad. Je ddn NFA tabulkou

0 1
= q || {20} | {20, 01}
a1 || {92} 0
< Q@ 0 U
se stavovym diagramem
0,1

D @DE

Rozsitena prechodova funkce 6* pracuje nad slovem 0110 takto:

1. 6*(q0,0) = {qo};

2. 6*(qo,01) =0({q0},1) = {q0, 01 };

3. 0(qo,011) = 5({qo}, 1) Ud({q1 }, 1) = {qo, 1 } U D = {qo, 1 };
4. 6*(q0,0110) = 6({go},0) Ud({g1},0) = {qo} U {g2} = {q0, g2}
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2.2.6 Slovo prijimané NFA, jazyk ptijimany NFA. Neformélné fe¢eno slovo w je ptijimano
NFA pravé tehdy, kdyz ve stavovém diagramu existuje orientovany sled oznaceny slovem w, ktery
zacind v nékterém z pocatecnich stavi automatu a koné¢i v nékterém z koncovych stavu. Jazyk se
pak sklada ze vsech slov, které NFA pfijimé. Formalné

Definice. Rekneme, ze NFA M = (Q,%, 6,1, F) prijimd slovo w € ¥* jestlize 6*(I,w) N F # (;
jinymi slovy pro né&jaky z poc¢atecnich stavu g € I plati 6*(go, w) N F # (.

Jazyk L(M) prijimany NFA M se skladd z prave vsech slov, které jsou pfijimény M. O

2.2.7  Kazdy deterministicky automat M = (Q, X, 4, qo, F') muzeme povazovat za nedeterminis-
ticky. Staci fici, ze mnozina pocateénich stavu obsahuje jen gy a u prechodové funkece 6(gq,a) = p
ztotoznit stav p s jednoprvkovou mnozinou {p}. Nésledujici konstrukce, tzv. podmnozinové kon-
strukce, ukazuje, ze nedeterministické automaty pfijimaji pouze regularni jazyky.

Tvrzeni. Ke kazdému nedeterministickému automatu M existuje deterministicky automat M ,
ktery prijimé stejny jazyk; tj.

L(M) = L(M). -

Zpusob, kterym se DFA M konstruuje, se nazyva podmmnozinovd konstrukce.

2.2.8 Podmnozinova konstrukce. Je dan nedeterministicky automat M = (Q,%,6,1, F).
Definujeme deterministicky automat M = (Q, %, d, qo, F') takto:

je mnozina viech podmnozin mnoziny Q (tj. Q = P(Q));

I;

je mnozina vSech téch podmnozin @, které obsahuji aspon jeden koncovy stav M, (tj.
={X CQ; XNF#0});

X, a) je mnozina vsech stavi, do kterych vede hrana oznacend pismenem a z nékterého
stavu mnoziny X (tj. 6(X,a) = U{d(¢.a); ¢ € X} = 6(X,a).)

[ )
=) e O

2.2.9 Modifikace podmnozinové konstrukce — hledani pouze dosazitelnych stavu.
Obdobné jako v se jedna o modifikaci prohleddvani stavového diagramu do sitky. Je dén
nedeterministicky automat M = (Q,%, 1,6, F).

L Q= {1} A= {1}
2.if A# () do B := ()
for all X € A do
for alla € X do g(X,a) = 0(X,a);

if 0(X,a) € Q then B:= BU{0(X,a)};
3.if B#0doQ:=QUB; A:=Bgo to 2
4.%::I;@:zQ;ﬁ:z{XG@;XﬂF#@};
5. return M = (@,Z,(]AO,&F\)

2.2.10 Veéta. Jazyk L je pfijiman néjakym nedeterministickym automatem praveé tehdy, kdyz
existuje deterministicky automat M; takovy, ze

L = L(M).

Jinymi slovy, automaty NFA i DFA ptijimaji stejnou tiidu jazyki, a to reguldrni jazyky.

Myslenka dukazu: Jedna implikace vyplyva z pozorovani [2.2

Druhé implikace vyplyva z podmnozinové konstrukce Indukei podle délky slova u € ¥*
se da dokézat: Pro kazdou podmnozinu X a kazdé slovo u € ¥* plati

5 (X, u) = U{é*(q,u); g€ X}
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Tedy z definice DFA M dostévame -
L(M)=L(M).

Proto M vytvofeny postupem m tj. podmnozinovou konstrukci, je hledany DFA M.

2.2.11 Poznamka. Poznamenejme, Ze pocet stavi DFA M 2 predchozi véty muze vzrust
exponencialné oproti poctu stavu nedeterministického automatu M.
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