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2.2.12 V minulé prednasce jsme si uvedli podmnozinovou konstrukei — konstrukei, kterd pro
kazdy nedeterministicky kone¢ny automat zkonstruuje deterministicky konecny automat, ktery
pfijima stejny jazyk.

Podmnozinovou konstrukei si ukazeme na piikladeé.

2.2.13 Priklad. Je ddn NFA M tabulkou

0 1

= p | {p.a} | {p}

q | {r.st| {t}

r |l {p,r} | {t}

— s 0 0

— t 0 0

se stavovym diagramem

0

i, (0@
l
_)
0
O ©
0

Najdéte DFA M\, ktery pfijima stejny jazyk.
Reseni. DFA vytvofime pomoci postupu Na zacdtku préce algoritmu mame I = {p},

Q={{rt}, A={{rt

Mnozinu stavi @ i prechodovou funkci 5 konstruujeme takto:

e Po prvnim pruchodu bodem 2 dostavame:

~

3({p},0) == 8(p,0) = {p.a}, ({p}.1):=8(p,1) = {p} aproto B:={{p,q}}.

V kroku 3
Q:={{r},{p.a}} a A:={{p,q}}

e Po druhém prichodu bodem 2 dostdvéame:

~

6({p,q},0) :== o(p,0) U d(q,0) = {p,q, 7, s}
3({p,a}1) == 8(p, 1) Ud(q,1) = {p.t} a B:={{p,q,r s}, {p,1}}.
V kroku 3

Q= {{r},{p.a}:{p, ¢, s}, {p,t}} a A={{p,qr s}, {p t}}.
e Po tietim priuchodu bodem 2 dostavame:

o({p,q.1,5},0) = {p.q.7,s} a o({p,q,r,s},1) = {p,t},

o~ o~

6({pat}70) = {pa Q}a 6({p,t}, 1) = {p} aB:=0.

Protoze B = (), piejdeme na krok 4 a definujeme:

Q= {{p}.{p.a}. {p. @, r s} Ap. t}), Go = {p}, F == {{p.a.7, s}, {p. t}}.
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Ptedchozi postup je znazornén v nasledujici tabulce:

0 1
— {r} {r.q} {r}
{r.q¢} {p.q,7, s} | {p,t}
~ Ap,a,7, s} || {p.g,m, 8} | {p,t}
«  {nt} {r.q} {r}

Oznacime-li I = {p}, A={p,q}, B={p,q,7,s} a C = {p,t}, dostaneme ndsledujici tabulku.

011

— T ||A|I
AllB|C

«~ B|B|C
~— CI||A|T

Stavovy diagram je

Ze stavového diagramu neni tézké nahlédnout, ze jazyk pfijimany automatem M (i M ) se sklada
ze viech bindrnich slov, které konéf bud 01 nebo 00, tj. ze viech bindrnich slov, které maji jako
predposledni symbol 0.

2.3 Nedeterministické automaty s ¢ prechody

2.3.1 Nedeterministicky automat s ¢ pfechody (ve zkratce e-NFA) se 1lis{ od oby¢ejného
NFA tim, ze mezi nékterymi stavy muze automat pfejit, aniz by ¢etl néjaky vstupni symbol.

Definice. e-NFA je pétice M = (Q,%,4,I,F), kde Q, ¥, I a F maji stejny vyznam jako
u nedeterministického automatu, viz [2.:2.1] a prechodové funkce ¢ je zobrazeni

0:Q x (BU{e}) = P(Q).

Stavovyj diagram néjakého e-NFA definujeme takto: Vrcholy jsou stavy automatu, z vrcholu g do
vrcholu p vede hrana oznacend e préve tehdy, kdyz p € (g, ), a hrana oznacend a € ¥ prave
tehdy, kdyz p € 6(q, a). O

2.3.2 Jazyk pfijimany e-NFA (neformalné). Zde je opét vyhodné divat se na préci e-NFA
nad slovem w jako na mnozinu sledt, které za¢inaji v nékterém pocateénim stavu a jsou oznacené
slovem w (kdekoli ve sledu muze byt hrana ozna¢end préazdnym slovem ¢). Slovo w je pfijiméno
e-NFA, jestlize néktery z téchto sledu konéi v nékterém koncovém stavu.

K formdlni definici vyuzijeme pojem rozsifené piechodové fuknce.

Rozsifend pfechodova funkce (neformdlné). Pro kazdé slovo u a stav ¢ je §* (g, u) definovdno
jako mnozina téch stavu p, do kterych ve stavovém diagramu vede z ¢ orientovany sled oznaceny
u. K formélné presnéjsi definici potiebujeme pojem e-uzavéru.
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2.3.3 e-uzavér. Neformélné, mnozina e-UZ(X) je mnozina vSech stavu, do kterych vede sled
z nékterého stavu ¢ € X, jehoz vSechny hrany jsou oznaceny e.

Definice. Je ddn NFA s e prechody M = (Q, %, 9, I, F'). Pro mnozinu stava X definujeme e-uzdvér
e-UZ(X) indukei takto:

o X Ce-UZ(X);
o je-li p € e-UZ(X), pak d(p,e) C e-UZ(X).

M34-li mnozina X jediny stav ¢, piSeme e-UZ(q) misto e-UZ({q}).

2.3.4 Rozsifend prechodova funkce. Definice. Rozs§ifend prechodovd funkce 6* je defi-
novana indukei takto:

e 0*(q,e) = e-UZ(q);
e 5*(q,ua) = U{e-UZ(6(p,a))|p € 6*(¢,u)}, pro a € &, u € &*.

2.3.5 Jazyk prijimany e-NFA.

Definice. Slovo u je prijimdno e-NFA, jestlize existuje pocatecni stav g a koncovy stav p takovy, ze
p € *(q,u). Jazyk L(M) prijimany e-NFA M je mnozina préavé vsech slov pfijimanych automatem
M. O

2.3.6  Uvédomte si, ze kazdy DFA je specidlnim piipadem NFA a kazdy NFA je specidlnim
piipadem e-NFA. Proto kazdy regularni jazyk je pfijiman nékterym e-NFA. Nasledujici véta 1iké,
ze nedeterministické automaty s € prechody nepfijimaji ,nic navic.“

Véta. Jazyk ptijimany libovolnym e-NFA je regularni. O

Nastin dukazu:Vétu dokdzeme modifikaci podmnozinové konstrukce z Rozdil je v tom, ze
mnozina stavu DFA se v piipadé e-NFA neskldda ze vSech podmnozin stavi automatu, ale jen z
téch podmnozin, které jsou e uzaviené. Presnéji:

Méme e-NFA M = (Q,%,6,I,F), ktery prijimd jazyk L. Ozna¢me @ mnoZinu vSech
podmnozin X mnoziny @, které jsou e uzaviené, tj. pro které plati e-UZ(X) = X. PopiSeme
variantu podmnozinové konstrukee, jejimz vysledkem bude DFA pfijimajici jazyk L.

Oznac¢me )1 mnozinu vsech € uzavienych podmnozin mnoziny Q.
Definujeme:

e 01(X,a) = U{e-UZ(6(q,a)) | g € X}-

o I} =&-UZ().

e 1 ={Xe|XNF#0}.

Pak My = (Q1,%, 61,11, F1) je deterministicky automat, ktery pfijimé jazyk L.

Poznamka. Opét se staci zabyvat jen dosazitelnymi e-uzavienymi mnozinami; tj. fidit se postupem
analogickym Uvédomte si, ze sjednocenim e-uzavienych mnozin je opét e-uzaviend mnozina.

Postup si ukazeme na nésledujicim piikladu.
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2.3.7 Priklad. Je ddn e-NFA tabulkou

€ 0 1
— pll{gs}] 0 [
qa|f 0 |{r}| 0
r 0 0 | {s}
+— s {q} 0 0

se stavovym diagramem

Najdéte DFA ]\/Z, ktery pfijima stejny jazyk a zredukujte ho.

Reseni. DFA vytvoiime pomoci postupu, ktery je analogicky postupu Maéme:
eUZ({p}) = {p, ¢ s}, e UZ({q}) = {q}, e-UZ({r}) = {r}, e-UZ({s}) = {¢, s}.

Proto pocatecni stav M je e-UZ({p}) = {p, q, s}. Dalsi postup si zndzornime rovnou do tabulky.

0 1

< Apsgsh [ {r}| 0
{r} 0 |{q s}

— Aagst |[{r}] 0

0 ) 0

Po redukci a pti oznaceni I = {p,q,s}, A = {r} a O = (), dostaneme vysledny DFA:

O~
QO x|e
O~ Q|+

se stavovym diagramem

—

Nenf tézké nahlédnout, ze L(M) = {(01)" | n > 0}.
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2.4 Uzaveérové vlastnosti regularnich jazykua

2.4.1 Operace s jazyky. V dalsim textu si nejprve pfipomeneme mnozinové operace s jazyky
a pak zavedeme jesté dalsi operace specifické pro jazyky.

Jsou-li L1 a La dva jazyky nad stejnou abecedou, pak mizeme vytvorit jejich sjednoceni L1 ULy
a prunik L; N L. Déle pro jazyk L je jeho doplnék jazyk L = X*\ L (tj. w € L prévé tehdy, kdyz
w ¢ L). O

2.4.2 Zietézeni jazyku. Jsou dény jazyky L1 a Lo nad abecedou X. Zretézent jazyku Ly a Lo
je jazyk LiLo definovany

LiLy = {’U/U|U el,ve Lg}
O

2.4.3 Kleeneho operace x. Je dén jazyk L nad abecedou 3. Definujeme L° = {¢}, L1 = LL
pro i > 0. Jazyk L* je definovan

(o9}
L*={sjuLur’uru...=Jr"
=0
Poznamenejme, ze operaci * se téz iikd Kleeneho operdtor.

2.4.4 Reverze, téz obraceni. Je ddn jazyk L nad abecedou ¥. Definujeme reverzi (obraceni)

Jazyka L LR = {wf |w e L}.
O

Ptripomenime, Ze napt. pro slovo v = ajas . ..anp_1a, je ul' = anan_1...a2aq.

2.4.5 Poznamka. Uvédomte si, ze pro jazyky L; a Lo obecné neplati:
1. (L1 U Lgy)* =Ly UL3.
2. (LiNLy)*=LyNL3.
3. LiL; = (L1L2)*.

2.4.6 Véta. Trida reguldrnich jazyka je uzaviena na ndsledujici operace: 1) sjednoceni, 2)
doplneék, 3) prunik, 4) zfetézeni, 5) Kleeneho operaci * a 6) reverzi.

Ptesnéji, jestlize L, L a Ly jsou reguldrni jazyky, pak také Ly U Lo, L, Ly N Lo, LiLo, L* a
L® jsou reguldrni jazyky. O

Nastin dukazu: Pro L, L a Ly uvazujme DFA, které je pfijimaji; oznatme je po fadé M =
(Q, E, 5, q0, F’)7 M1 = (Ql, E, 51, qi1, Fl) a M2 = (Q27 E, 627 q2, FQ) Z JeJICh stavovych dlagramﬁ
vyrobime stavové diagramy e-NFA pro pozadované jazyky. Predpokladdame, Ze mnoziny stavu Q1
a Q2 jsou disjunktni (uvédomte si, ze bez tohoto predpokladu by nase konstrukce nebyly spréavné).

e Pro sjednocenf jazyku staci piislusné stavové diagramy polozit vedle sebe. Presnéji NFA
M = (Q1UQ2,%,6,{q1,q2}, F1 U F), kde pro q € Q1 je 6(¢q,a) = d1(q,a) a pro q € Q2 je

d(g,a) = d2(q,a). Takto definovany NFA piijim4 jazyk L; U Lo.

e Pro doplnék L sta¢i v M piehodit koncové a nekoncové stavy, tj. koncové stavy DFA
piijimajictho L je mnozina Q\ F. (Uvédomte si, Ze k tomu, aby stacilo pfejmenovat koncové a
nekoncové stavy, je nutné, aby automat byl deterministicky; pro nedeterministicky automat
by automat, kde jsem pouze piehodili koncové a nekoncové stavy, ne vzdy pifjimal doplnék.)

e Protoze priinik L; N Ly je roven doplitku sjednoceni dopliikii, tj. Ly N Ly = Ly U Ly, tvrzeni
proto vyplyva z predchozich dvou bodu.

e Pro zietézeni jazyku L, a Lo polozime automaty M; a M, za sebe a z kazdého koncového
stavu automatu M; vedeme e prechod do pocdtecniho stavu automatu Ms (tj. pro ¢ € Fy
priddme prechod d(q, ) = {g2}.) Vysledny automat je pak (Q1 U Q2,%,9,{q1}, F2).
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e Pro Kleeneho operaci *, tj. pro jazyk L*, vezmeme automat M, k mnoziné ) pfiddme novy
pocatecni stav pg, ktery bude souc¢asné novym koncovym stavem, a k prechodum automatu M
pridame tyto e pfechody: z nového pocatecniho stavu py a z kazdého koncového stavu ¢ € F
priddme e pfechod do puvodniho poc¢dtecniho stavu gy (vSechny koncové stavy automatu M
zustanou koncové). Tim dostaneme e-NFA, ktery piijima L*.

e Pro reverzi jazyka L stac¢i v automatu M obratit Sipky a zaménit poc¢atecni a koncové stavy.
(Uvédomte si, ze z DFA se vétsinou stane NFA.)

2.4.7 Poznamka — soucinova konstrukce. Fakt, Ze prunik a sjednoceni dvou reguldrnich
jazyku je opét reguldarni jazyk, se da dokazat také pomoci soucinové konstrukce. Duvody, proc¢
zde sou¢inovou konstrukci uvadime, jsou dva. Prvni je to, ze pomoci ni se d4 piimo z DFA pro
jazyky L1 a Lo zkonstruovat DFA ptijimajici jazyk L1 N Ly. Druhy je fakt, ze se jedna o zdkladni
konstrukei, kterou vyuzijeme i pozdéji pii studiu zdsobnikovych automatu.

Soucinova konstrukce Jsou dany DFA M; = (Q1,%, 01, q1, F1) a My = (Q2, X, d2, g2, F») takové,
7e Ly = L(My) a Ly = L(Ms). Definujme DFA M = (Q, %, 9, qo, F') takto:

o Q=0Q1 X Qo
® g = (q1,2),
o 5((p7 q)’a) = (51(pa a)762(Qaa))a
o = F1 X FQ.
Nen{ tézké ukézat, ze L(M) = Ly N Lo. O

Vyse uvedenou soucinovou konstrukei jsme mohli vyuzit i pro konstrukci DFA M’| ktery prijim4
jazyk L(M') = L1ULs. Jediny rozdil mezi M a M’ je v mnoziné koncovych stavii — M’ m4 mnozinu
koncovych stavi roviu F/ = (F; x Q2) U (Q1 X Fy).
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