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2.5 Regularni vyrazy

2.5.1 Regularni jazyky jsme definovali jako ty jazyky, které jsou pfijiméany kone¢nymi automaty.
Ukazali jsme, ze nezalezi na tom, zda jsou deterministické nebo nedeterministické. Regularni vyrazy

je dalsi popis reguldrnich jazyku — viz a (Byly to prave reguldrni vyrazy, které daly
jméno tiidé jazyku piijimanych konetnymi automaty.)

2.5.2 Regularni vyrazy nad abecedou.

Definice. Je dana abeceda Y. Mnozina vsech reguldrnich vyrazi nad ¥ je definovana induktivné
takto:

e () je reguldrni vyraz,
e ¢ je regularni vyraz,
e a je regularni vyraz pro kazdé pismeno a € X,

e jsou-li r1 a ro reguldrnf vyrazy, pak (r; +ra), rire a rj jsou také reguldrni vyrazy.
O

2.5.3 Jazyk reprezentujici regularni vyraz. Kazdy regularni vyraz nad abecedou ¥ repre-
zentuje jazyk nad abecedou ¥ a to takto:

e Reguldrni vyraz () reprezentuje jazyk 0.
e Reguldrni vyraz e reprezentuje jazyk {¢}.

e Je-li a € X, pak reguldrni vyraz a reprezentuje jazyk {a}.

Jestlize regularni vyraz ry reprezentuje jazyk Lp a regularni vyraz rg reprezentuje jazyk Lo,
pak reguldrni vyraz (r1 +rz) reprezentuje jazyk L U Ly a reguldrni vyraz rqra reprezentuje

jazyk L1 LQ.
e Jestlize regularni vyraz r reprezentuje jazyk L, pak reguldrni vyraz r* reprezentuje jazyk L*.
d
2.5.4 Veéta. Kazdy jazyk reprezentovany reguldrnim vyrazem je reguldrni. ]

Diikaz: Regularni vyrazy 0, €, a (pro a € X) reprezentuji po fadé jazyky 0, {c}, {a}. VSechny tyto
jazyky jsou reguldrni.

O tfidé reguldrnich jazyku vime, Zze je uzaviena na sjednoceni, zietézeni a Kleeneho operaci
*. To znamend, ze jsou-li jazyky reprezentované regularnimi vyrazy r, r a ro regularni, pak jsou
reguldrn{ i jazyky reprezentované reguldrnimi vyrazy (rq 4+ ra), rira a r*.

2.5.5 Kleeneho véta. Kazdy jazyk pfijimany koneénym automatem je mozné reprezentovat
regularnim vyrazem. O

Dukaz: Je ddn DFA M = (Q,X%,9,qo, F), ktery piijiméd jazyk L. Pro jednoduchost oznatme

mnozinu stavu @ = {1,...,n} a pocateéni stav ¢qo = 1. Pro k = 0,1,...,n definujeme mnoziny
(k) .

slov R; " takto:

* o oL e . .
R;7 ={w; ¢*(i,w) = j asled z i do j md vnitin{ stavy jen mezi stavy {1,...,k}}.
Ziejmé plati:

R; ={a;d(i,a) =j} proi#j; R;; ={e}U{a; d(i,a) =j} proi=j.
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To plati pro to, Ze sledy, které nemaji vnitini vrchol, jsou bud sledy o jedné hrané, nebo trividlni
sledy.

iy Loy . .. . .. 0
V obou ptipadech se jednd o konetnou mnozinu. Proto umime mnozinu RE j) reprezentovat
;
regularnim vyrazem.

5]3) (i,j € @) pro dané k umime reprezentovat

k-+1)
\J

Predpokladejme, ze vSechny mnoziny slov R

reguldrnim vyrazem r¥ .. Pak pro mnozinu slov R( lati:
,] i
,

k+1 k k k k
Rz(,j = Rz(',j) U Rz(,k)Jrl (RI(cJZLkJrl)* Rl(c+)1,j-

< k+1 PRI ..
Proto mnozinu RZ(,;' ) 1ze reprezentovat reguldrnim vyrazem I‘f,j + ri-“’k_H (r2+17k+1)* r’,:_H,j, CcoZ je
opét regularni vyraz.
avic, jaz je sjednocen{ viech mnozin R\") pro j € F. Proto jazyk L je reprezentovan
Navic, jazyk L je sjed h RY") pro j jazyk L je rep
reguldrnim vyrazem »; p 17 ;.

2.5.6 Ekvivalentni regularni vyrazy. Dva razné reguldrni vyrazy mohou reprezentovat
stejny jazyk. Proto zavadimi pojem ekvivalentnich regularnich jazyku.

Definice. Rekneme, 7e dva reguldrni vyrazy r a q jsou ekvivalentni, jestlize jimi reprezentované
jazyky jsou stejné. Fakt, ze reguldrni vyrazy r a q jsou ekvivalentn{ zapisujeme r H q. O
2.5.7 Neékteré ekvivalentni regularni vyrazy. Jsou-li r, p a q regularni vyrazy, pak
P+aHq+p,

(P+a)rHpr+ar, r(p+q) Hrp+rq

()" =r* (e+r)(e+r)" Hr",

(p+a)* H(Pq) H (P +a)*H (Pq) P,

r* H e +rr*,

rr* H r'r,

(pa)* He+p(ap) q

(Pa)*p Hp(ap),

rHOHOr.

© %o N e ok W =

Poznamka. Pomoci vyse uvedenych vztahu neni vzdy jednoduché zjistit, zda dva regularni vyrazy
jsou ekvivalentni. Algoritmicky se dany problém fesi napf. tak, ze k regularnim vyrazum r a q na-
jdeme kone¢né deterministické automaty, které prijimaji jazyky reprezentované témito regularnimi
vyrazy. Ziskané automaty nasledné zredukujeme. Jsou-li redukované automaty isomorfni, jsou re-
guldrni vyrazy r a q ekvivalentni, jinak ekvivalentni nejsou.

2.5.8 Konstrukce konecného automatu k reguldrnimu vyrazu. Je din reguldrni vyraz
r. Sestrojit k nému koneény deterministicky automat, ktery prijima jazyk L, reprezentovany
reguldrnim vyrazem r, muzeme dvéma zpusoby:

I. Pomoci dikazu Kleeneho véty. Regularni vyraz r rozdélime na nékolik jednoduchych
podvyrazu, pro které umime jednodusSe sestrojit NFA. Nyni pomoci metod z diukazu véty
sestrojime nedeterministicky automat M; (je-li to nutné, tak s € prechody), ktery pfijimd jazyk
L,. Podmnozinovou konstrukei k nému sestrojime deterministicky automat M, prijimajici stejny
jazyk. Je-li potfeba, M5 redukujeme a tim dostaneme hledany automat.

II. Pfimou metodou. Jednotlivé vstupni symboly regularniho vyrazu r ocislujeme. Daéle
zjistime

1. v8echny ocislované symboly, kterymi muze nékteré slovo jazyka L, zacinat;
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2. vSechny dvojice ocislovanych symbolu, které mohou po sobé nésledovat v nékterém slové
jazyka Ly;

3. vSechny ocislované symboly, kterymi muze nékteré slovo jazyka L, koncit;

4. zda prazdné e slovo lezi v jazyce Ly.
Stavy nedeterministického automatu M jsou véechny oéislované symboly r a poc¢dteéni stav s.
Stavovy diagram automatu M dostaneme takto:

Ze stavu s vede hrana do kazdého stavu a;, a € X, ktery je vyjmenovan v bodé 1. Hrana je v
tomto pripadé oznacena symbolem a.

Ze stavu a; do stavu b; (a,b € X) vede hrana oznacend b pravé tehdy, kdyz dvojice a;b; byla
vyjmenovand v bodé 2.

Koncové stavy jsou vSechny ay, které jsou vyjmenované v bodé 3. Jestlize prazdné slovo ¢ patii
do jazyka L., je s nejen pocateénim, ale i koncovym stavem.

DFA piijimajici jazyk L, dostaneme podmnozinovou konstrukci z automatu M a pifpadnou
redukci.

Obé metody ukazeme na piikladé.

2.5.9 Priklad. Pro regularni vyraz
r = (a+ ab)*b.
Resen.
I. metoda. Reguldrn{ vyraz r rozdélime na r; = (a+ ab), ro = b. Pak
r =rijrs.

Pak jeden e-NFApfijimajici jazyk L, je ddn stavovym diagramem

a tabulkou
€ a b
— Qo {CI2} {QhQQ} 0
q || 0 0 {a2}
q2 {QO} 0 {Q3}
— g 0 0 0
)

Vime, ze e-UZ(qo) = {qo0, 92} = e-UZ(q2), e-UZ(q1

Proto podmnozinovou konstrukei dostaneme DFA:

={q1} ae-UZ(gs) = {g3}.

a b

- {90, 42} {90, 41, ¢2} {a3}
{0, a1, 42} || {90, 01,2} | {40, 62,93}
— {3} 0 0
— {90,902, 6} || {90, 01,02} {a3}
0 0 0

Automat je redukovany a po piejmenovani staviu méa vysledny DFA tabulku:
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al b
— T ||A|K
Al A| L
«~— K| O]|O
«~— LI||A|K
Ol|l0|O0

a stavovy diagram

a,b

II. metoda. Ocislujeme jednotlivé vyskyty vstupnich symbolu:
(a1 + agbs)*by.
1. Slovo z jazyka L, muze zacinat: a1, as nebo by.
2. Po sobé mohou nésledovat (ve slové z Ly): aia1, ajag, a1by, asbs, bsay, bzas a bsby.
3. Slovo z L, konéi by.

4. Préazdné slovo nelezi v L.

Zkonstruujeme nedeterministicky automat podle II. metody. Ten ma stavovy diagram

Podmnozinovou konstrukei dostaneme automat s tabulkou
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a b
— S {al,ag} {b4}
{a1,a2} {(117(12} {53754}
—  {bs} U 0
< Abs,ba} || {ar a2} | {ba}
0 0 0

Automat uz je redukovany a po prejmenovani stavu dostdvame stejny automat jako metodou I.

2.5.10 Reguldrni vyraz reprezentujici jazyk L(M). Je ddn deterministicky automat M.
Reguldrn{ vyraz reprezentujici jazyk L(M) dostaneme bud postupem z dikazu Kleeneovy véty
nebo Upravami stavového diagramu. Druhy zpusob popiSeme:

Ke stavovému diagramu pridame dva stavy; a to novy pocateéni stav start a novy koncovy
stav fin. Dale pfidame hrany oznacené prazdnym slovem e ze stavu start do pocatecniho stavu
automatu a z kazdého koncového stavu do stavu fin. Oznaceni hran chapeme jako regularni vyrazy.

S takto vzniklym orientovanym grafem provadime tpravy:

a) (Odstranéni paralelnich hran.) Jsou-li v grafu dvé paraleln{ hrany oznacené reguldrnimi
vyrazy ri a rg, nahradime je jednou hranou oznacenou reguldrnim vyrazem (ry + ra).

b) (Odstranéni smycky.) Je-li v grafu smycka ve vrcholu ¢ oznacend reguldrnim vyrazem r, pak
smycku odstranime a oznaceni s libovolné hrany zacinajici v ¢ zménime na r*s.

¢) (Odstranénd vrcholu q.) Jestlize v ¢ neni smycka, odstranime jej timto postupem: Kazdou
dvojici hran e; a es, kde e; konéi ve vrchollu ¢ a es zacind ve vrcholu ¢, tj. KV (e;) =
q = PV(ez), nahradime hranou e s PV(e) = PV(e;) a KV(e) = KV(ez). Je-li hrana
e1 oznacena regularnim vyrazem r a hrana e; regularnim vyrazem s, je hrana e oznacena
reguldrnim vyrazem rs.

Konc¢ime tehdy, kdyz graf mé jen dva vrcholy, a to start a fin, a jedinou hranu, a to ze start do
fin. Oznaceni této hrany je hledany regularni vyraz.

Poznamenejme, ze vytvoreny reguldrni vyraz obecné zavisi na poradi, ve kterém odstranujeme
stavy (vrcholy). Muzeme proto dostat ruzné reguldrni vyrazy, ale tyto vyrazy jsou ekvivalentni.

2.6 Praktické pouziti regularnich vyraz.

Teorie regularnich jazyku patii k thelnym kamentum informatiky. Praxe ¢asto byva méné ucesand
nez teorie a s reguldrnimi jazyky to dopadlo podobné. Proto praktickému pouziti regularnich
jazyku, reguldrnich vyrazu a kone¢énych automatu vénujeme samostatnou sekciE|

2.6.1 Kde lze potkat regularni jazyk. Nejcastéjsi pouziti regularnich jazyku neni ani moc
napadné. Ve vétsiné prakticky pouzivanych poéitacovych jazyku lze rozlisit ¢sti (podfetézce), tzv.
lexikalni elementy, téZ tokeny, které lze pokladat za slova z reguldrniho jazyka. Napf. v béznych
programovacich jazycich to jsou zapisy konstant, zapisy identifikdtoru, klicova slova, relaéni
znaménka apod. Program, ktery dany jazyk analyzuje (syntakticky analyzdtor, parser), obvykle
obsahuje proceduru, které se iikd lexikalni analyzator a kterd funguje jako koneény automat.
Lexikalni analyzator pti kazdém svém vyvolani piecte ze vstupniho souboru nejdelsi ¢ast, kterd
tvoii jeden lexikalni element a volajicimu programu vréti jeho typ a hodnotu. Zbytek syntaktického
analyzatoru muze diky tomu byt jednodussi, nebof pracuje uz jen s lexikdlnimi elementy.

Dals{ vyznamné pouziti reguldrnich jazyka je pro uzivatele viditelngjsi — je to vyhleddvéni
vyskytu slov danych regularnim vyrazem.

Program grep opisuje na vystup ty fadky vstupniho souboru, které obsahuji podietézec popsany
reguldrnim vyrazem.

1 Tuto sekci napsal Jiff Demel.

Marie Demlova: Jazyky, automaty a gramatiky Pred. 5: 21/10/2024



28 [240926-1357]

Mnohé editory dovedou pii operacich ,vyhledej“, popf. ,vyhledej a nahrad“ hledat podle
daného reguldarniho vyrazu. Toto byla mimochodem nejstarsi aplikace regularnich vyrazu.

V nékterych programovacich jazycich (Perl, AWK, Ruby) je vyhleddvani{ (a popi. ndhrada)
vzoru daného reguldrnim vyrazem soucasti jazyka. V mmnoha dalSich jazycich jsou k dispozici
knihovny.

Vyhleddvéni vzoru se také vyuziva v antivirech a v antispamovych filtrech.

2.6.2 Zapis regularnich vyrazu. Formalni algebraicky zapis reguldrnich vyrazu, jak byl
definovan v je vhodny pro teoretické uvahy. Pro praktické tucely se pouziva syntax, kterd
zejména zjednodusuje zapis mnozin znaku a dovoluje flexibilné vyjadiit pocty opakovani.

e Reguldrni vyraz . (tecka) reprezentuje libovolny znak (pfesnéji: jazyk tvoreny vSemi jedno-
znakovymi slovy).
e Pro zapis obecnéjsi mnoziny znaku se pouziva konstrukce s hranatymi zdvorkami. Piiklady:

— [abc] reprezentuje libovolny jeden ze znaku a, b, c.
— [a-f] reprezentuje libovolny jeden ze znaku a az f.
— [0-9] reprezentuje libovolnou ¢islici.

— ["abc] reprezentuje libovolny znak jiny nez a, b a c.
— [~a-£] reprezentuje libovolny znak jiny nez a az £.

e Znak | (,svislitko*, v UNIXu roura) znaci alternativu, tedy operaci, kterd se v algebraickém
zapisu znad¢i +.

e Hvézdicka (Kleeneho operace) se zapisuje v fddce, nikoli jako exponent.

e 7Zmnak + oznacuje jedno nebo vice opakovani predchézejiciho. Tedy r+ = rrx.

e 7Znak 7 oznacuje zadny nebo jeden vyskyt predchoziho. Tedy r? oznacuje to, co by se
v algebraickém zdpise vyjddiilo jako (¢ +r).

e Pro obecnéjsi pocty opakovani predchoziho znaku nebo vyrazu v zavorkdach se pouzivéa
konstrukce se slozenymi zavorkami. Piiklady:

— r{3} znadi pfesné 3 opakovani,
— r{3,} znadci 3 nebo vice opakovani,
— r{3,5} znaci 3 az 5 opakovani.

e Znak ~ na zacatku vyrazu znaci zacatek textu nebo radky.

e Znak $ na konci vyrazu znaci konec textu nebo radky.

e Neékteré znaky (napf. [1°$.*) maji v praktickych reguldrnich vyrazech specidlni vyznam
popsany vysSe. Potfebujeme-li néktery z téchto znakt pouzit ve vyrazu jako oby¢ejny znak,
je tfeba pred tento znak zapsat obracené lomitko, tj. takzvané znak escapovat. Napt. pro
vyhleddni doménového jména fel.cvut.cz je tieba escapovat tecky, tedy spravny vyraz je
fel\l.cvut\.cz, jinak by vyrazu vyhovovalo také nespravné felxcvutbcz.

e Nekteré specidln{ znaky (napt. {3 ()+7) se bohuzel v praxi pouzivaji nejednotnym zpusobem.
V nékterych implementacich je nutno tyto znaky escapovat, aby mély specidlni vyznam, jinde
je naopak nutno escapovat, aby fungovaly jako oby¢ejné znaky bez specidlniho vyznamu.

Praktické regularni vyrazy se nejcastéji pouzivaji pro hledani podslova v prohledavaném textu.
Tedy napf. vyraz sen bude nalezen v textu nadneseny. Chceme-li hledat sen samotny, musime
pouzit vyraz ~sen$. Vyraz reprezentujici prazdné slovo je ~$.

Vyse uvedeny popis praktickych reguldrnich vyrazu zdaleka nenf tiplny. Pro zevrubnéjsi pouceni
doporucuji text Pavla Satrapy http://www.nti.tul.cz/~satrapa/docs/regvyr/| kde jeitabulka
odliSnosti syntaxe regularnich vyrazu v ruznych implementacich.

2.6.3 Implementace reguldrnich vyraza jsou zhruba tif typu.

Simulace DFA je nejrychlejsi. Je-li DFA, ktery rozpoznavé jazyk dany reguldrnim vyrazem, jiz
sestrojen, pak samotné prohleddvani vyzaduje ¢as O(t), kde t je délka prohleddvaného textu.
Konstrukce DFA k danému reguldrnimu vyrazu ovéem vyzaduje néjaky cas a pamét, je to
tedy néco jako investice, kterd se ne vzdy vyplati. Pro hledani v rozsahlych textech je simulace
DFA nejrychlejsi ze vSech t#{ moznosti.
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Stav reprezentovan obsahem proménné. Prechodovd funkce muze byt dédna ve formé

Cees

pole obsahuje novy stav.

Simulace NFA probihd tak, ze vzdy po pre¢teni znaku ze vstupu vypocteme mnozinu vSech
stavi, do nichz se NFA timto znakem muze dostat. Tedy z pfedchozi mnoziny ,aktivnich*
stavi pocitdme novou mnozinu. Automat sice je nedeterministicky, ale diky koneénému
poctu stavu lze snadno paralelné sledovat vSechny mozné vétve vypoctu. Neni tedy tieba
zadny bactrackingﬂ Simulace NFA pracuje v case O(qt), kde ¢ je pocet stavi NFA a t je
délka prohleddvaného textu. Vlastni prohledavani je tedy pomalejsi nez v pripadé DFA, ale
pocatecni konstrukce NFA je jednodussi a rychlejsi nez konstrukce DFA.

Existuje varianta, kdy béhem simulace ¢innosti NFA je postupné vytvaren DFA.

Rekurzivni hleddni (backtracking) nevyuzivd koneéné automaty, namisto toho porovnéva pro-
hledavany text piimo s regularnim vyrazem a kdyz nenajde moznost pokracovat, vraci se a
zkousi porovnat prohledavany text s dalsi ¢asti regularniho vyrazu. Na nékterych regularni
vyrazech pracuje backtracking znacné neefektivné. Napt. je-li hledan vyraz a?a?a?a?a?aaaaa
v textu aaaaa.

Vyhodou rekurzivniho hledani je rychlejsi start, ale zejména moznost rozsifit mnozinu
vyhleddvanych slov za hranice regularnich jazykt pomoci tzv. zpétnych referenci. Kazdy par
kulatych zavorek, kromé toho, ze seskupuje to, co je uvnitt, zaroven vymezuje ¢ast vstupniho
textu, kterd se shodovala s vnitikem zavorky. Na takto zapamatovanou cast vstupniho
textu se pak lze odvolat zapisem \cislo. Tedy napt. ve vyrazu (.*)\1 zastupuje \1 text,
ktery byl reprezentovan vyrazem (.*). Vyraz (.*)\1 tedy reprezentuje jazyk tvoreny vSemi
zdvojenymi slovy, napf. bubu nebo holahola. Tento jazyk neni reguldrni, neni dokonce ani
bezkontextovy.

Historicky prvni implementace reguldrnich vyrazu (popsdna v ¢lanku z roku 1968) byla zalozena
na paralelni simulaci NFA. Jejim autorem byl Ken Thomson, jeden z otcit UNIXu. Snad proto se
to v UNIXu reguldrnimi vyrazy jen hemzi. Otcové UNIXu teorii reguldrnich jazyku a konecnych
automatu dobfe znali. Prvni open source implementace vSak byla zaloZena na backtrackingu.
Diky otevienosti se rozsifila mimo jiné do Perlu a odtud skrze PCRE (Perl Compatible Regular
Expressions) do knihoven rady dalsich jazyku.

Detailni popis véetné prikladu implementace a vcetné historickych podrobnosti lze najit
v ¢lanku http://swtch.com/~rsc/regexp/regexpl.html

2Pozor, v jinak velmi pékném textu Pavla Satrapy http://www.nti.tul.cz/~satrapa/docs/regvyr/ jsou pojmy
nedeterministicky, deterministicky a rekurzivni pouzity ponékud nestastné: slovem deterministicky je oznacena
simulace NFA | nedeterministicky stroj znamend rekurzivni hledéani a moznost pouzit DFA tam viubec neni zminéna.
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