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2.7 Dalsi uzavérové vlastnosti tridy regularnich jazyku

7 piedchozich predndsek vime, Ze tiida reguldrnich jazyku je uzaviena na sjednoceni, prunik,
doplnék, zietézeni, Kleeneho operaci * a reverzi. Ukdzeme jesté dalsi operace s jazyky, na které je
ttida reguldrnich jazyka uzaviena.

2.7.1 Homomorfismus. Jsou dany dvé abecedy X, I a zobrazeni h, které kazdému pismenu
a € X prifadi slovo h(a) nad abecedou T.

Zobrazeni h rozsitime na zobrazeni, které kazdému slovu v € X* prifazuje slovo nad I' takto:

1. hie) =¢,

2. h(ua) = h(u) h(a).
Poznamenejme, zZe se jednd o rozsiteni zobrazeni h: ¥ — I'* na h: ¥* — I'* tak, ze obraz slova je
ziretézenim obrazu jednotlivych pismen slova.
Definice. Obraz jazyka L (nad X) v homomorfismu h je

h(L) = {h(w)|w € L}.
O

Pi#iklad: Uvazujme abecedy ¥ = {0,1}, I' = {a,b} a zobrazeni h(0) = ab®, h(1) = bab. Pak
h(010) = ab®babab® = ab®(ba)?b?. Homomorfni obraz jazyka L = {10¥|k > 0} je h(L) =
{bab(ab®)* | k > 0}.

2.7.2 Substituce. Obecnéjsi pojem nez homomorfismus je tzv. substituce. Jsou dany dvé
abecedy X, I' a zobrazeni o, které kazdému pismenu a € ¥ pritadi jazyk nad abecedou I'.

Analogicky jako pro homomorfismus zobrazeni o rozsifime na zobrazeni, které kazdému slovu
u € ¥* pritazuje jazyk nad IT" takto:

1. o(e) = {e},

2. o(ua) =o(u)o(a).
I zde se jedna o rozsiteni zobrazeni o takové, Ze obrazem slova (zFetézeni pismen) je zfetézeni
obrazu pismen.

Definice. Obraz jazyka L (nad X) v substituci o je

o(L) = U{U(w) |we L}
0
Piiklad: Uvazujme abecedy ¥ = {0,1}, I' = {a,b} a zobrazeni o(0) = L; = {a"|n > 0},
0(1) = Ly = {b" |n > 0}. Pak 0(01) = Ly Ly = {a™b™ |n,m > 0}.

2.7.3 Inverzni homomorfismus. Je ddn homomorfismus h, h: X* — I'*. Pak inverzni homo-
morfismus h=1 je h=1:T* — ¥* kde h=!(L) = {u € ¥* | h(u) € L}. O
Pi#iklad. Uvazujme jazyk L nad abecedou I' = {0,1} popsany reguldrnim vyrazem (00 + 1)* a
homomorfismus h uréeny h(a) = 01 a h(b) = 10.

Pak h~1(L) je jazyk nad abecedou ¥ = {a, b} popsany reguldrnim vyrazem (ba)*. (Ovéite si.)

2.7.4 Véta. Je ddna substituce o z ¥* do jazyku nad abecedou T'. Jestlize kazdy jazyk o(a) je
reguldrni a jestlize L je reguldrni jazyk nad abecedou X, pak jazyk o(L) je reguldrni jazyk nad
abecedou T'. g
Myslenka dukazu. Predpoklddejme, ze jazyk L je popsan reguldrnim vyrazem r a kazdy z jazykua
o(a) reguldrnim vyrazem r, pro kazdé a € 3. Pak reguldrni vyraz pro jazyk o(L) dostaneme tak,
ze za kazdé a, a € X, v regularnim vyrazu r ,dosadime® vyraz r,.

Dausledek. Je-li h homomorfismus a L reguldrni jazyk, pak jazyk h(L) je také reguldrni jazyk. O

Dukaz. Tvrzeni vyplyva z predchozi véty, protoze jednoprvkovy jazyk je vzdy reguldrni a navic
homomorfismus je zvlastni pripad substituce.
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2.7.5 Veéta. Jestlize h je homomorfismus, h: ¥* — I'* a L je reguldrni jazyk nad abecedou T,
pak inversni obraz h~!(L) je také regularni (nad X).

Myslenka dukazu. Mdme koneény automat M; = (Q1,T,01,q1, F1), ktery pfijiméd jazyk L.
Zkonstruujeme koneény automat M, ktery ptijme h~!(L). M ma stejnou mnozinu stavii, stejny
pocatecni stav i stejnou mnozinu koncovych stavi. Pfechodova funkce § automatu M zobrazi stav
p pii vstupnim symbolu a do takového stavu, kam v M piejde stav p pii precteni slova h(a).

Piesnéji proa € ¥, p € Q je
8(p,a) = 07 (p, h(a)).

Neni tézké ukézat, ze M pfijme presné ta slova w € ¥*, pro kterd My piijme h(w).

2.8 Algoritmicka resitelnost tloh pro regularni jazyky

Pro nésledujici otazky tykajici se koneénych automatu a jimi pfijimanych jazyku existuji algoritmy,
které daji spravnou odpovéd.
1. Pro dany koneény automat M (af deterministicky nebo nedeterministicky) a slovo w € ¥*
rozhodnout, zda w € L(M).

Zdavodnéni. Jednd se o jednoduché zjisténi, zda ve stavovém diagramu existuje sled
oznaceny slovem w, ktery zacind v pocatecnim stavu a konéi v koncovém stavu.

2. Pro dany koneény automat M (at deterministicky nebo nedeterministicky) rozhodnout, zda

L(M) # 0.

Zdtvodnéni. Jedna se o jednoduché zjisténi, zda ve stavovém diagramu je néktery koncovy
stav dosazitelny z pocatecniho stavu.

3. Pro dany kone¢ny automat M rozhodnout, zda L(M) = X*.

Zduvodnéni. Plati L(M) = X* praveé tehdy, kdyz redukovany automat k automatu M se
skladé z jediného stavu, ktery je soucasné pocatecni i koncovy.

4. Pro dva kone¢né automaty M7 a Ms rozhodnout, zda L(M;) = L(Ms).

Zduvodnéni. Staci zredukovat oba automaty a (v tomto pifpadé jednoduchym algoritmem)
zjistit, zda jsou isomorfni.

Pro ,obecngjsi“ tiidy jazyku uz nékteré z vySe polozenych otdzek algoritmicky feSitelné nejsou,
jak uvidime pozdéji.

2.8.1 Tvrzeni. Je dan deterministicky konectny automat M s n stavy. Pak
1. Jazyk L(M) je neprézdny pravé tehdy, kdyz M pfijima slovo w délky |w| < n.

2. Jazyk L(M) je nekoneény pravé tehdy, kdyz M prijimé slovo v délky n < |v] < 2n.
O
Dikaz. 1. Jestlize M ptijim4 slovo w délky |w| < n, pak je L(M) jisté neprazdny.
Piedpokladejme, ze L(M) je neprazdny. Pak ve stavovém diagramu existuje orientovany sled
oznaceny w, ktery za¢ind v pocateénim stavu a konéi v koncovém stavu. Kazdy orientovany sled
obsahuje orientovanou cestu se stejnym poc¢atetnim i koncovym stavem. Oznac¢me u slovo, které

oznacuje tuto orientovanou cestu. Pak v € L(M) a délka u je nejvyse n — 1 (ano, kazdd cesta v
grafu s n vrcholy méd nejvyse n — 1 hran).

2. Piedpoklddejme, ze jazyk L(M) je nekoneény. Pak obsahuje slovo w délky vétsi nez n—1. Jestlize
|w| < 2n, mdme hledané slovo. V opa¢ném piipadé uvazujme orientovany sled z pocéteéniho stavu
do koncového stavu oznaceny w. Tento sled musi obsahovat cyklus. Ozna¢me Cy prvni cyklus na
tomto sledu. Odstranme tento cyklus a dostaneme orientovany sled kratsi délky, ktery ma stejny
pocatecni i koncovy vrchol. Jestlize tento sled mé délku mensi nez 2n, slovo, které tento sled
oznacuje, je hledané slovo v. Jestlize je stale prilis dlouhé, pokracujeme s odstranénim (tfeba)
prvniho cyklu. Jakmile méa slovo délku mensi nez 2n, postup ukoné¢ime. Protoze kazdy cyklus ma
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délku maximalné n, timto postupem dostaneme slovo délky maximalné n — 1+ n, tj. mensi nez 2n
a vétsi nez n.

Jestlize existuje v € L(M) s n < |v| < 2n, pak orientovany sled urc¢eny timto slovem obsahuje
cyklus. Polozme z slovo, které oznacuje tento cyklus. Pak v = wzy a pro kazdé i = 2,3,... plati
wx'y € L(M), proto je L(M) nekonecny.

2.9 Dvousmeérné automaty

Pouze informativné uvedeme jesté jeden typ koneénych automatu, ktery, podobné jako nedeter-
ministické automaty, pfijima pouze reguldrni jazyky. Pro lepsi ndzornost pfipomeneme jesté je-
den zpusob, jak se divat na kone¢né automaty. Tento zpusob byl jiz zminén v prvni pfedndsce
a je zndzornén na ndsledujicim obrézku. (Poznamenejme, ze ho vyuzijeme pozdéji pii zavedeni
zésobnikovych automatu.)

vstupni péaska

aip | az | as | aq | as

/

i
q

fidici jednotka

Pro deterministické automaty vime, Ze jejich chovéni je uréeno ptechodovou funkei 9, kterd
kazdému stavu ¢ a kazdému vstupnimu symbolu a piitazuje nésledujici stav §(g,a). Prace DFA
M nad slovem w = ajas . ..ax spociva v tom, ze M ve stavu qg precte prvni symbol a1, pfejde do
stavu g1 = d(qo,a1), ve stavu gy precte symbol as, prejde do stavu gz = 6(q1, a2) = §*(qo, ara2),
atd. az do té doby, nez ”precte” celé slovo w = ajas ... ak.

Muzeme si proto predstavit DFA jako zaiizeni, které se sklada z ridici jednotky nachazejici se v
jednom ze stavi, pasky, na které je zapsano vstupni slovo w = ajas ... ax a hlavy, ktera v kazdém
okamziku ¢te obsah jednoho policka pasky. Je-li automat ve stavu ¢ a ¢te vstupni symbol a;, tak
se Fidici jednotka presune do stavu p = §(q, a;) a hlava se posune o jedno policko doprava a tudiz
¢te vstupni symbol a;4+1. Zda je slovo w pfijato se rozhodne podle toho, zda fidici jednotka po
precteni celého slova skonéi v nékterém koncovém stavu nebo ne. Obdobné si muzeme piedstavit
takto i praci NFA.

Dvousmérné automaty se od DFA 1ig{ tim, ze hlava se po pasce nemusi pohybovat jen doprava,
ale muze téz doleva (pfitom ale neméni obsah pasky).

2.9.1 Dvousmérné automaty. Dvousmérny deterministicky automat je pétice (Q, %, d, go, F),
kde @, ¥, qo a F maji stejny vyznam jako pro deterministické kone¢né automaty a pfechodova
funkce § je zobrazeni

0:Q xY¥ — Qx{R, L},

kde

e i(q,a) = (p, R) znamen4, ze po precteni vstupniho pismene a ve stavu ¢ se automat pfesune
do stavu p a hlava se posune na vstupni pasce o jedno policko doprava;

e §(q,a) = (p, L) znamen4, ze po piecteni vstupniho pismene a ve stavu ¢ se automat piesune
do stavu p a hlava se posune na vstupni pasce o jedno policko doleva.

Slovo w je prijato dvousmérnym automatem pravé tehdy, kdyz automat zaéne praci v
pocateénim stavu qq, hlava ¢te prvni pismeno vstupniho slova w a automat pii praci opusti pravy
okraj vstupniho slova a je pfi tom v nékterém z koncovych stavu. O
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2.9.2 Veéta. Dvousmérné automaty prijimaji pouze regularni jazyky. O
Vétu nedokazujeme, dukaz je technicky néroény. Jeho myslenka spociva v tom, ze se ukéze, ze
ke kazdému dvousmérnému automatu existuje DFA, ktery pfijima stejny jazyk; jedna z moznosti,
jak to udélat, je pouzit Nerodovu vétu.
Poznamenejme ale, ze mé-li dvousmérny automat n stavi, pak jemu odpovidajici determinis-
ticky automat muze mit az n™.
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Kapitola 3

Gramatiky

V ptedchazejicich kapitolach jsme se zabyvali kone¢nymi automaty a jazyky, které tyto automaty
prijimaji. Nyni zavedeme novy ,néastroj“, ktery ndm umozni popsat vétsi tiidy jazyku nez jen
reguldarni jazyky. Timto nastrojem bude gramatika.

3.1 Hierarchie gramatik

Nejprve uvedeme piiklad:

Piiklad. V programovacich jazycich se casto vyskytuji definice podobné definici typu ¢éislo
v Backus-Naurové formé:

e (Cislo) ::= (Cislo bez zn.) | + (¢islo bez zn.) | — (¢islo bez zn.)
e (¢islo bez zn.) ::= (¢islice) | (¢islo bez zn.)(¢islice)
o (Cislice) :=0]1]2]3]4]5]6|7|8]9
Jednd se o specidlni piiklad gramatiky: Symbolam (¢islo), (¢islo bez zn.) a (¢islice) fikdme neter-

mindly a symbolum {4, —,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} termindly. Cilem je podle ,pravidel“ vyse ,vyge-
nerovat® Cisla, ta predstavuji termindlni slova.

3.1.1 Definice. Gramatika je usporddand ctverice G = (N, %, S, P), kde
e N je koneénd mnozina tzv. netermindli;
e X je konecnd neprdzdnd mnozina tzv. termindli, plati N N = (;
e S € N je startovaci symbol,

e P je konetna mnozina pravidel typu a — 3, kde « a 3 jsou slova nad N U X takova, ze «

obsahuje alespon jeden neterminal.
O

Oznac¢me v predchozim piikladé S = (¢islo), A = (&islo bez zn.) a B = (¢islice), pak se jedna o

gramatiku, kde
N ={S,A,B}, ¥={+,-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

a pravidla P jsou
e S—A| +A| —A
e A— B|BA
e B—0|1]...]9.
Pouzili jsme zkraceny zapis 15 pravidel
e S A S—>+4+A4 S— —A,
e A~ B, A— BA,
e B—0, B—~1, ..., B—9.
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3.1.2 Piimé odvozeni. Zhruba feceno, ze slova v piimo odvodime néjaké slovo & jestlize
existuje pravidlo a« — [ z P takové, Ze ve slové v najdeme néktery vyskyt podslova « a slovo
¢ vzniklo z v nahrazenim « slovem §. Formalné:

Definice. Je dédna gramatika G = (N, %, S, P). Rekneme, Ze & se piimo odvodi (téz primo prepise)
z v, jestlize existuje v P pravidlo @ — § a slova p, 9 € (N UX)* takovd, ze v = pa a § = p S1.
Tento fakt zapisujeme v =¢ d. 0

Naptiklad: mame piimé odvozeni +BA = +1A, protoze jsme ve slové +BA pouzili pravidlo B — 1
a slovem 1 jsme nahradili netermindl B.

3.1.3 Odvozeni, derivace. Odvozeni je nyni posloupnost piimych odvozeni. Jednd se vlastné
o reflexivni a tranzitivni uzavér relace =g. Formalné:

Definice. Je ddna gramatika G = (N, %, S, P). Rekneme, 7e & se odvodi z v, jestlize
e bud v =4,
e nebo existuje posloupnost primych odvozeni
Y=m =g V2 =g =g Tk =0

Tento fakt znacime v =5 0 a této konecné posloupnosti fikdme derivace. O

3.1.4 Jazyk generovany gramatikou. Definice. Rekneme, 7e slovo w € X* je generovdno
gramatikou G, jestlize existuje derivace S =§ w.

Jazyk L(G) generovany gramatikou G se sklddd ze vSech slov generovanych gramatikou G, tj.
L(G) ={weX"|S = w}
O
3.1.5 Konvence.
e Neterminaly znac¢ime obvykle velkymi pismeny A, B, X,Y,....
e Termindly znac¢ime obvykle malymi pismeny ze zacatku abecedy a,b,c,d, .. ..
e Slova z (N UX)* obvykle znac¢ime Feckymi pismeny «, 3, . ...

e Termindlni slova, tj. slova z ¥*, zna¢ime malymi pismeny z konce abecedy u,w, x,y, .. ..

Obvykle v textu vynechavame jméno gramatiky, je-li z kontextu jasné, o jakou gramatiku se
jednd. PiSeme proto = a =* misto =g a =§.

3.1.6 Chomského hierarchie. Podle podminek, které klademe na pravidla dané gramatiky,
rozlisujeme gramatiky a jimi generované jazyky takto:

e Gramatiky typu 0 jsou gramatiky tak, jak jsme je zavedli v odstavci Jazyky generované
gramatikami typu 0 se nazyvaji jazyky typu 0.
o Gramatiky typu 1, téz kontextové gramatiky, jsou takové gramatiky, kde kazdé pravidlo v P

je tvaru
aAB— avyp,

kde a, 8,7 € (N UX)*, A je netermindl a v # €. Jedinou vyjimku tvoif pravidlo S — €, pak
se ale S nevyskytuje na pravé strané zddného pravidla.

Jazyky generované gramatikami typu 1 se nazyvaji jazyky typu 1, téz kontextové jazyky.

o Gramatiky typu 2, téz bezkontextové gramatiky, (coz zkracujeme na CF gramatiky) jsou takové
gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru
A=,
kde v € (NUX)* a A je netermindl.

Jazyky generované gramatikami typu 2 se nazyvaji bezkontextové jazyky nebo jazyky typu 2.
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e Gramatiky typu 3 neboli requldrni gramatiky (téz pravé linedrni gramatiky) jsou takové
gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru
A—wB, A—w,
kde A, B jsou netermindly a w je terminalni slovo.

Jazyky generované gramatikami typu 3 se nazyvaji reguldrni jazyky nebo jazyky typu 3.

Poznamenejme, ze reguldarni jazyky jiz byly definovany jako ty jazyky, které jsou piijimany
kone¢nymi automaty — pozdéji ukazeme, Ze je to spravné, totiz, ze kazdy jazyk typu 3 je prijiman
konecnym automatem, a naopak, kazdy regularni jazyk je generovan gramatikou typu 3.
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