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3.1.7 Nevypoustéci gramatiky. Je ziejmé, ze kazdy jazyka typu 1 je také jazyk typu O.
Obdobné, kazdy jazyk typu 3 je jazyk typu 2. Pro bezkontextové jazyky (jazyky typu 2) jiz neni
ziejmé, ze jsou také kontextové (typu 1). Je to proto, ze kontextové gramatiky maji omezeni na
pravidla, kde prava strana je prazdné slovo, coz pro bezkontextové gramatiky neplati.

Navic, v dalsim textu ukdzeme, ze i v jinych piipadech (Chomského normdlni tvar, pumping
lemma pro bezkontextové jazyky, algoritmus CYK pro rozhodnuti, zda dané slovo je generovano
gramatikou) je potfeba zakézat pravidla s pravou stranou €. K tomu se hodi pojem nevypoustéci
gramatiky — jednd se o gramatiku, kterd ma pouze pravidle s pravou stranou délky aspon 1.

Definice. Gramatiku G = (N, X, S, P) nazveme nevypoustéci, jestlize neobsahuje zéddné pravidlo
typu a — €. g

3.1.8 Tvrzeni. Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje nevypoustéci gramatika G, ta-
kova, ze

L(G1) = L(G) \ {e}.

Nastin dukazu: Pro danou bezkontextovou gramatiku G = (N, X, .S, P) nejprve najdeme mnozinu
vSech netermindlu U, ze kterych je mozné vygenerovat prazdné slovo. To udéldme tak, ze postupné
vytvaiime mnoziny Uy, Uy, ... kde:

Do mnoziny Uy ddme vS8echny neterminaly, které se pfimo prepisi na prazdné slovo, tj.

Up={X; X >ee P},

Mame-li zkonstruovanu mnozinu U;, pak k mnoziné U; pfiddme vSechny netermindly, pro které
existuje pravidlo, jehoz prava strana je tvofena jen netermindly z mnoziny U;; tj.

U1 =U,U{X; X - a€ P, proacU;},

Protoze
UgCU; C...CU;C...N, CaN jekonectni,

existuje k takové, ze Uy = Ugy1. Pak U = Uy je hledand mnozina netermindlu.

Nyni definujeme pravidla P; gramatiky G; = (N, %, S, P;) takto: Je-li X — « pravidlo z P a
«a # €, najdeme v « v8echny vyskyty netermindlt z mnoziny U; tj pfepiSeme pravidlo na tvar

X = 51 X182Xo ... X—1Bk—1XkBr,

kde X; € U a slova B; jiz neobsahuji netermindly z mnoziny U.

Do P; ddme vSechna pravidla X — v, kde v vzniklo z « vynechdnim nékterych (tfeba i zdédného
nebo vsech) netermindli z mnoziny U.

Pravidla X — € z P do pravidel P; nedame.

O gramatice G; = (N, %, S, P1) se dokdze L(Gy = L(G) \ {¢}, tj. Ze generuje vSechna neprazdna
slova jazyka L(G).

3.1.9 Dausledek. Oznacme L£; tiidu jazyku typu i. Pak plati:

L3 C Ly C Ly C L. -
Dukaz. Abychom mohli tvrdit, ze kazdy bezkontextovy jazyk je také kontextovy, musime byt
schopni ke kazdé bezkontextové gramatice G sestrojit gramatiku Gs, kterd je bud nevypoustéci
(kdyZz G negeneruje prazdné slovo) nebo jediné pravidlo s pravou stranou ¢ je pravidlo, které m&
na levé strané startovaci symbol a tento startovaci symbol se jiz neobjevuje na pravé strané zddného
pravidla.

Jestlize tedy G generuje prazdné slovo, kontextovou gramatiku zkonstruujeme takto: K nevy-
poustéci gramatice Gy pfiddme novy startovaci symbol S; a k pravidlum P; pitiddme jesté dvé

pravidla Sy e S S

Gramatika Go generuje jazyk L(G) a spliiuje podminky kontextové gramatiky.
Ukéazeme si cely postup na piikladeé.
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3.1.10 Piiklad. Je ddna gramatika G = ({4, S}, {a,b,c}, S, P) pravidly
S —aSc|A A —bAcle.

Ke gramatice G najdeme nevypoustéci gramatiku Gy, kterd generuje jazyk L(G)\{e} a kontextovou
gramatiku G, pro kterou L(G2) = L(G).

Reseni: Pouzijeme postup z diukazu véty a dusledku

Mnozina Uy je rovna {A}, ddle mnozina U; = Uy U {S}, protoze S — A je pravidlo gramatiky
G a A e Uy. Proto U = {4, S} (coz je mnozina vSech netermindlu). (Uvédomte si, Ze v gramatice
G je mozné z S vygenerovat € a to derivac{ S = A = ¢.)

Hledand gramatika G; m& pravidla:

S —aSclac|]A A — bAc|be.
Vsimnéte si, ze L(G1) = {a’¥/ ™7 | i+ j > 0}, kdezto L(G) = {a'bic™ | i +j > 0}.
Kontextovd gramatika Go je gramatika (N U {S1}, X, S1, P2), kde pravidla jsou
S — Sle, S —aSc|ac| A, A— bAc|be.

O

3.1.11 V tomto odstavci ukdzeme, ze jméno reguldrni jazyky neni zavadéjici; tj. ze jazyk je
prijiméan koneénym automatem praveé tehdy, kdyz je generovan gramatikou typu 3.

Tvrzeni 1. Kazdy reguldrni jazyk je generovan nékterou gramatikou typu 3, tj. nékterou regularni
gramatikou.

Pfesnéji: je-li L reguldrni jazyk, pak existuje reguldrni gramatika G takova, ze L = L(G). O
Nastin duakazu: Je-li L regularni jazyk, pak existuje DFA M, ktery L pfijima. Definujme
gramatiku G = (N, X, S, P) takto:

e Mnozina neterminali N je mnozina stavu ) automatu M,

e startovaci symbol S je pocatecni stav gy automatu M,

e P obsahuje pravidla dvou typu:

1. g — ap pro 6(q,a) = p,
2. g — & pro vSechny koncové stavy gq.

Neni tézké ukézat, ze takto definovand gramatika generuje jazyk L(M).

Tvrzeni 2. Gramatiky typu 3, tj. reguldrni gramatiky, pfijimaji pouze regularni jazyky.

Pfesnéji, je-li G gramatika typu 3, pak jazyk L(G) je reguldrni. O

Nastin dikazu: Ke gramatice s pravidly X — wY a X — w pro w € ¥* nejprve najdeme
gramatiku generujici stejny jazyk, kterd ma pravidla pouze typu X — aY a X — ¢, kde
a € ¥ U {e}. Toho dosdhneme snadno pfidénim novych netermindli (napf. pravidlo X — abY
nahradime pravidly X — aZ a Z — bY’; netermindl Z musi byt novy).

K takovéto gramatice sestrojime automat (obecné NFA s e-prechody) takto:
e Mnozina stavil je mnozina neterminalu.

e Pocatecni stav je startovaci symbol.

e YV € §(X,a) préavé tehdy, kdyz X — aY je pravidlo.

e Koncové stavy jsou ty netermindly, pro které je X — e pravidlo.

Nen{ tézké ukézat, ze takto definovany automat pfijiméa jazyk L(G).
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3.2 Bezkontextové gramatiky
Piipomenme, ze bezkontextovd gramatika (CF gramatika) je gramatika G = (N, X, S, P), kterd
obsahuje pouze pravidla typu

A=, kdeye (NUX)* a A je netermindl.

Déle pripomenme, ze ke kazdé CF gramatice G existuje nevypoustéci CF gramatika Gp, ktera
generuje viechna neprézdnd slova z L(G), tj. plati L(Gy) = L(G) \ {e}.

3.2.1 Nésledujici tvrzeni je sice jednoduché, ale velmi podstatné pro studium bezkontextovych
gramatik. Velmi neformalné feceno, fika, ze jednotlivé ¢asti odvozeni jsou nezavislé a ,do sebe
nezasahuji“. Presnéji:

Tvrzeni. Mdme ddnu bezkontextovou gramatiku G = (N, X, S, P) a v ni derivaci
S =5 aAB =5 7,

proa,B8,vy€(XUN)*a Ae N.
Pak existuji slova ¢, 1, u € (X U N)* takova, ze

y=ppu, kde o =5 ¢, A=FY, [ =5 p.

3.2.2 Leva derivace, levé odvozeni. Predchozi tvrzeni iiké, ze pro bezkontextovou gramatiku
muzeme pravidla piehazovat, jediné, co musime ohlidat, je, aby pravidlo bylo mozné pouzit.
Muzeme proto pravidla usporddat (pfehodit) tak, abychom pfepisovali vzdy ten nejvic levy
netermindl. A takové derivaci fikdme leva derivace.

Definice. Piimé odvozeni se nazyva levé, jestlize se prepisuje ten netermindl, ktery je nejvic
wlevo, tj. uAB =g ud B, kde u € ¥* a A — § je pravidlo gramatiky.
Derivace (odvozeni) se nazyva levd derivace (levé odvozeni), jestlize se sklddd pouze z levych

piimych odvozeni. O

Obdobné definujeme pravé piimé odvozeni a pravou derivaci.

Tvrzeni. Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, %, S, P). Pak pro kazdou derivaci S =& w
existuje leva derivace terminalniho w z S takova, ze pouzivé stejnd pravidla jako ptivodni derivace
(pouze moznd v jiném poradi). O

3.2.3 Derivaéni strom (parse tree). Derivace v bezkontextové gramatice si muzeme predstavit
také jako stromy, budeme jim iikat derivaéni stromy. Vyhoda derivaénich stromu je v tom, ze v
nich ,neni zachyceno“ poradi pouziti jednotlivych pravidel, jenom jejich struktura.

Definice. Je dédna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Derivacéni strom (téz parse tree) je
korenovy strom, takovy, ze:

1. Kazdy vrchol, ktery neni list, je ohodnocen neterminalem.

2. Kazdy list je ohodnocen termindlem, neterminalem nebo prazdnym slovem e. V piipadé, ze
je list ohodnocen prazdnym slovem ¢, je to jediny nédslednik (svého piedchudce).

3. Jestlize néktery vrchol, ktery neni list, je ohodnocen netermindlem A a mé nésledniky (v
pofadi zleva doprava) Xi,Xs,...,Xg, X; € NUX, pak A — X;X5...X) je pravidlo
gramatiky G.

Rekneme, 7ze derivaéni strom ddvd, nebo md za vysledek slovo =, jestlize v je ohodnoceni listi
derivagniho stromu (éteno zleva doprava). O
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3.2.4 Je ziejmé, ze pro kazdou derivaci existuje derivacni strom, ktery derivaci odpovida. Neni
jiz pravda, zZe pro dvé ruzné derivace jsou derivacéni stromy také riuzné; ano, pro dvé derivace, které
se li§{ pouze poradim pouziti jednotlivych pravidel, je deriva¢ni strom stejny. Ovsem jednoznaénost
prece jenom existuje, ale je mezi derivaénimi stromy a levymi derivacemi (pravymi derivacemi).

Tvrzeni.
1. Pro kazdou derivaci S =§ w existuje derivacni strom s vysledkem w.

2. Ke kazdému derivacnimu stromu s vysledkem w existuje aspoil jedna derivace S =7 w
(takovych derivaci muze byt vice).

3. Ke kazdému deriva¢nimu stromu s vysledkem w existuje praveé jedna leva (prévé jedna pravd)
derivace slova w z S.

3.2.5 Jednoznac¢né a viceznatné bezkontextové gramatiky. Problému, jak ke slovu gene-
rovanému danou CF gramatikou najit jeho derivacni strom, se budeme podrobnéji vénovat v dalsich
prednéaskach. Pro rekonstrukci daného derivaéniho stromu je vyhodné, kdyz takovy derivacni strom
existuje pouze jediny. A to je piipad tzv. jednozna¢né gramatiky.

Definice. Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, X, S, P). Rekneme, 7e G je jednoznaénd,
jestlize pro kazdé slovo w generované gramatikou G existuje jediny derivacni strom s vysledkem w
(tj. existuje jedind levd derivace w z S).

V opa¢éném piipadé mluvime o viceznacéné gramatice. O

3.2.6 Viceznaény jazyk. Je ziejmé, ze pro jeden bezkontextovy jazyk mohou existovat dveé
CF gramatiky a to tak, ze jedna je viceznacnd a druhd je jednozna¢nda. To jen tikd, ze v prvnim
piipadé jsme si nevybrali tu nejlepsi CF gramatiku. Existuji ale bezkontextové jazyky, pro které
neexistuje jednoznacnd gramatika.

Definice. Bezkontextovy jazyk L se nazyva viceznacny (téz podstatné viceznacny), jestlize kazda
bezkontextova gramatika, kterd ho generuje, je vicezna¢na. 0

Napiiklad jazyk L = {a'b’cFd'|i = j nebo k = [} je viceznacny.

3.2.7 Redukovana bezkontextova gramatika. Podobné jako jsme zavedli redukovany au-
tomat, zavedeme téz redukovanou CF gramatiku. A to jako gramatiku, kterd ,nemda zbytecné
netermindly“. Zbyteéné netermindly jsou dvou typu; jsou to jednak netermindly, ze kterych nelze
vygenerovat termindlni slovo, jednak netermindly, na které ,se nedostaneme® ze startovaciho sym-
bolu. Nebude vsak platit, ze kazdy bezkontextovy jazyk m& jedinou redukovanou CF gramatiku,
kterd ho generuje. Jinymi slovy, existuji dvé ruzné gramatiky (i napf. s jingm poc¢tem netermindlu),
které generuji ten samy jazyk.

Definice. Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, %, S, P), kterd generuje aspoil jedno slovo.
Rekneme, ze G je redukovand, jestlize splinuje tyto dvé podminky:

1. Ke kazdému netermindlu A existuje asponi jedno terminaln{ slovo w takové, ze A =§ w.

2. Ke kazdému netermindlu A existuji slova «, 8 € (N U X)* tak, ze
S =5 aAp.

O

V pifstim odstavci uvedeme postup, ktery pro kazdy neprazdny bezkontextovy jazyk zajistuje
aspon jednu redukovanou gramatiku, kterd ho generuje.
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3.2.8 Tvrzeni. Ke kazdé bezkontextové gramatice § = (N,X, S, P), pro kterou L(G) # 0,
existuje redukovand gramatika G; takové, ze L(G1) = L(G). O

Tvrzeni dokdzeme algoritmem, ktery pro danou CF gramatiku rozhodne, zda generuje aspon
jedno slovo; a v pfipadé, ze ano, najde redukovanou gramatiku generujici stejny jazyk.
Algoritmus redukce CFG. Je dédna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P).

1. Sestrojime mnozinu V = {A[A € N,A =§ w,w € ¥*}; postupujeme indukef:

Nejprve polozime
V1 = {A4]existuje w € £* takové, ze A — w € P}.
Pak konstruujeme
Vit1 = V; U{A|existuje a € (V;UX)* tak, ze A — o € P}.
Plati
e, C ... CN.
Protoze N je konecnd, existuje n takové, ze V,, = V1. Polozime V = V,,.
Jestlize S € V', pak L(G) = 0 a redukovand gramatika ke gramatice G neexistuje.

V opa¢ném piipadé definujeme G’ = (V, X, S, P’): do P’ ddme ta pravidla z P, kterd obsahuji
pouze neterminély z mnoziny V (a to jak na levé, tak na pravé strané).

2. Pro gramatiku G’ = (V, X, S, P’) sestrojime (opét indukei) mnozinu
U={A|AcV, existuji a,8 € (VUX)" tak, zeS =5 a AB}.
Nejprve polozime
Uo = {S}a

pak konstruujeme
Uir1 = U; U{A|existuji B € U;,a, B € (VUX)* tak, z2e B - a AB € P'}.

Tj. do mnoziny U; 1 dame vSechny netermindly, které se objevuji na pravé strané nékterého
pravidla z P, kde na levé strané pravidla jsou neterminaly pouze z U;.

Plati
UyCU, CU,C ... CV.

Proto existuje m takové, ze U,, = Uj,+1. Polozime U = U,,.

Hledand gramatika je gramatika G = (U, %, S, Py), kde P; je mnozina vsech pravidel z P’ (a
tedy i z P), které obsahuji netermindly pouze z mnoziny U.

Plati: gramatika G; = (U,%,S,P;) je redukovand a generuje stejny jazyk jako puvodni
gramatika G = (N, X, S, P).

3.2.9 Poznamky.

e Je obtizné ke dvéma bezkontextovym gramatikam zjistit, zda generuji stejny jazyk. Redukce
gramatik ndm k rozhodnuti nepomuze.

e Kroky ptedchoziho postupu nelze zaménit. Kdybychom nejprve hledali mnozinu neterminéla
U a pak teprve z ni vybirali ty netermindly, ze kterych je mozné odvodit terminalni slovo,
vyslednd gramatika by nemusela spliiovat druhou podminku z[3:2.7) a tudiz byt redukovand.
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