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3.2.13 CYK. Označme G = (N,Σ, S, P ) a w = a1a2 . . . ak. Postupně vytvář́ıme množiny Xi,j

pro 1 ≤ i ≤ j ≤ k, kde

Xi,j = {A ∈ N |A⇒?
G aiai+1 . . . aj}, tj. z A vygenerujeme slovo ai . . . aj .

Plat́ı
A ∈ Xi,i právě tehdy, když A→ ai ∈ P.

Nav́ıc
X1,k = {A ∈ N |A⇒?

G a1a2 . . . ak = w}.
Dále si uvědomte, že A⇒?

G aiai+1 . . . aj právě tehdy, když existuj́ı neterminály B,C takové, že

A→ BC ∈ P, kde bud’ B ⇒?
G ai a C ⇒?

G ai+1 . . . aj
nebo B ⇒?

G aiai+1 a C ⇒?
G ai+2 . . . aj

nebo B ⇒?
G aiai+1ai+2 a C ⇒?

G ai+3 . . . aj
· · · · · ·

nebo B ⇒?
G ai . . . aj−1 a C ⇒?

G aj

Předpokládejme, že máme zkonstruovány všechny množiny Xp,q, kde q− p < n. Pak množiny Xi,j

pro j − i = n utvoř́ıme takto:

A ∈ Xi,j iff ∃A→ BC ∈ P tak, že bud’ B ∈ Xi,i a C ∈ Xi+1,j

nebo B ∈ Xi,i+1 a C ∈ Xi+2,j

nebo B ∈ Xi,i+2 a C ∈ Xi+3,j

· · · · · ·
nebo B ∈ Xi,j−1 a C ∈ Xj,j

Zač́ınáme tedy konstrukćı k množin Xi,i, i = 1, 2, . . . , k, následuje pak k − 1 množin Xi,i+1,
i = 1, 2, . . . , k − 1, k − 2 množin Xi,i+2, i = 1, 2, . . . , k − 2, atd. dvě množiny X1,k−1, X2,k a
nakonec jedna množina X1,k a to podle následuj́ıćıho postupu:

Xi,j = {A ∈ N | ∃A→ BC ∈ P tak, že B ∈ Xi,i+m, C ∈ Xi+m+1,j}.

Plat́ı w ∈ L(G) právě tehdy, když S ∈ X1,k.

3.2.14 Př́ıklad. Je dána gramatika G pravidly

S → AB |BC
A→ BA | a
B → CC | b
C → AB | a

Pomoćı algoritmu CYK rozhodněte, zda slovo aabab je generováno bezkontextovou gramatikou G.

Řešeńı: Konstrukci množin Xi,j pro 1 ≤ i ≤ j ≤ 5 si znázorńıme do tabulky. Tabulka bude mı́t 5
řádk̊u a 5 sloupc̊u, kde vyplněných bude jen ta část, která se nenacháźı

”
nad diagonálou“. Posledńı

řádek obsahuje pět množinX1,1,X2,2,X3,3,X4,4 aX5,5. Předposledńı řádek obsahuje čtyři množiny
X1,2, X2,3, X3,4 a X4,5. Řádek, který je třet́ı od zdola (a také shora) obsahuje tři množiny X1,3,
X2,4 a X3,5. Řádek, který je čtvrtý od odzdola (a druhý shora) obsahuje dvě množiny X1,4 a X2,5.
Nejvyšš́ı řádek obsahuje jednu množinu X1,5. V našem př́ıpadě jsou neterminály množin Xij v
následuj́ıćı tabulce:

S,C

S,A,C B

B B S,C

B S,C S,A S,C

A,C A,C B A,C B

a a b a b
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Z předchoźı tabulky také můžeme odvodit derivace slova aabab gramatikou G. Jedna z takových
levých derivaćı je např. tato:

S ⇒ AB ⇒ aB ⇒ aCC ⇒ aaC ⇒ aaAB ⇒ aaBAB ⇒ aabAB ⇒ aabaB ⇒ aabab.

3.2.15 Poznámka. Algoritmus CYK pracuje v čase úměrném k3, kde k je délka terminálńıho
slova w. Velikost gramatiky v Chomského normálńım tvaru považujeme za konstantu.

Jedná se o algoritmus ve stylu dynamického programováńı. V př́ıpadě speciálńıch bezkontex-
tových gramatik je možné sestrojit algoritmus pracuj́ıćı v lineárńım čase.

3.2.16 Zásobńıkový automat. Zhruba řečeno, zásobńıkový automat se skládá z ř́ıd́ıćı jed-
notky, která je v jednom z konečně mnoha možných stav̊u, ze vstupńı pásky se čtećı hlavou a ze
zásobńıku. Na základě toho, v jakém stavu se automat nacháźı, co hlava čte na vstupńı pásce a
jaký symbol je na vrcholu zásobńıku, automat udělá akci: přejde do nového stavu, posune čtećı
hlavu o jedno poĺıčko doprava nebo stoj́ı (to v př́ıpadě, že automat reagoval na prázdné slovo) a
zásobńıkový symbol, který je na vrcholu, nahrad́ı zásobńıkovým slovem daným přechodovou funkćı.
Formálně:

Definice. Zásobńıkový automat je sedmice (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

• Q je konečná množina stav̊u,

• Σ je konečná množina vstupńıch symbol̊u,

• Γ je konečná množina zásobńıkových symbol̊u,

• δ přǐrazuje každé trojici (q, a,X), q ∈ Q, a ∈ Σ∪{ε}, X ∈ Γ, konečnou množinu dvojic (p, α),
kde p ∈ Q a α ∈ Γ?. Formálně:

δ:Q× (Σ ∪ {ε})× Γ→ Pf (Q× Γ?).

(Pf (A) znač́ı množinu všech konečných podmnožin množiny A.)

• q0 ∈ Q je počátečńı stav,

• Z0 ∈ Γ je počátečńı zásobńıkový symbol a

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.

�
Uvědomte si, že zásobńıkový automat tak, jak byl definován, je nedeterministický.

Situace zásobńıkového automatu. Je dán zásobńıkový automat (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ). Jestliže
je zásobńıkový automat ve stavu q, na pásce je ještě nepřečtené slovo u a obsah zásobńıku je slovo
γ (prvńı symbol γ je vrchol zásobńıku), pak popisujeme tuto situaci trojićı (q, u, γ), kde prvńı
symbol slova γ je vrchol zásobńıku. �

Jeden krok práce zásobńıkového automatu – relace `A. Je dán zásobńıkový automat
A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), který je v situaci (q, au,Xγ), kde a ∈ Σ ∪ {ε}, X ∈ Γ. Jestliže existuje
(p, α) ∈ δ(q, a,X), pak A přejde do situace (p, u, αγ). Tento fakt znač́ıme (q, au,Xγ) `A (p, u, αγ).
Ṕı̌seme též (q, au,Xγ) `A (p, u, αγ) právě tehdy, když (p, α) ∈ δ(q, a,X). �

Relace `?A. Jeden krok zásobńıkového automatu rozš́ı̌ŕıme na konečný počet krok̊u. Automat A
přejde ze situace S do situace S′, ṕı̌seme S `?A S′, právě tehdy, když bud’ S = S′ nebo existuje
konečný počet situaćı S1, S2, . . . , Sn takových, že

S `A S1, S1 `A S2 . . . , Sn `A S′.

O S `?A S′ také mluv́ıme jako o výpočtu nad situaćı S. �
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3.2.17 Stavový diagram zásobńıkového automatu. Obdobně jako u konečných automat̊u
můžeme přechodovou funkci zásobńıkového automatu zadat tabulkou nebo stavovým diagramem.
V tabulce máme tolik sloupc̊u, kolik je dvojic stav, zásobńıkový symbol. U stavového diagramu
máme hranu ze stavu q do stavu p ohodnocenou a,X/γ právě tehdy, když (p, γ) ∈ δ(q, a,X), kde
a ∈ Σ ∪ {ε}, X ∈ Γ. Ukážeme si oba zp̊usoby na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad. Je dán zásobńıkový automat A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde Q = {q0, q1, qf}, Σ = {0, 1},
Γ = {Z0, X}, jehož přechodová funkce je daná tabulkou

(0, Z0) (0, X) (1, Z0) (1, X) (ε, Z0) (ε,X)

→ q0 (q0, XZ0) (q0, XX) − (q1, ε) (qf , Z0) −
q1 − − − (q1, ε) (qf , ε) −

← qf − − − − − −

a stavový diagram je:

q0 q1

qf

0, Z0/XZ0

0, X/XX

1, X/ε

ε, Z0/Z0

ε, Z0/ε

1, X/ε

3.2.18 Jazyky přij́ımané zásobńıkovým automatem.
Pro daný zásobńıkový automat rozlǐsujeme dva jazyky j́ım přij́ımané. Kromě jazyka přij́ımaného
koncovým stavem (jedná se o obdobu jazyka přij́ımaného konečným automatem) je to ještě jazyk
přij́ımaný prázdným zásobńıkem. Zde jsou definice těchto pojmů.

Definice. Jazyk přij́ımaný koncovým stavem L(A), kde A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je zásobńıkový
automat, je definován takto:

L(A) = {u ∈ Σ? | (q0, u, Z0) `?A (p, ε, γ), p ∈ F}.
�

Zhruba řečeno, zásobńıkový automat začne v počátečńı situaci, tj. v počátečńım stavu q0, na
vstupńı pásce má slovo u a na zásobńıku pouze počátečńı zásobńıkový symbol Z0. Slovo je přijato
právě, když existuje výpočet, který přečte u a automat je v některém koncovém stavu. To, zda je
současně vyprázdněn zásobńık nebo neńı, nehraje roli.

Definice. Jazyk přij́ımaný prázdným zásobńıkemN(A), kdeA = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je zásobńıkový
automat, je definován takto:

N(A) = {u ∈ Σ? | (q0, u, Z0) `?A (p, ε, ε), p ∈ Q}.
�

Zhruba řečeno, zásobńıkový automat začne v počátečńım stavu q0, na vstupńı pásce má slovo u
a na zásobńıku pouze počátečńı zásobńıkový symbol Z0 (počátečńı situace). Slovo je přijato právě
tehdy, když najdeme výpočet, který po přečteńı slova u má prázdný zásobńık.

Protože při přij́ımáńı prázdným zásobńıkem nezálež́ı na množině koncových stav̊u (ne-
potřebujeme je), budeme množinu koncových stav̊u vynechávat a zásobńıkový automat v takovém
př́ıpadě bude pouze šestice (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0).
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3.2.19 Př́ıklad z 3.4.2 – pokračováńı. Ukažme si práci zásobńıkového automatu nad slovem
0313. Zásobńıkový automat zač́ıná v situaci (q), 0

313, Z0) a pokračuje

(q0, 0
313, Z0) ` (q0, 0

213, XZ0) `2 (q0, 1
3, X3Z0) ` (q1, 1

2, X2Z0) `2 (q1, ε, Z0) ` (qf , ε, ε).

To znamená, že slovo 0313 je přijato jak koncovým stavem, tak prázdným zásobńıkem.

Neńı těžké ukázat, že jazyk přij́ımaný koncovým stavem je

L(A) = {0n1n |n ≥ 0},

kdežto jazyk přij́ımaný prázdným zásobńıkem je

N(A) = {0n1n |n ≥ 1}.

Ano, prázdné slovo ε neńı přijato prázdným zásobmı́kem.

3.2.20 Tvrzeńı. Je-li L jazyk přij́ımaný zásobńıkovým automatem A prázdným zásobńıkem,
pak existuje zásobńıkový automat B, který přij́ımá jazyk L koncovým stavem; tj.

N(A) = L(B).
�

Nástin d̊ukazu: Máme zásobńıkový automat A = (QA,Σ,ΓA, δA, qA, ZA). K němu sestroj́ıme
zásobńıkový automat B = (QB ,Σ,ΓB , δB , qB , ZB , FB) takto:

• K množině stav̊u QA přidáme dva nové stavy — nový počátečńı stav qB a koncový stav qf ;
tj. QB = QA ∪ {qB , qf}, qB , qf 6∈ QA.

• K množině zásobńıkových symbol̊u ΓA přidáme nový počátečńı zásobńıkový symbol; tj.
ΓB = ΓA ∪ {ZB}, ZB 6∈ ΓA.

• δB dostaneme tak, že k δA přidáme následuj́ıćı přechody:

– δB(qB , ε, ZB) = {(qA, ZAZB)}, (to znamená, že na začátku práce aniž bychom četli
vstupńı symbol přejdeme do p̊uvodńıho počátečńıho stavu a zásobńık změńıme tak,
že na vrcholu je

”
starý“ počátečńı zásobńıkový symbol a pod ńım

”
nový“ počátečńı

zásobńıkový symbol).

– Pro každé p ∈ QA polož́ıme δB(p, ε, ZB) = {(qf , ZB)}, (to znamená, že vyprázdńı-
li

”
starý“ zásobńıkový automat sv̊uj zásobńık, přejde

”
nový“ zásobńıkový automat do

koncového stavu).

Dá se dokázat, že zásobńıkový automat A přijme slovo u prázdným zásobńıkem právě tehdy, když
ho přijme zásobńıkový automat B koncovým stavem.

3.2.21 Tvrzeńı. Je-li L jazyk přij́ımaný zásobńıkovým automatem A koncovým stavem, pak
existuje zásobńıkový automat B, který přij́ımá jazyk L prázdným zásobńıkem; tj.

L(A) = N(B).
�

Nástin d̊ukazu: Označme zásobńıkový automat A = (QA,Σ,ΓA, δA, qA, ZA, FA). K němu se-
stroj́ıme zásobńıkový automat B = (QB ,Σ,ΓB , δB , qB , ZB) takto:

• K množině stav̊u QA přidáme dva nové stavy — nový počátečńı stav qB a stav qM (který
bude sloužit k vyprázdněńı zásobńıku automatu B); tj. QB = QA ∪{qB , qM}, qB , qM 6∈ QA.

• K zásobńıkovým symbol̊um přidáme nový počátečńı zásobńıkový symbol; tj. ΓB = ΓA∪{ZB},
ZB 6∈ ΓA;

• δB dostaneme tak, že k δA přidáme následuj́ıćı přechody:

– δB(qB , ε, ZB) = {(qA, ZAZB)}, (význam je stejný jako v konstrukci d̊ukazu 3.2.23).

– pro každé q ∈ FA, Y ∈ ΓB přidáme δB(q, ε, Y ) = {(qM , ε)} a δB(qM , ε, Y ) = {(qM , ε)},
(to znamená, že přečteme-li celé vstupńı slovo a jsme v koncovém stavu zásobńıkového
automatu A, zásobńıkový automat B vymaže obsah svého zásobńıku).

Dá se dokázat, že zásobńıkový automat A přijme slovo u koncovým stavem právě tehdy, když ho
přijme zásobńıkový automat B prázdným zásobńıkem.
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