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3.2.22 V minulé pfednésce jsme si zavedli pojem zasobnikového automatu. Je to, zhruba feceno,
automat, ktery kromé vstupni pasky a fidici jednotky ma jesté zasobnik, do kterého muze ukladat
symboly a tim ziskd jesté dalsi informaci — ,,pamét“. P¥itom byl zasobnikovy automat definovan
jako nedeterministicky; na nékteré trojice stav, vstup, zasobnikovy symbol muze reagovat nékolika
prechody, jindy trojice nemd ptechod zadny.

Je jasné, ze zdsobnikové automaty predstavuji rozsiteni kone¢nych automati. Ano, kazdy DFA,
¢i NFA, ¢i e-NFA muzeme chépat jako zvlastni piipad zdsobnikového automatu. Napi. pro NFA
ma zasobnikovy automat jediny zasobnikovy symbol a to pocatecni a pfi préaci se zasobnik neméni.

3.2.23 Vztah mezi jazyky generovanymi CF gramatikou a jazyky pfijimanymi zdsobnikovymi
automaty popisuji nésledujici véty. Prvni véta tikd, ze bezkontextové jazyky jsou prijimany
zasobnikovymi automaty.

Véta. Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (N, X, S, P) existuje zdsobnikovy automat A takovy,
ze

O

Nastin dukazu: Je ddna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Zkonstruujeme zasobnikovy
automat A s jednim stavem ¢ takto:

e Qa={4q}, 0 =g,
eI4=NUY,
L] Z():S,

da(g,e,X)={(gq,a)| X > a € P, X € N},
5,4((]7@, a) = {(q,&f)}7 pro a € X

Zhruba feceno, je-li na vrcholu zasobniku automatu A neterminal X, nahradime ho v zdsobniku
pravou stranou nékterého pravidla gramatiky G s levou stranou X (a pfitom necteme vstupni
symbol, tudiz neposunujeme hlavu na vstupni pdsce). Je-li na vrcholu zdsobniku termindl a € X,
tak v pfipadé, ze a je téz na vstupu, odstranime ho z vrcholu zdsobniku a hlavu na vstupni pasce
posuneme o jedno policko doprava. Jestlize se termindlni pismeno na vrcholu zasobniku nerovna
prvnimu ¢tenému symbolu, automat se nelspésné zastavi.

Plati, ze zasobnikovy automat A ptijme slovo u € ¥* prazdnym zasobnikem pravé tehdy, kdyz
je slovo u vygenerovano gramatikou G.

3.2.24 Poznamka. Zisobnikovy automat konstruovany v dikazu tvrzeni je vlastné
formalizaci tzv. analyzy shora. Zhruba fe¢eno, mame slovo a chceme védét, zda je generovano
CF gramatikou G nebo ne. Automat vlastné ,zkousi“, kterd pravidla odvozeni muze obsahovat
a kontroluje, zda se takto dostane k vygenerovani slova nebo nedostane. Vice o analyze shora
uvedeme pozdéji.

3.2.25 Priiklad. Je déna bezkontextovd gramatika G pravidly:

S —aSa| A
A—bAle

Reseni. konstruujme zasobnikovy automat A = (Q4,%,T 4,04, qo, Zo), ktery piijima jazyk L(G).
A m4 jeden stav, tj. Q = {q}, ktery je pocdteénim stavem. Ddle mnozina zdsobnikovych symbolu
je ' ={a,b, S, A}, pocatecni zdsobnikovy stav je S, a prechodové funkce § je definovand

8(g,¢,5) = {(q,a50a),(¢; A)}, (¢, A) = {(¢:04),(q,8)}, (¢, a,a) = {(g;€)}, 8(g,b,0) = {(¢,¢)},

ve vSech ostatnich piipadech piechod neni definovén, tj. d(g, ¢, X) = 0.
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3.2.26 Nésledujici véta ukazuje, ze tiida jazyku piijimanych nékterym zasobnikovym automa-
tem je tfida bezkontextovych jazyku.

Véta. Ke kazdému zasobnikovému automatu A existuje bezkontextovéa gramatika G takova, ze

O

Dikaz véty [3.2.26 (jednd se o opacnou implikaci k vété(3.2.23) je obtiznéjsi. Je tieba ho rozdélit do
dvou kroku. Nejprve se dokaze, ze pro kazdy zasobnikovy automat A existuje zasobnikovy automat
B s jednim stavem takovy, ze N(A) = N(B).

V druhém kroku se pro zasobnikovy automat B s jednim stavem vytvoii bezkontextova
gramatika G, kterd generuje stejna slova jako zasobnikovy automat B pfijme prazdnym zasobnikem.
Jednd se vlastné o opa¢ny postup jako v dukazu véty z[3.2.23]

3.2.27 Deterministicky zdsobnikovy automat. Na rozdil od koneénych automatu pro
zasobnikové automaty plati, ze v definici zadsobnikového automatu bylo podstatné, ze jsme ho de-
finovali jako nedeterministicky. Je to proto, ze nedeterministické zasobnikové automaty piijimaji
vétsi tiidu jazyku nez deterministické. Diive nez se o tom presvédéime, zadefinujeme pojem deter-
ministického zasobnikového automatu.

Definice. Je dan zasobnikovy automat A = (Q, X, T, 8, qo, Zo, F). Rekneme, ze A je deterministickij
zasobnikovy automat, jestlize spliiuje nasledujici dvé podminky:

e Prokazdé g € Q,a € EU{c} a X €T je d(q,a, X) nejvyse jednoprvkova (tj. |0(g, a, X)| < 1).

e Jestlize pro néjaké g € Q a X € I je §(q,&, X ) neprdzdné, pak pro kazdé a € ¥ je 6(q,a, X)
prazdna mnozina.
O
Uvédomte si, Ze piedchozi dvé podminky zajistuji, Ze v kazdém okamziku mdme vzdy nejvyse
jednu moznost, jak pokracovat. Ano, druhd podminka fika, ze si nikdy zasobnikovy automat
nemuze vybrat zda bude pokracovat ,bez ¢teni vstupniho symbolu“ nebo ,se ¢tenim vstupniho
symbolu*.

3.2.28 Jazyky piijimané deterministickym zasobnikovym automatem. Stejné jako u
(nedeterministickych) zdsobnikovych automatu rozlisujeme i u deterministickych zasobnikovych
automatu pi{jiméni koncovym stavem a piijiméni prazdnym zdsobnikem. Tj. pro dany determinis-
ticky zdsobnikovy automat A = (Q, X, T, 6, g0, Zo, F) je

L(A) = {u]|(qo.u, Zo) 4 (p,&,7), p€ F}

N(A) = {ul (qmua ZO) l_;l (p7€’5)}'
]

Na rozdil od nedeterministickych zasobnikovych automattu, pro deterministické zasobnikové
automaty neplati, ze prijimani prazdnym zasobnikem a pfijimani koncovym stavem ,je totéz*.

Definice. Jazyk L nazveme deterministicky, jestlize existuje deterministicky zasobnikovy automat,
ktery L pfijimé koncovym stavem. O

Definice. Deterministicky jazyk L nazveme bezprefizovy, jestlize existuje deterministicky zasob-
nikovy automat, ktery ho pfijima prazdnym zasobnikem. O

Nézev bezprefixovy jazyk pochazi z faktu, ze jazyk prijimany deterministickym zasobnikovym
automatem prazdnym zasobnikem nemtuze obsahovat soucasné dvé ruznd slova u, v, kdy jedno je
prefixem druhého.
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3.2.29 Tvrzeni. Kazdy jazyk prijimany deterministickym zasobnikovym automatem prazdnym
zésobnikem je také prijiman (néjakym) deterministickym zdsobnikovym automatem koncovym
stavem.
Jinymi slovy: Pro kazdy deterministicky zdsobnikovy automat A existuje deterministicky
zasobnikovy automat B takovy, ze
O

Dikaz je obdobny jako dukazu véty [3.2.20] Ano, jestlize totiz vychdzime z deterministického
zasobnikového automatu A, pak i automat B je deterministicky.

Obdoba tvrzeni pro deterministické zdsobnikové automaty neplati. Konstrukce zasobniko-
vého automatu B z automatu A totiz vede na nedeterministicky zasobnikovy automat. Navic,
jestlize deterministicky zdsobnikovy automat A prijme slovo u prazdnym zasobnikem, pak nemuze
préazdnym zasobnikem pfijmout zadné slovo uv, kde v # £; tato vlastnost ale neplati pro vSechny
jazyky prijimané deterministickym zasobnikovym automatem koncovym stavem.

3.2.30 Vztah mezi tfidami regularnich jazyka, bezprefixovych jazyka a determinis-
tickych jazyki.

e Triida deterministickych jazyku obsahuje tiidu bezprefixovych jazyku. To dokazuje tvrzeni
9.2.29

e Tiida deterministickych jazyku obsahuje tfidu regularnich jazyku. Ano, na kazdy determi-
nisticky konefny automat se muzeme divat jako na deterministicky zasobnikovy automat,
kde na obsahu zasobniku nezalezi.

e Ti{da bezprefixovych jazyku neobsahuje tiidu reguldrnich jazyku. Ano, napf. jazyk {a, aa}
je reguldrni (je konecny), ale neni bezprefixovy.
e Triida reguldrnich jazyku neobsahuje tiidu bezprefixovych jazyku. Ano, napf. jazyk L =

{wew® |w € {a,b}*} je bezprefixovy, ale neni regularni. (Jako cviéeni sestrojte determinis-
ticky zdsobnikovy automat, ktery piijima jazyk L préazdnym zdsobnikem.)

3.3 Uzaveérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

3.3.1 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na sjednoceni.

To znamen4, jsou-li L1 a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L1U Ls je bezkontextovy.
O

Zdtvodnéni: Jazyky L1, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Go = (N, X, S, Py) takové, Ze Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Piejmenujeme

netermindly gramatiky Gs tak, aby gramatiky nemély zddny spoleény netermindl (tj. Ny NNy = 0).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L; U Lo vytvorime takto:

a) N = N; UNyU{S}, kde S je novy startovaci symbol (S ¢ N3 U Na).

by P=PUP,U{S — 51,5 — S2}, tj. k pravidlim gramatik G; a Go priddme dvé nové
pravidla S — Sy a S — Ss.

Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk Ly U Lo.

3.3.2 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na zietézeni.

To znamena4, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L, Lo je bezkontextovy.

O

Zduavodnéni: Jazyky Li, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Go = (Na, X, S, Py) takové, 7e Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Piejmenujeme

neterminaly gramatiky Go tak, aby gramatiky nemély Zaddny spole¢ny netermindl (tj. N3N Ny = 0).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L = L1Ls vytvoifme takto:
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a) N = N; UN,U{S}, kde S je novy startovaci symbol (S ¢ N1 U N3).
b) P = PiUP,U{S — S152}, tj. k pravidlum gramatik G; a Gy pfiddme nové pravidlo S — S1.55.

Nenf tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk L Lo.

3.3.3 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na Kleeneho operaci *. O
To znamend, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L* je bezkontextovy.
Zduavodnéni: Jazyk L je bezkontextovy, proto existuje bezkontextova gramatika G; = (N1, %, 51, Py)
takovd, ze L = L(Gy). Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L* vytvoifme takto:
a) N = N; U{S}, kde S je novy startovaci symbol (S & Ny).
b) P=P U{S — 55,5 — ¢}, tj. k pravidlum gramatik G; a Gy pfiddme dvé novd pravidla
S — 515,85 —e.

Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk L*.

3.3.4 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na prunik.

To znamend, jsou-li L; a Lo dva bezkontextové jazyky, pak jazyk Li N Lo nemusi byt
bezkontextovy. O

Zdtvodnéni: Uvazujme jazyk L; = {0%1"2" |k,n > 1} a jazyk Lo = {0¥1¥2" |k,n > 1}. Oba
tyto jazyky jsou bezkontextové, ale jejich prunik je jazyk L = {0"1"2" |n > 1}, o kterém vime, ze
nen{ bezkontextovy (viz ?7?).

3.3.5 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na doplnék.
To znamena, je-li L bezkontextovy jazyk, pak jeho doplnék L nemusi byt bezkontextovy. [

Zduvodnéni: Kdyby tiida bezkontextovych jazyku byla uzaviena na dopliiky, byla by uzaviena i
na pruniky, protoze
LiNLy=1LUL,,

coz vime, Ze neplati.
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