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3.4 Uzaveérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

3.4.1 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na sjednoceni.

To znamend, jsou-li L1 a Ly dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L1U Lo je bezkontextovy.
O

Zdtvodnéni: Jazyky L1, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Go = (N, X, S, Py) takové, ze Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Piejmenujeme

neterminaly gramatiky Go tak, aby gramatiky nemély Zaddny spoleény netermindl (tj. N3N Ny = 0).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L; U Ly vytvorime takto:

a) N = N;UNyU{S}, kde S je novy startovaci symbol (S & N1 U Na).

b) P=PUP,U{S — 51,5 — Sz}, tj. k pravidlim gramatik G; a Gy pfiddme dvé nova
pravidla S — S; a S — S,.

Neni tézké ukézat, ze gramatika G generuje jazyk L1 U L.

3.4.2 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na zietézeni.

To znamen4, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L, Lo je bezkontextovy.
O

Zdtuvodnéni: Jazyky L1, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Go = (N, X2, S, Py) takové, Ze Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Piejmenujeme

netermindly gramatiky Gs tak, aby gramatiky nemély zddny spoleény netermindl (tj. Ny NNy = ).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L = L1Ls vytvoifme takto:

a) N = N; UNyU{S}, kde S je novy startovaci symbol (S ¢ N1 U N3).
b) P = PlUP,U{S — 5155}, tj. k pravidlum gramatik G; a Go pfiddme nové pravidlo S — 51 .55.

Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk LqLo.

3.4.3 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na Kleeneho operaci *. O
To znamend, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L* je bezkontextovy.
Zduvodnéni: Jazyk L je bezkontextovy, proto existuje bezkontextova gramatika Gy = (N1, %, S1, P1)
takovd, ze L = L(Gy). Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L* vytvoiime takto:
a) N = N; U{S}, kde S je novy startovaci symbol (S & Ny).
b) P=P U{S — 55,5 — ¢}, tj. k pravidlum gramatik G; a Gy pfiddme dvé nova pravidla
S — 515,58 —e.

Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk L*.

3.4.4 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na prunik.

To znamend, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak jazyk L; N Lo nemusi byt
bezkontextovy. O

Zdivodnéni: Uvazujme jazyk L; = {01727 | k,n > 1} a jazyk Ly = {0*1%2" |k,n > 1}. Oba
tyto jazyky jsou bezkontextové, ale jejich prunik je jazyk L = {0"1™2" |n > 1}, o kterém vime, ze
neni bezkontextovy (viz 77).

3.4.5 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na doplnék.
To znamenad, je-li L bezkontextovy jazyk, pak jeho doplnék L nemusi byt bezkontextovy. O

Zduvodnéni: Kdyby tiida bezkontextovych jazyku byla uzaviena na dopliky, byla by uzaviena i
na pruniky, protoze
LiNLy=Ly UL,

coz vime, Ze neplati.
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3.4.6 Tvrzeni. Ttida bezkontextovych jazyku je uzaviena na pruniky s reguldrnimi jazyky.

To znamena, je-li L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk, pak jazyk LN R je bezkontextovy.
O

Nastin dtkazu: Jazyk L je bezkontextovy, tudiz existuje zasobnikovy automat, ozna¢me ho
A=(Q1,%,1,01,q1, 21, F1), takovy, ze A prijima L koncovym stavem.

Jazyk R je reguldrni, tudiz existuje deterministicky koneény automat M = (Qs, X, d2, g2, F2),
ktery piijima jazyk R.

Zkonstruujeme zasobnikovy automat B ktery pfijima jazyk LN R koncovym stavem. (Vsimnéte
si, Ze se v podstaté jednd o sou¢inovou konstrukei, kterou zndme z koneénych automatu.)

Zasobnikovy automat je B = (Q, %, T, 0, qo, Zo, F), kde

e Q=01 XQq,
® qo = (q1,92),

° Zy = Zn,

o F=F xFy,

e piechodové funkce 0 je definovédna takto:

6((q7p)a avX) = {((7“, 8)77) | (7‘, 7) € (51(q7a,X), s € 5;(197 a)}a
kde g € Q1,p € Q2,a e XU {e}, X €.
Jinymi slovy: ((r,s),7v) € 6((q,p),a,Y) prave tehdy, kdyz
a) bud a € ¥, (r,7) € 61(¢,a,Y) a s = d2(p,a),
b) nebo a =¢, (r,7) € 01(¢q,&,Y) a s =p.
Uvédomte si, ze B se v prvé slozce chova jako zdsobnikovy automat A, ve druhé slozce jako
deterministicky konecny automat M.

Neni tézké nahlédnout, ze zdsobnikovy automat B opravdu ptijimé jazyk L N R.

3.4.7 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na reverzi.

To znamena, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L% je bezkontextovy. O
Zduvodnéni: Jazyk L je bezkontextovy, proto existuje bezkontextovd gramatika G = (N, 3, S, P),
kterd ho generuje. Gramatika Gg, ktera generuje jazyk L% je (N, ¥, S, Pg), kde

A—acPg iff A=aff P

Neni tézké dokazat, ze gramatika G generuje jazyk L.

3.4.8 Tvrzeni. Trida bezkontextovych jazyku je uzaviena na substituce.
Presnéji: Mame dény dvé abecedy ¥ a A a substituci o, kterd kazdému pismenu a € ¥ priradi
bezkontextovy jazyk o(a) = L, nad abecedou A. Je-li Ly bezkontextovy jazyk nad abecedou X,

pak jeho obraz o(Lg) v substituci o je také bezkontextovy jazyk nad abecedou A. (Substituce byla
zavedena v [2.7.2] ) O

Nastin diakazu: Mame ddnu CF gramatiku Gy = (No, X, So, Py) takovou, ze Ly = L(Gp) a

déle pro kazdé a € ¥ bezkontextovou gramatiku G, = (N,, A, S,, P,) takovou, ze L, = L(G,).

Predpoklddejme, Ze mnoziny neterminalu vsech gramatik jsou po dvou disjunktni.
Zkonstruujeme CF gramatiku G = (N, A, Sy, P) takto:

a) Mnozina netermindlu gramatiky G se sklddd ze viech neterminédlu Gy a G, a € ¥. Formélné
N = NoU{N,|a € =}.

b) Pravidla gramatiky G se sklddaji ze vSech pravidel gramatik G, a pravidla Gy jsou upravena
tak, ze v pravych stranach je kazdy termindl a € ¥ je nahrazen netermindlem S,. Presnéji
P =J{P.|a € ¥} UP’, kde pravidla P’ jsou tvofena vSemi pravidly z Py, ve kterych jsme
termindl a € ¥ nahradili netermindlem S,,.

Nen{ tézké dokézat, ze gramatika G generuje jazyk o(Lyg).
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3.4.9 Dusledek: Tiida bezkontextovych jazyku je uzaviena na homomorfismy. O
Protoze kazdy homomorfismus je zvlastnim pripadem substituce a protoze kazdy jazyk obsa-
hujici jedno slovo je bezkontextovy, vyplyva toto tvrzeni z [3.4.8]

Uvedeme jesté jedno tvrzeni, ale jiz bez dukazu.

3.4.10 Tvrzeni. Ttida bezkontextovych jazyku je uzaviena na inversni homomorfni obrazy.

Presnégji: Je-li h homomorfismus abecedy ¥ do A* a je-li L bezkontextovy jazyk nad abecedou
A, pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk nad abecedou . O

3.4.11 Dyckovy jazyky. Na zavér si pfiblizime, co ,déla jazyk bezkontextovym*; jinymi slovy,
co je viem bezkontextovym jazykum spoleéné. Jak uvidime z nésledujiciho tvrzeni, bezkontextové
jazyky (které nejsou regulérni) v sobé obsahuji ,spravné uzdvorkovani* a préve to popisuji Dyckovy
jazyky.

Definice. Bezkontextovy jazyk L se nazyva Dyckuv jazyk, jestlize je generovan gramatikou
G=({S}X%,5P), kde ¥ ={ay,d},as,d},...,an,a,} a P:

S —e|SS|a1Say| ... |anSal,.

Jednd se vlastné o jazyk ,spravné uzavorkovanych vyrazu“, kde mame n raznych otviracich zédvorek
a; a zaviracich zavorek af.

3.4.12 Tvrzeni. Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R, Dyckuv jazyk D
a homomorfismus h takovy, ze L = h(RN D). O

3.4.13 Spojeni pravidel. Mame CF gramatiku G a v ni pravidlo A — aBfj. Jestlize
B—=yl.oo v
jsou vsechna pravidla s levou stranou B, pak nahrazenim pravidla A — o B/ pravidly
A= anp| ..., |lans
dostaneme gramatiku, ktera generuje stejny jazyk jako G.
3.4.14 Odstranéni levé rekurze. Predpoklddejme, ze v CF gramatice G mame pravidla
A— Aoy, A= Aas, ..., A— Aoy

a pravidla
A— B, A= Bs, ..., A= By

jsou vsechna ostatni pravidla (tj. §; neza¢ind netermindlem A).

Pak tato pravidla nahradime pravidly
A=Bi, A=BZ, Z = a5, Z =052, i=1,...m, j=1,...,k;

kde Z je novy neterminal.

Timto nahrazenim dostaneme gramatiku generujici stejny jazyk, ktera jiz nemé pro neterminal
A levou rekurzi.
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