
3.4. Uzávěrové vlastnosti bezkontextových jazyk̊u [241215-2110 ] 51

3.4 Uzávěrové vlastnosti bezkontextových jazyk̊u

3.4.1 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky jsou uzavřeny na sjednoceńı.

To znamená, jsou-li L1 a L2 dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L1∪L2 je bezkontextový.
�

Zd̊uvodněńı: Jazyky L1, L2 jsou bezkontextové, proto existuj́ı bezkontextové gramatiky G1 =
(N1,Σ, S1, P1) a G2 = (N2,Σ, S2, P2) takové, že G1 generuje L1 a G2 generuje L2. Přejmenujeme
neterminály gramatiky G2 tak, aby gramatiky neměly žádný společný neterminál (tj. N1∩N2 = ∅).

Gramatiku G = (N,Σ, S, P ) generuj́ıćı jazyk L1 ∪ L2 vytvoř́ıme takto:

a) N = N1 ∪N2 ∪ {S}, kde S je nový startovaćı symbol (S 6∈ N1 ∪N2).

b) P = P1 ∪ P2 ∪ {S → S1, S → S2}, tj. k pravidl̊um gramatik G1 a G2 přidáme dvě nová
pravidla S → S1 a S → S2.

Neńı těžké ukázat, že gramatika G generuje jazyk L1 ∪ L2.

3.4.2 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky jsou uzavřeny na zřetězeńı.

To znamená, jsou-li L1 a L2 dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L1 L2 je bezkontextový.
�

Zd̊uvodněńı: Jazyky L1, L2 jsou bezkontextové, proto existuj́ı bezkontextové gramatiky G1 =
(N1,Σ, S1, P1) a G2 = (N2,Σ, S2, P2) takové, že G1 generuje L1 a G2 generuje L2. Přejmenujeme
neterminály gramatiky G2 tak, aby gramatiky neměly žádný společný neterminál (tj. N1∩N2 = ∅).

Gramatiku G = (N,Σ, S, P ) generuj́ıćı jazyk L = L1L2 vytvoř́ıme takto:

a) N = N1 ∪N2 ∪ {S}, kde S je nový startovaćı symbol (S 6∈ N1 ∪N2).

b) P = P1∪P2∪{S → S1S2}, tj. k pravidl̊um gramatik G1 a G2 přidáme nové pravidlo S → S1S2.

Neńı těžké ukázat, že gramatika G generuje jazyk L1L2.

3.4.3 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky jsou uzavřeny na Kleeneho operaci ?. �

To znamená, je-li L bezkontextový jazyk, pak také jazyk L? je bezkontextový.

Zd̊uvodněńı: Jazyk L je bezkontextový, proto existuje bezkontextová gramatika G1 = (N1,Σ, S1, P1)
taková, že L = L(G1). Gramatiku G = (N,Σ, S, P ) generuj́ıćı jazyk L? vytvoř́ıme takto:

a) N = N1 ∪ {S}, kde S je nový startovaćı symbol (S 6∈ N1).

b) P = P1 ∪ {S → S1S, S → ε}, tj. k pravidl̊um gramatik G1 a G2 přidáme dvě nová pravidla
S → S1S, S → ε.

Neńı těžké ukázat, že gramatika G generuje jazyk L?.

3.4.4 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky nejsou uzavřeny na pr̊unik.

To znamená, jsou-li L1 a L2 dva bezkontextové jazyky, pak jazyk L1 ∩ L2 nemuśı být
bezkontextový. �

Zd̊uvodněńı: Uvažujme jazyk L1 = {0k1n2n | k, n ≥ 1} a jazyk L2 = {0k1k2n | k, n ≥ 1}. Oba
tyto jazyky jsou bezkontextové, ale jejich pr̊unik je jazyk L = {0n1n2n |n ≥ 1}, o kterém v́ıme, že
neńı bezkontextový (viz ??).

3.4.5 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky nejsou uzavřeny na doplněk.

To znamená, je-li L bezkontextový jazyk, pak jeho doplněk L nemuśı být bezkontextový. �

Zd̊uvodněńı: Kdyby tř́ıda bezkontextových jazyk̊u byla uzavřena na doplňky, byla by uzavřena i
na pr̊uniky, protože

L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2,

což v́ıme, že neplat́ı.
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52 [241215-2110 ]

3.4.6 Tvrzeńı. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena na pr̊uniky s regulárńımi jazyky.

To znamená, je-li L bezkontextový jazyk a R regulárńı jazyk, pak jazyk L∩R je bezkontextový.
�

Nástin d̊ukazu: Jazyk L je bezkontextový, tud́ıž existuje zásobńıkový automat, označme ho
A = (Q1,Σ,Γ, δ1, q1, Z1, F1), takový, že A přij́ımá L koncovým stavem.

Jazyk R je regulárńı, tud́ıž existuje deterministický konečný automat M = (Q2,Σ, δ2, q2, F2),
který přij́ımá jazyk R.

Zkonstruujeme zásobńıkový automat B který přij́ımá jazyk L∩R koncovým stavem. (Všimněte
si, že se v podstatě jedná o součinovou konstrukci, kterou známe z konečných automat̊u.)

Zásobńıkový automat je B = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

• Q = Q1 ×Q2,

• q0 = (q1, q2),

• Z0 = Z1,

• F = F1 × F2,

• přechodová funkce δ je definována takto:

δ((q, p), a,X) = {((r, s), γ) | (r, γ) ∈ δ1(q, a,X), s ∈ δ?2(p, a)},

kde q ∈ Q1, p ∈ Q2, a ∈ Σ ∪ {ε}, X ∈ Γ.

Jinými slovy: ((r, s), γ) ∈ δ((q, p), a, Y ) právě tehdy, když

a) bud’ a ∈ Σ, (r, γ) ∈ δ1(q, a, Y ) a s = δ2(p, a),

b) nebo a = ε, (r, γ) ∈ δ1(q, ε, Y ) a s = p.

Uvědomte si, že B se v prvé složce chová jako zásobńıkový automat A, ve druhé složce jako
deterministický konečný automat M .

Neńı těžké nahlédnout, že zásobńıkový automat B opravdu přij́ımá jazyk L ∩R.

3.4.7 Tvrzeńı. Bezkontextové jazyky jsou uzavřeny na reverzi.

To znamená, je-li L bezkontextový jazyk, pak také jazyk LR je bezkontextový. �

Zd̊uvodněńı: Jazyk L je bezkontextový, proto existuje bezkontextová gramatika G = (N,Σ, S, P ),
která ho generuje. Gramatika GR, která generuje jazyk LR je (N,Σ, S, PR), kde

A→ α ∈ PR iff A→ αR ∈ P.

Neńı těžké dokázat, že gramatika G generuje jazyk LR.

3.4.8 Tvrzeńı. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena na substituce.

Přesněji: Máme dány dvě abecedy Σ a ∆ a substituci σ, která každému ṕısmenu a ∈ Σ přǐrad́ı
bezkontextový jazyk σ(a) = La nad abecedou ∆. Je-li L0 bezkontextový jazyk nad abecedou Σ,
pak jeho obraz σ(L0) v substituci σ je také bezkontextový jazyk nad abecedou ∆. (Substituce byla
zavedena v 2.7.2.) �

Nástin d̊ukazu: Máme dánu CF gramatiku G0 = (N0,Σ, S0, P0) takovou, že L0 = L(G0) a
dále pro každé a ∈ Σ bezkontextovou gramatiku Ga = (Na,∆, Sa, Pa) takovou, že La = L(Ga).
Předpokládejme, že množiny neterminál̊u všech gramatik jsou po dvou disjunktńı.

Zkonstruujeme CF gramatiku G = (N,∆, S0, P ) takto:

a) Množina neterminálu gramatiky G se skládá ze všech neterminál̊u G0 a Ga, a ∈ Σ. Formálně
N = N0 ∪

⋃
{Na | a ∈ Σ}.

b) Pravidla gramatiky G se skládaj́ı ze všech pravidel gramatik Ga a pravidla G0 jsou upravena
tak, že v pravých stranách je každý terminál a ∈ Σ je nahrazen neterminálem Sa. Přesněji
P =

⋃
{Pa | a ∈ Σ} ∪ P ′, kde pravidla P ′ jsou tvořena všemi pravidly z P0, ve kterých jsme

terminál a ∈ Σ nahradili neterminálem Sa.

Neńı těžké dokázat, že gramatika G generuje jazyk σ(L0).
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3.4.9 Důsledek: Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena na homomorfismy. �

Protože každý homomorfismus je zvláštńım př́ıpadem substituce a protože každý jazyk obsa-
huj́ıćı jedno slovo je bezkontextový, vyplývá toto tvrzeńı z 3.4.8.

Uvedeme ještě jedno tvrzeńı, ale již bez d̊ukazu.

3.4.10 Tvrzeńı. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřena na inversńı homomorfńı obrazy.

Přesněji: Je-li h homomorfismus abecedy Σ do ∆? a je-li L bezkontextový jazyk nad abecedou
∆, pak h−1(L) je bezkontextový jazyk nad abecedou Σ. �

3.4.11 Dyckovy jazyky. Na závěr si přibĺıž́ıme, co
”
dělá jazyk bezkontextovým“; jinými slovy,

co je všem bezkontextovým jazyk̊um společné. Jak uvid́ıme z následuj́ıćıho tvrzeńı, bezkontextové
jazyky (které nejsou regulárńı) v sobě obsahuj́ı

”
správné uzávorkováńı“ a právě to popisuj́ı Dyckovy

jazyky.

Definice. Bezkontextový jazyk L se nazývá Dyck̊uv jazyk, jestliže je generován gramatikou
G = ({S},Σ, S, P ), kde Σ = {a1, a′1, a2, a′2, . . . , an, a′n} a P :

S → ε |SS | a1Sa′1 | . . . | anSa′n.

Jedná se vlastně o jazyk
”
správně uzávorkovaných výraz̊u“, kde máme n r̊uzných otv́ıraćıch závorek

ai a zav́ıraćıch závorek a′i.

3.4.12 Tvrzeńı. Pro každý bezkontextový jazyk L existuje regulárńı jazyk R, Dyck̊uv jazyk D
a homomorfismus h takový, že L = h(R ∩D). �

3.4.13 Spojeńı pravidel. Máme CF gramatiku G a v ńı pravidlo A→ αBβ. Jestliže

B → γ1 | . . . | γk

jsou všechna pravidla s levou stranou B, pak nahrazeńım pravidla A→ αBβ pravidly

A→ αγ1β | . . . , |αγkβ

dostaneme gramatiku, která generuje stejný jazyk jako G.

3.4.14 Odstraněńı levé rekurze. Předpokládejme, že v CF gramatice G máme pravidla

A→ Aα1, A→ Aα2, . . . , A→ Aαk

a pravidla
A→ β1, A→ β2, . . . , A→ βm

jsou všechna ostatńı pravidla (tj. βi nezač́ıná neterminálem A).

Pak tato pravidla nahrad́ıme pravidly

A→ βi, A→ βiZ, Z → αj , Z → αjZ, i = 1, . . .m, j = 1, . . . , k;

kde Z je nový neterminál.

T́ımto nahrazeńım dostaneme gramatiku generuj́ıćı stejný jazyk, která již nemá pro neterminál
A levou rekurzi.

Marie Demlová: Jazyky, automaty a gramatiky Před. 11: 9/12/2024
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