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Kapitola 4
Turingovy stroje

Hlavnim cilem celéno kurzu bylo sezndmit se s ruznymi koneénymi popisy koneénych a hlavné
nekoneénych mnozin slov. Uz jsem probrali koneéné automaty, které piijimaji pravé reguldrni
jazyky; pak jsme se vénovali bezkontextovym jazykum, pro které existuji zasobnikové automaty,
které je ptijimaji. Vime ale, ze gramatiky generuji nejen bezkontextové jazyky, ale téz kontextové
a také jazyky typu 0 v chomského hiearchii, viz ??7. A Turingovy stroje jsou pravé ,stroje“, které
prijimaji prave jazyky typu 0.

4.1 Turinguv stroj
Nejprve uvedeme Turinguv stroj neformdlné a teprve potom uvedeme jeho formélni definici.

Turinguv stroj si muzeme predstavit takto: sklddd se

e 7 fidici jednotky, kterd se muze nachdzet v jednom z konetné mnoha stavu,

e potencialné nekonecéné pasky rozdélené na jednotliva pole a

e hlavy, ktera umoznuje ¢ist obsah poli a pfepisovat obsah poli pasky.
Na zakladé informace X, kterad je prectena na péasce, a na zakladé stavu ¢, ve kterém se nachéazi
tidici jednotka Turingova stroje, se fidici jednotka presune do stavu p, pole pasky prepise na Y
a hlava se piesune bud’ doprava nebo doleva, nebo nemiiZze pokracovat a zastavi svou praci (tato
akce je popséana tzv. prechodovou funkcf).

4.1.1 Formadlni definice. Turinguv stroj je sedmice (@, %, T, 0, g0, B, F), kde

e () je kone¢éna mnozina stavu,

e Y je konecnd neprazdnd mnozina vstupnich symbolu,

e ' je konetna mnozina paskovych symbolu, pfitom ¥ C T,

e B je prazdny symbol (téz nazyvany blank), jednd se o paskovy symbol, ktery nen{ vstupnim
symbolem, (tj. B € T'\ X),

e § je pfechodova funkce, tj. parcidlni zobrazeni z mnoziny (Q\F)xI' do mnoziny @xI'x{L, R},
(zde L znamend pohyb hlavy o jedno pole doleva, R znamend pohyb hlavy o jedno pole
doprava),

® gy € () je pocCatecni stav a

e F C @ je mnozina koncovych stavu.

4.1.2 Konfigurace. Konfiguraci Turingova stroje plné popisuje obsah pésky, pozice hlavy na
pasce a stav, ve kterém se nachdzi fidici jednotka. Jestlize na pasce jsou v k polich symboly
X1 Xs ... Xk, vSechna pole s vétsim i mensim c¢islem jiz obsahuji pouze B, fidici jednotka je ve
stavu ¢ a hlava ¢te symbol X;, tak danou konfiguraci zapisujeme

XlXQ Xi,]_ quXiJrl Xk
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4.1.3 Pocatek prace Turingova stroje. Na zaCatku priace se Turinguv stroj nachézi v
pocateénim stavu qg, na pasce ma na n polich vstupni slovo aj as ... a, (a; € X), ostatni pole
obsahuji blank B a hlava ¢te symbol a;. Tedy formélné je pocatecni konfigurace qpay ... ap.

4.1.4 Krok Turingova stroje. Pfedpokladejme, Ze se Turinguv stroj nachézi v konfiguraci
X1Xo ... X;1q9X; ... Xi. Pak v jednom kroku udéla nasledujici:

Jestlize 6(q, X;) = (p, Y, R), stroj se piesune do stavu p, na pasku napiSe symbol Y (misto X;)
a hlavu posune o jedno pole doprava. Formélné to zapisujeme:

X1X2 X1_1QX1 ...Xkl_XlXQ ...Xi_1YpXi+1 Xk

Jestlize je i = k a Turinguv stroj se ma posunout hlavu doprava, pak
X1X2 qu FX1X2 Xk-_1YpB.

Jestlize §(q, X;) = (p,Y, L), stroj napiSe na pdsku Y (misto X;) a posune hlavu o jedno pole
doleva. Formélné to zapisujeme:

X1X2 Xi—qui XkFXlXQ ...Xi_ngZ'_1YXi+1 Xk.

Jestlize je i = 1 a Turingav stroj se ma posunout hlavu doleva, pak

4.1.5 Vypocet Turingova stroje je posloupnost jeho kroku. Tedy jednd se o reflexivni a
tranzitivniuzaveér * relace F (na mnoziné vsech konfiguraci daného Turingova stroje). Price nad
slovem je vypocet, ktery zacind v pocatec¢ni konfiguraci.

Rikdme, ze se Turingiv stroj zastavil v pripadé, kdy nemuze udélat dalsf krok.

Poznamka. Je ziejmé, ze se Turinguv stroj nemusi vzdy nad vstupem zastavit. Muze se zacyklit,
ale také muze pracovat do nekoneéna, aniz by se zacyklil — napf. muze stdle na konec pouzité
péasky pripisovat symbol. Na druhé strané se v koncovém stavu vzdy zastavi. V takovém piipadé
tikdme, Ze se Turinguv stroj zastavi uspésné, zastavi-li se v nekoncovém stavu, iikame, ze se zastavil
neuspesneé.

4.1.6 Jazyk ptrijimany Turingovym strojem. Vstupni slovo w € ¥* je prijato Turingovym
strojem praveé tehdy, kdyz se Turinguv stroj pfi préaci na slové w dostane do koncového stavu. Tedy
formalné: slovo w € ¥* je prijato Turingovym strojem pravé tehdy, kdyz

qow F* agf prongjaké g€ F aa,B €T

Mnozina slov w € ¥*, které Turingtuv stroj piijima, se nazyva jazyk prijimany Turingovym
strojem M a znac¢ime ho L(M). Jestlize se Turingtv stroj M na kazdém vstupu zastavi, at jiz
ispésné nebo netispésné, iikdme, ze jazyk L(M) rozhoduge.

4.1.7 Poznamka. Existuje nékolik zakladnich modela Turingova stroje. My jsme si vybrali ten,
ktery ma pasku nekone¢nou ,na obé strany“, posouva hlavu vzdy o jedno policko a v koncovém
stavu jiz nemuze provadét dalsi krok.

Jiné varianty jsou:

e pasku s pevnym levym okrajem. Pak je na zacatku prace Turingova stroje vstupni slovo
napsano vzdy na prvnich k£ polich pasky a hlava ¢te prvni pole pasky. V tomto modelu je
trochu obtiznéjsi navrh stroju, protoze je potieba dat pozor, aby Turinguv stroj nepiekrocil
levy okraj — pak by se vidy zastavil af ji7 ispésné nebo netispésné.

e Turinguv stroj muze kromeé posunu hlavy doprava nebo doleva nechat hlavu stat. To znamen4,
ze po provedeni kroku ¢te hlava stejné pole jako v pfedchozim kroku.

e Piechodové funkce muze byt definovana i pro koncovy stav a néktery paskovy symbol.

Vsechny tyto modifikace ale neznamenaji zéddny rozdil v tom, jaké jazyky jsou Turingovym strojem
prijaty.
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4.1.8 Veéta. Jestlize jazyk L je prijiman Turingovym strojem, pak k nému existuje gramatika
typu 0, kterd ho generuje.

Ke kazdé gramatice G typu 0 existuje Turinguv stroj, ktery pfijima jazyk L(G). O
Dikaz této véty neuvadime.

4.1.9 Poznamka Predchozi véta nam iiké, ze Turingovy stroje jsou ,vypocetnim modelem*
pro jazyky typu 0, tj. jazyky generované tou nejobecnéjsi gramatikou. Jiz vime, ze ,,vypocetnim
modelem* reguldrnich jazyku jsou koneéné automaty, ,vypocetnim modelem“ bezkontextovych
jazyku pak zdsobnikové automaty.

Obdobny model pro kontextové jazyky (tj. jazyky typu 1) jsou linedrné omezené automaty.
Jednd se v podstaté o Turinguv stroj, kde ovem je mozné pouzivat pouze pole pasky, ve kterych se
nachézelo vstupni slovo. Jakékoli pfekroéeni at doprava nebo doleva znamen4 netispésné zastaveni.

4.2 Nerozhodnutelnost

V této sekei si ukdzeme, ze existuji jazyky / tlohy, pro které neexistuje Turinguv stroj, ktery by
je rozhodoval (a tudiz ani algoritmus, ktery by je fesil). Tato Cast textu je znacné neformdlni a
neobsahuje potiebnd zduvodnéni zde uvedenych tvrzeni — podrobnéjsi zduvodnéni je nad rdmec
predmétu a studenti se s nim seznami v predmétu Teorie algoritmu.

4.2.1 Rozhodovaci tlohy a jazyky Jisté jste se jiz setkali s ilohami, kde ,feSeni“ je odpoveéd
»ano“ nebo ,ne“. Jako piiklad muzeme uvést tieba splnitelnost booleovskych formuli — ano, formule
je bud splnitelnd nebo nesplnitelnd. Jiny pifklad muZe byt tdloha rozhodnout, zda dany graf
obsahuje hamiltonovskou kruznici. Ke kazdé takové tloze muzeme ptifadit jazyk nad vhodnou
abecedou. Udéldme to napf. takto: kazdou formuli (graf) zakdédujeme jako slovo nad vhodnou
abecedou a do jazyk tilohy obsahuje ta slova, ktera odpovidaji formulim (grafim), kde odpovéd je

“
»ano“.

Churchova teze zhruba fika, Ze vSe, co je mozné spocitat algoritmem, je pfesné to, co muze
udélat Turinguv stroj.

4.2.2 Definice. Jazykum (dlohdm), pro které neexistuje Turinguv stroj, ktery by je rozhodl,
(algoritmus, ktery by je vyfesil) fikdme, Ze jsou nerozhodnutelné algoritmicky neresitelné).

4.2.3 Véta. Problém zastaveni Turingova stroje (tzv. halting problem) je algoritmicky nefesitelny;
tj. jeho jazyk je nerozhodnutelny. O

Diikaz je zaloZen na nékolika konstrukeich/pozorovani:

e Nejprve se zkonstruuje univerzalni Turinguv stroj, ktery umi simulovat praci libovolného
Turingova stroje nad libovolnym slovem.

e Kdyby tento univerzdlni Turinguv stroj umél rozhodnout, zda se Turinguv stroj zastavi nad
néjakym vstupem, tak bychom také méli Turinguv stroj M, ktery by rozhodl, ze se Turinguv
stroj nad slovem nezastavi.

e Kdybychom nyni pustili M na vstup, ktery je kddem M, dostaneme spor — M by se mél
zastavit pravé tehdy, kdyz se nezastavi.

4.2.4 Muze se zdat, ze problém zastaveni Turingova stroje neni zrovna problém, ktery by byl v
praxi uzite¢ny. To je sice pravda, ale na zdkladé algoritmické nefesitelnosti jednoho rozhodovaciho
problému (nerozhodnutelnosti jednoho jazyka) je mozné ukazat velkou fadu dalsich problému, které
jsou také algoritmicky nefesSitelné. Nasim cilem je ukazat, ze nékteré ,rozumné“ otazky tykajici
se bezkontextovych gramatik, jsou algoritmicky nefesitelné. K tomu vyuzijeme fakt, ze nasledujici
tloha PCP je algoritmicky nefesitelna.
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4.2.5 Postuv korespondené¢ni problém (PCP). Jsou ddny dva seznamy neprézdnych slov
A, B nad danou abecedou X.

A= (wy,wa,...,wg), B=(x1,z2,...,2k),
kde w;,z; € X1, i =1,2,..., k. Rekneme, Ze dvojice A, B md vesent, jestlize existuje posloupnost
i1,12,...,%, indexu, tj i; € {1,2,...,k}, takova, ze
Wiy Wiy + v Wi, = Tjy Ty -+« Tje

Otdzka: M4 dané instance feSeni?

4.2.6 Piiklady.

1. Jsou dany seznamy

1 2 3 4 5
A || 011 0 | 101 | 1010 | 010
B || 1101 | 00 | 01 00 0

Tato instance ma feSeni, napt. 2,1,5 je
W2 W1 Wy = 0011010 = X9 X1 X1 Ty X1 Ts.
Dalsimi fesenimi jsou napt. 2,1,1,3,5 nebo 2,1,1,4,1,5.

2. Jsou dany seznamy

11 | 0 | 101 | 1010 | 010
101 | 00 | 01 00 0

|

Tato instance nem4 feSeni.

4.2.7 Véta. Kdyby byl algoritmicky fesitelny Postiv korespondenéni problém, byl by algorit-
micky fesitelny i problém zastaveni Turingova stroje. 0

Veétu nedokazujeme.

PCP se da dale vyuzit k dikazium, ze nasledujici lohy tykajici se bezkontextovych gramatik
jsou také algoritmicky nefesitelné. Zduvodnéni faktu, ze ilohy 1 a 3 z nésledujiciho seznamu jsou
algoritmicky netesitelné si ukdzeme na prednése.

4.2.8 Dalsi algoritmicky neresitelné tlohy:

1. Pro dané bezkontextové gramatiky G; a Gs rozhodnout, zda obé generuji aspon jedno stejné
slovo, tj. zda L(G1) N L(Ga) # 0.

2. Pro dané bezkontextové gramatiky G; a G rozhodnout, zda prijimaji stejny jazyk, tj. zda
L(G1) = L(G2).

3. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; rozhodnout, zda je viceznacna.

4. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; rozhodnout, zda pfijima vSechna slova, tj. zda
L(G) = %"

5. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; a reguldrni jazyk R rozhodnout, zda R C L(Gy).

4.2.9 Pripomenme, Ze jsou algoritmicky fesSitelné nasledujici tlohy:
1. Zda dang bezkontextovd gramatika G generuje alespon jedno slovo; tj. zda L(G) # (.

2. Pro danou bezkontextovou gramatiku G a dané slovo w rozhodnout, zda G generuje w, tj.
zda w € L(G).

3. Pro danou bezkontextovou gramatiku G a reguldrni jazyk R rozhodnout, zda L(G) C R.
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