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Kapitola 1

Výroková logika

1.1 Výroky

1.1.1 Definice. Máme danou neprázdnou množinu A tzv. atomických výrok̊u (též jim
ř́ıkáme logické proměnné). Konečnou posloupnost prvk̊u z množiny A, logických spo-
jek a závorek nazýváme výroková formule (zkráceně jen formule), jestliže vznikla podle
následuj́ıćıch pravidel:

1. Každá logická proměnná (atomický výrok) a ∈ A je výroková formule.

2. Jsou-li α, β výrokové formule, pak ¬α, (α ∧ β), (α ∨ β), (α ⇒ β) a (α ⇔ β) jsou také
výrokové formule.

3. Nic jiného než to, co vzniklo pomoćı konečně mnoha použit́ı bod̊u 1 a 2, neńı výroková
formule.

Všechny formule, které vznikly z logických proměnných množiny A, znač́ıme P(A). �

1.1.2 Poznámka. Spojka ¬ se nazývá unárńı, protože vytvář́ı novou formuli z jedné
formule. Ostatńı zde zavedené spojky se nazývaj́ı binárńı, protože vytvářej́ı novou formuli
ze dvou formuĺı.

V daľśım textu budeme vždy jako množinu atomických výrok̊u (logických proměnných)
A volit malá ṕısmena anglické abecedy, př́ıpadně je budeme indexovat. A tedy obsahuje
a, b, c, . . . x, y, z nebo x1, x2, . . .. Výrokové formule označujeme malými řeckými ṕısmeny, např.
α, β, γ, . . . nebo ϕ,ψ, . . ..

Většinou nebudeme ve formuĺıch psát ty nejv́ıc vněǰśı závorky — tj. ṕı̌seme a ∨ (b ⇒ c)
mı́sto (a ∨ (b⇒ c)).

1.1.3 Syntaktický strom formule. To, jak formule vznikla podle bod̊u 1 a 2, si můžeme
znázornit na syntaktickém stromu, též derivačńım stromu dané formule. Jedná se o kořenový
strom, kde každý vrchol, který neńı listem, je ohodnocen logickou spojkou a jedná-li se o
binárńı spojku, má vrchol dva následńıky, jedná-li se o unárńı spojku, má vrchol pouze
jednoho následńıka. Přitom pro formule tvaru (α ∧ β), (α ∨ β), (α⇒ β) a (α⇔ β) odpov́ıdá
levý následńık formuli α, pravý následńık formuli β. Listy stromu jsou ohodnoceny logickými
proměnnými.

1.1.4 Podformule. Ze syntaktického stromu formule α jednoduše poznáme všechny jej́ı
podformule: Podformule formule α jsou všechny formule odpov́ıdaj́ıćı podstromům syntak-
tického stromu formule α.
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1.2 Pravdivostńı ohodnoceńı

1.2.1 Definice. Pravdivostńı ohodnoceńı, též pouze ohodnoceńı formuĺı, je zobrazeńı u:P(A)→
{0, 1}, které splňuje následuj́ıćı pravidla

(1) ¬α je pravdivá právě tehdy, když α je nepravdivá, tj u(¬α) = 1 právě tehdy, když
u(α) = 0;

(2) α ∧ β je pravdivá právě tehdy, když α a β jsou obě pravdivé, tj. u(α ∧ β) = 1 právě
tehdy, když u(α) = u(β) = 1;

(3) α ∨ β je nepravdivá právě tehdy, když α a β jsou obě nepravdivé, tj. u(α ∨ β) = 0
právě tehdy, když u(α) = u(β) = 0;

(4) α⇒ β je nepravdivá právě tehdy, když α je pravdivá a β nepravdivá, tj. u(α⇒ β) = 0
právě tehdy, když u(α) = 1 a u(β) = 0;

(5) α ⇔ β je pravdivá právě tehdy, když bud’ obě formule α a β jsou pravdivé nebo obě
jsou nepravdivé tj. u(α⇔ β) = 1 právě tehdy, když u(α) = u(β).

�

1.2.2 Pravdivostńı tabulky. Vlastnosti, které ohodnoceńı formuĺı muśı mı́t, znázorňujeme
též pomoćı tzv. pravdivostńıch tabulek logických spojek. Jsou to:

α ¬α
0 1
1 0

α β α ∧ β α ∨ β α⇒ β α⇔ β
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

1.2.3 Věta. Každé zobrazeńı u0:A → {0, 1} jednoznačně určuje ohodnoceńı u : P(A) →
{0, 1} takové, že u0(a) = u(a) pro všechna a ∈ A. �

Stručné zd̊uvodněńı: Vezměme formuli α. Známe-li pravdivostńı hodnotu logických
proměnných, tj. list̊u syntaktického stromu formule α, pak jednoznačně určujeme pravdivostńı
hodnotu všech podformuĺı na základě 1.2.1, a to postupem ve stromě

”
směrem nahoru“.

Formálně správný d̊ukaz je veden indukćı podle výšky syntaktického stromu formule α.

1.2.4 Důsledek. Dvě ohodnoceńı u, v:P(A) → {0, 1} jsou shodná právě tehdy, když pro
všechny logické proměnné x ∈ A plat́ı u(x) = v(x). �

1.2.5 Poznámka. Uvědomte si, že pravdivostńı ohodnoceńı je zobrazeńı u, které každé
formuli α přǐrazuje 0 (α neńı pravdivá v u) nebo 1 (α je pravdivá v u) takové, že u splňuje
podmı́nky z definice 1.2.1. Věta 1.2.3 ř́ıká, že přestože všech formuĺı je spočetně mnoho, je
r̊uzných pravdivostńıch ohodnoceńı je tolik, kolik existuje zobrazeńı množiny A do množiny
{0, 1}. V př́ıpadě, že A je konečná množina, je takových r̊uzných zobrazeńı jen konečně mnoho;
přesněji 2|A|, kde |A| je počet prvk̊u množiny A.

1.2.6 Definice tautologie, kontradikce a splnitelné formule. Formule se nazývá tau-
tologie, jestliže je pravdivá ve všech ohodnoceńı; nazývá se kontradikce, jestliže je nepravdivá
ve všech ohodnoceńı. Formule je splnitelná, jestliže existuje aspoň jedno ohodnoceńı, ve kterém
je pravdivá. �
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1.2.7 Př́ıklady Jsou dány dvě formule α, β a logické proměnné a, b, pak

1. formule α ∨ ¬α, α⇒ α, α⇒ (β ⇒ α) jsou tautologie;

2. formule a ∨ b, (a⇒ b)⇒ a jsou splnitelné, ale ne tautologie;

3. formule α ∧ ¬α je kontradikce.

4. Kontradikce je také každá negace tautologie. A naopak, negace libovolné kontradikce je
tautologie.

1.3 Tautologická ekvivalence

1.3.1 Definice. Řekneme, že formule ϕ a ψ jsou tautologicky ekvivalentńı (také sémanticky
ekvivalentńı), jestliže pro každé ohodnoceńı u plat́ı u(ϕ) = u(ψ). �

Fakt, že dvě formule ϕ a ψ jsou tautologicky ekvivalentńı, zapisujeme ϕ |=| ψ.

1.3.2 Tvrzeńı. Pro každé formule α, β a γ plat́ı:

• α |=| α,

• je-li α |=| β, pak i β |=| α,

• je-li α |=| β a β |=| γ, pak i α |=| γ.

Jsou-li α, β, γ a δ formule splňuj́ıćı α |=| β a γ |=| δ, pak plat́ı

• ¬α |=| ¬β;

• (α ∧ γ) |=| (β ∧ δ), (α ∨ γ) |=| (β ∨ δ), (α⇒ γ) |=| (β ⇒ δ), a také (α⇔ γ) |=| (β ⇔ δ).

�

1.3.3 Poznámka. Předchoźı tvrzeńı můžeme využ́ıt i takto: Plat́ı

(α⇒ β) |=| (¬α ∨ β)

(to zjist́ıme např. z pravdivostńıch tabulek formuĺı α⇒ β a ¬α∨β). Na základě tvrzeńı 1.3.2

”
dosazujeme“ ve formuli ((c ⇒ ¬(a ∨ b)) ∧ ¬b za spojku ⇒ v podformuli c ⇒ ¬(a ∨ b) a

dostáváme
((c⇒ ¬(a ∨ b)) ∧ ¬b |=| (¬c ∨ ¬(a ∨ b)) ∧ ¬b.

(Zde α = c a β = ¬(a ∨ b).) Takovéto
”
dosazováńı“ předchoźı tvrzeńı umožňuje.

1.3.4 Tvrzeńı. Pro každé formule α, β a γ plat́ı

• α ∧ α |=| α, α ∨ α |=| α (idempotence ∧ a ∨);

• α ∧ β |=| β ∧ α, α ∨ β |=| β ∨ α (komutativita ∧ a ∨);

• α ∧ (β ∧ γ) |=| (α ∧ β) ∧ γ, α ∨ (β ∨ γ) |=| (α ∨ β) ∨ γ (asociativita ∧ a ∨);

• α ∧ (β ∨ α) |=| α, α ∨ (β ∧ α) |=| α (absorpce ∧ a ∨);

• ¬¬α |=| α;

• ¬(α ∧ β) |=| (¬α ∨ ¬β), ¬(α ∨ β) |=| (¬α ∧ ¬β) (de Morganova pravidla);

• α∧ (β ∨ γ) |=| (α∧ β)∨ (α∧ γ), α∨ (β ∧ γ) |=| (α∨ β)∧ (α∨ γ) (distributivńı zákony);

• (α⇒ β) |=| (¬α ∨ β).

Je-li nav́ıc T libovolná tautologie a F libovolná kontradikce, pak

• T ∧ α |=| α, T ∨ α |=| T, F ∧ α |=| F, F ∨ α |=| α;

• α ∧ ¬α |=| F, α ∨ ¬α |=| T.

�
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1.3.5 Poznámka. Pro každé dvě formule α a β plat́ı: α |=| β právě tehdy, když α⇔ β je
tautologie.

1.3.6 Př́ıklad. Pro každou formuli α je formule α⇒ (β ⇒ α) tautologie.

Ano, máme

α⇒ (β ⇒ α) |=| ¬α ∨ (¬β ∨ α) |=| (¬α ∨ α) ∨ ¬β,

kde posledńı formule je tautologie. To je proto, že formule ¬α ∨ α je tautologie a tud́ıž na
pravdivosti či nepravdivosti formule β nezálež́ı.

1.3.7 Daľśı spojky. Pravdivostńı tabulka libovolné formule s jednou logickou proměnnou
představuje zobrazeńı z množiny {0, 1} do množiny {0, 1}. Existuj́ı čtyři zobrazeńı z množiny
{0, 1} do množiny {0, 1}:

x f1 f2 f3 f4
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Zobrazeńı f1 je konstantńı 0, a odpov́ıdá libovolné formuli s jednou proměnnou, která je
kontradikćı. Podobě zobrazeńı f4 odpov́ıdá formuli, která je tautologie. Zobrazeńı f2 formuli
x (zde x je logická proměnná), a zobrazeńı f3 odpov́ıdá formuli ¬x. Tedy nemáme d̊uvod
definovat

”
daľśı“ unárńı spojky.

1.3.8 Daľśı binárńı spojky. Každá formule s nejvýše dvěma logickými proměnnými
představuje zobrazeńı z množiny {0, 1}2 do množiny {0, 1}. Existuje šestnáct takových
zobrazeńı:

x y f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Každá ze zobrazeńı f0, . . . , f15 odpov́ıdá nějaké formuli; např. f0 odpov́ıdá libovolné kontra-
dikci, f15 libovolné tautologii, f1 formuli x ∧ y, zobrazeńı f10 formuli ¬y, atd. Jako

”
nové“

spojky zavedeme spojky odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńım f6, f8 a f14.

1.3.9 NAND. Definujeme novou logickou spojku |, nazývanou NAND (také Sheffer̊uv
operátor), jako spojku, pro kterou α | β je nepravdivá právě tehdy, když α i β jsou obě
pravdivé. �

1.3.10 Tvrzeńı. Plat́ı

α | β |=| ¬(α ∧ β).

�

Poznamenejme, že pravdivostńı tabulka spojky NAND odpov́ıdá zobrazeńı f14.

1.3.11 NOR. Definujeme novou logickou spojku ↓, nazývanou NOR (také Peirceova
šipka), jako spojku, pro kterou α ↓ β je pravdivá právě tehdy, když α i β jsou obě nepravdivé.

�

1.3.12 Tvrzeńı. Plat́ı

α ↓ β |=| ¬(α ∨ β).

�

Poznamenejme, že pravdivostńı tabulka spojky NOR odpov́ıdá zobrazeńı f8.
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1.3.13 XOR. Definujeme novou logickou spojku ⊕, nazývanou XOR (také vylučovaćı
nebo), jako spojku, pro kterou α ⊕ β je pravdivá právě tehdy, když bud’ α je nepravdivá
a β je pravdivá, nebo α je pravdivá a β je nepravdivá. �

1.3.14 Tvrzeńı. Plat́ı

α⊕ β |=| (α ∧ ¬β) ∨ (¬α ∧ β) |=| ¬(α⇔ β).

�

Poznamenejme, že pravdivostńı tabulka spojky XOR odpov́ıdá zobrazeńı f6.

1.3.15 Spojka F a T. Zavedeme ještě dvě spojky a to F a T; řetězce F a T budou také
formulemi, přestože neobsahuj́ı žádnou logickou proměnnou. O těchto spojkách ř́ıkáme, že
jsou nulárńı.

Plat́ı: F |=| α pro každou kontradikci α. Tedy např. F |=| (a ∧ ¬a). Dále T |=| ¬F, tedy
např. T |=| (A ∨ ¬a).

1.3.16 Poznámka. Protože jsme v předchoźıch odstavćıch zavedli nové spojky NAND,
NOR, XOR, F a T, měli bychom správně rozš́ı̌rit definici formule; totiž tak, že

• F je formule, T je formule,
• jestliže α a β jsou formule, tak (α | β), (α ↓ β) a (α⊕ β) jsou také formule.

Na druhou stranu v́ıme, že každou formuli, která obsahuje spojky NAND, NOR, XOR, F
nebo T jsme schopni nahradit tautologicky ekvivalentńı formuĺı, která obsahuje jen p̊uvodńı
spojky ¬, ∧, ∨, ⇒ a ⇔.
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