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Kapitola 2

Predikátová logika

Ne všechny logicky správné úsudky se daj́ı zachytit/zd̊uvodnit výrokovou logikou. Např. z
pravdivosti vět: Následńık sudého č́ısla je č́ıslo liché. Čı́slo 3 je následńık č́ısla 2. Čı́slo 2 je
sudé. vyplývá tvrzeńı Čı́slo 3 je liché.

Takovýto úsudek v predikátové logice zd̊uvodnit lze.

2.1 Syntaxe predikátové logiky

Nejprve zavedeme syntaxi predikátové logiky, tj. uvedeme pravidla, podle nichž se tvoř́ı
syntakticky správné formule predikátové logiky. Význam a pravdivostńı hodnota nás bude
zaj́ımat až dále.

Správně utvořené formule budou řetězce (posloupnosti) symbol̊u tzv. jazyka predikátové
logiky.

2.1.1 Jazyk predikátové logiky L. Jazyk predikátové logiky se skládá z

1. logických symbol̊u, tj.:

a) spočetné množiny individuálńıch proměnných: Var = {x, y, . . . , x1, x2, . . .}
b) výrokových logických spojek: T, ¬,∧,∨,⇒,⇔,F
c) obecného kvantifikátoru ∀ a existenčńıho kvantifikátoru ∃

2. speciálńıch symbol̊u, tj. po dvou disjunktńıch množin Pred, Kons a Func, kde

a) Pred je množina predikátových symbol̊u (neńı prázdná)

b) Konsje množina konstantńıch symbol̊u (může být prázdná)

c) Func je množina funkčńıch symbol̊u

3. pomocných symbol̊u, jako jsou závorky
”
(, [ ,) ,]“ a čárka

”
,“

Pro každý predikátový i funkčńı symbol máme dáno přirozené č́ıslo n, které udává kolika
objekt̊u se daný predikát týká, nebo kolik proměnných funkčńı symbol má. Tomuto č́ıslu
ř́ıkáme arita nebo též četnost predikátového symbolu nebo funkčńıho symbolu. Funkčńı
symboly maj́ı aritu větš́ı nebo rovnu 1, predikátové symboly připoušt́ıme i arity 0. �

2.1.2 Poznámka. Predikátové symboly budeme většinou značit velkými ṕısmeny, tj.
např. P,Q,R, . . . , P1, P2, . . .; konstantńı symboly malými ṕısmeny ze začátku abecedy, tj.
a, b, c, . . . , a1, . . ., a funkčńı symboly většinou f, g, h, . . . , f1, f2, . . .. Formule predikátové lo-
giky budeme označovat malými řeckými ṕısmeny (obdobně, jako jsme to dělali pro výrokové
formule). Kdykoli se od těchto konvenćı odchýĺıme, tak na to v textu upozorńıme.
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Poznamenejme, že přestože často budeme mluvit o n-árńıch predikátových symbolech a
n-árńıch funkčńıch symbolech, v běžné praxi se setkáme jak s predikáty, tak funkcemi arity
nejvýše tři. Nejběžněǰśı jsou predikáty a funkčńı symboly arity 1, těm ř́ıkáme též unárńı, nebo
arity 2, těm ř́ıkáme též binárńı.

Predikátové symboly arity 0 představuj́ı nestrukturované výroky (netýkaj́ı se žádného
objektu). T́ımto zp̊usobem se v predikátové logice dá popsat i výrok:

”
Prš́ı“.

Poznamenejme ještě, že někteř́ı autoři konstantńı symboly zahrnuj́ı pod nulárńı funkčńı
symboly (tj. funkčńı symboly arity 0).

2.1.3 Termy.

Definice. Množina term̊u je definována těmito pravidly:

1. Každá proměnná a každý konstantńı symbol je term.

2. Jestliže f je funkčńı symbol arity n a t1, t2, . . . , tn jsou termy, pak f(t1, t2, . . . , tn) je
také term.

3. Nic, co nevzniklo konečným použit́ım pravidel 1 a 2, neńı term.

�

2.1.4 Poznámka. Term je zhruba řečeno objekt, pouze může být složitěji popsán než jen
proměnnou nebo konstantou. V jazyce predikátové logiky termy vystupuj́ı jako

”
podstatná

jména“.

2.1.5 Atomické formule.

Definice. Atomická formule je řetězec P (t1, t2, . . . , tn), kde P ∈ Pred kladné arity n a
t1, t2, . . . , tn je n-tice termů, nebo je řetězec P , kde P ∈ Pred je predikátový symbol arity 0.
�

Jinými slovy, atomická formule je bud’ predikátový symbol arity 0, nebo predikátový
symbol kladné arity aplikovaný na tolik termů, kolik je jeho arita.

2.1.6 Formule.

Definice. Množina formuĺı je definována těmito pravidly:

1. Každá atomická formule je formule.

2. F je formule a jsou-li ϕ a ψ dvě formule, pak ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ⇒ ψ), (ϕ⇔ ψ)
jsou opět formule.

3. Je-li ϕ formule a x proměnná, pak (∀x ϕ) a (∃x ϕ) jsou opět formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoćı konečně mnoha použit́ı bod̊u 1 až 3, neńı formule.

�

2.1.7 Poznámka. Formule predikátové logiky jsme definovali obdobně jako výrokové for-
mule: Nejprve definujeme

”
ty nejjednodušš́ı“ formule (atomické formule) a potom pomoćı lo-

gických spojek a kvantifikátor̊u konstruujeme složitěǰśı formule. Ve výrokové logice byl prvńı
krok daleko jednodušš́ı, protože atomické výroky (logické proměnné) nebyly strukturované.
Vlastńı konstrukce formuĺı je však v obou př́ıpadech podobná.
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2.1.8 Konvence.

1. Úplně vněǰśı závorky formule neṕı̌seme. Ṕı̌seme tedy např. (∃x P (x)) ∨ R(a, b) mı́sto
((∃x P (x)) ∨R(a, b)).

2. Spojka
”
negace“ má vždy přednost před výrokovými logickými spojkami a proto ṕı̌seme

např. ∀x (¬P (x)⇒ Q(x)) mı́sto ∀x ((¬P (x))⇒ Q(x)).

2.1.9 Syntaktický strom formule. Ke každé formuli predikátové logiky můžeme přǐradit
jej́ı syntaktický strom (někdy nazývaný derivačńı strom) podobným zp̊usobem jako jsme to
udělali v př́ıpadě výrokových formuĺı. Rozd́ıl je v tom, že kvantifikátory považujeme za unárńı
(tj. maj́ı pouze jednoho následńıka), a také pro termy vytvář́ıme jejich syntaktický strom.
Listy syntaktického stromu jsou vždy ohodnoceny proměnnou, konstantou, predikátovým
symbolem arity 0 nebo F.

2.1.10 Podformule.

Definice. Podformule formule ϕ je libovolný podřetězec ϕ, který je sám formuĺı. Jinými
slovy: Podformule formule ϕ je každý řetězec odpov́ıdaj́ıćı podstromu syntaktického stromu
formule ϕ, určenému vrcholem ohodnoceným predikátovým symbolem, logickou spojkou nebo
kvantifikátorem. �

2.1.11 Volný a vázaný výskyt proměnné.

Definice. Máme formuli ϕ a jej́ı syntaktický strom. List syntaktického stromu obsazený
proměnnou x je výskyt proměnné x ve formuli ϕ.

Výskyt proměnné x je vázaný ve formuli ϕ, jestliže při postupu od listu ohodno-
ceného t́ımto x ve směru ke kořeni syntaktického stromu naraźıme na kvantifikátor s touto
proměnnou. V opačném př́ıpadě mluv́ıme o volném výskytu proměnné x. �

2.1.12 Sentence, otevřená formule.

Definice. Formule, která má pouze vázané výskyty proměnné, se nazývá sentence, též
uzavřená formule.

Formuli, která má pouze volné výskyty proměnné, se ř́ıká otevřená formule. �

2.1.13 Legálńı přejmenováńı proměnné. Přejmenováńı výskyt̊u proměnné x ve for-
muli ϕ je legálńım přejmenováńım proměnné, jestliže

• se jedná o výskyt vázané proměnné ve ϕ;

• přejmenováváme všechny výskyty x vázané daným kvantifikátorem;

• po přejmenováńı se žádný dř́ıve volný výskyt proměnné nesmı́ stát vázaným výskytem.

�

2.1.14 Rovnost formuĺı.

Definice. Dvě formule považujeme za stejné, jestliže se lǐśı pouze legálńım přejmenováńım
vázaných proměnných. �

Každou formuli ϕ lze napsat tak, že každá proměnná má ve formuli bud’ jen volné výskyty
nebo jen vázané výskyty. Takovým formuĺım se tadé ř́ıká formule s čistými proměnnými.
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