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2.2 Sémantika predikátové logiky

Nyńı se budeme zabývat sémantikou formuĺı, tj. jejich významem a pravdivost́ı.

2.2.1 Interpretace jazyka predikátové logiky.

Definice. Interpretace predikátové logiky s predikátovými symboly Pred, konstantńımi sym-
boly Kons a funkčńımi symboly Func je dvojice 〈U, [[−]]〉, kde

• U je neprázdná množina nazývaná universum;

• [[−]] je přǐrazeńı, které

1. každému predikátovému symbolu P ∈ Pred arity n > 0 přǐrazuje podmnožinu [[P ]]
množiny Un, tj. n-árńı relaci na množině U , každému predikátovému symbolu P
arity 0 přǐrazuje bud’ 0 nebo 1.

2. každému konstantńımu symbolu a ∈ Kons přǐrazuje prvek z U , znač́ıme jej [[a]],

3. každému funkčńımu symbolu f ∈ Func arity n přǐrazuje zobrazeńı množiny Un do
U , znač́ıme je [[f ]].

�
Množina U se někdy nazývá domain a označuje D.

2.2.2 Kontext proměnných, update kontextu proměnných.

Definice. Je dána interpretace 〈U, [[−]]〉. Kontext proměnných je zobrazeńı ρ, které každé
proměnné x ∈ Var přǐrad́ı prvek ρ(x) ∈ U .

Je-li ρ kontext proměnných, x ∈ Var a d ∈ U , pak

ρ[x := d]

označuje kontext proměnných, který má stejné hodnoty jako ρ, a lǐśı se pouze v proměnné x,
kde má hodnotu d. Kontextu proměnných ρ[x := d] též ř́ıkáme update kontextu ρ o hodnotu
d v x. �

2.2.3 Interpretace termů při daném kontextu proměnných.

Definice. Je dána interpretace 〈U, [[−]]〉 a kontext proměnných ρ. Pak termy interpretujeme
následuj́ıćım zp̊usobem.

1. Je-li term konstantńı symbol a ∈ Kons, pak jeho hodnota je prvek [[a]]ρ = [[a]]. Je-li term
proměnná x, pak jeho hodnota je [[x]]ρ = ρ(x).

2. Je-li f(t1, . . . , tn) term, pak jeho hodnota je

[[f(t1, . . . , tn)]]ρ = [[f ]]([[t1]]ρ, . . . , [[tn]]ρ).

(Jinými slovy, hodnotu termu f(t1, . . . , tn) źıskáme tak, že funkci [[f ]] provedeme na
n-tici prvk̊u [[t1]]ρ, . . . , [[tn]]ρ z U .)

�
Poznamenejme, že neobsahuje-li term t proměnnou, pak jeho hodnota nezálež́ı na kontextu

proměnných ρ, ale pouze na interpretaci.

Tuto formálńı definici si můžete přibĺıžit ještě takto. Vezmeme term t a utvoř́ıme jeho
syntaktický strom. Listy stromu ohodnot́ıme tak, jak nám ř́ıká interpretace (pro konstantńı
symboly) a kontext proměnných (pro proměnné). Pak jdeme v syntaktickém stromu směrem
ke kořeni. Vrchol, který odpov́ıdá n-árńımu funkčńımu symbolu f a má následńıky ohodnoceny
prvky d1, d2, ..., dn (v tomto pořad́ı zleva doprava), ohodnot́ıme prvkem [[f ]](d1, . . . , dn), tj.
obrazem n-tice (d1, . . . , dn) v zobrazeńı [[f ]]. Prvek, kterým je ohodnocen kořen, je hodnota
celého termu v dané interpretaci a daném kontextu. Uvědomte si, že se jedná o přesně stejný
postup jako např. při vyhodnocováńı algebraických výraz̊u.
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2.2.4 Pravdivostńı hodnota formule v dané interpretaci a daném kontextu.
Nejprve definujeme pravdivost formuĺı v dané interpretaci 〈U, [[−]]〉 při daném kontextu
proměnných ρ:

1. Je dána atomická formule ϕ = P (t1, . . . , tn), kde P je predikátový symbol arity n > 0
a t1, . . . , tn jsou termy. Pak ϕ je pravdivá v interpretaci 〈U, [[−]]〉 a kontextu ρ právě
tehdy, když

([[t1]]ρ, . . . , [[tn]]ρ) ∈ [[P ]].

(Jinými slovy: ϕ je v naš́ı interpretaci a kontextu proměnných pravdivá právě tehdy,
když n-tice hodnot termů ([[t1]]ρ, . . . , [[tn]]ρ) má vlastnost [[P ]].) Je-li P predikát arity 0,
pak ϕ = P je pravdivá právě tehdy, když [[(]]P ) 6= ∅.

2. Jsou-li ϕ a ψ formule, jejichž pravdivost v interpretaci 〈U, [[−]]〉 a kontextu ρ již známe,
pak

• F je nepravdivá.

• ¬ϕ je pravdivá právě tehdy, když ϕ neńı pravdivá.

• ϕ ∧ ψ je pravdivá právě tehdy, když ϕ i ψ jsou pravdivé.

• ϕ ∨ ψ je nepravdivá právě tehdy, když ϕ i ψ jsou nepravdivé.

• ϕ⇒ ψ je nepravdivá právě tehdy, když ϕ je pravdivá a ψ je nepravdivá.

• ϕ⇔ ψ je pravdivá právě tehdy, když bud’ obě formule ϕ a ψ jsou pravdivé, nebo
obě formule ϕ a ψ jsou nepravdivé.

3. Je-li ϕ formule a x proměnná, pak

• ∀x ϕ(x) je pravdivá právě tehdy, když formule ϕ je pravdivá v každém kontextu
ρ[x := d], kde d je prvek U .

• ∃x ϕ(x) je pravdivá právě tehdy, když formule ϕ je pravdivá v aspoň jednom
kontextu ρ[x := d], kde d je prvek U .

�

2.2.5 Pravdivostńı hodnota sentence.

Definice. Sentence ϕ je pravdivá v interpretaci 〈U, [[−]]〉, jestliže je pravdivá v každém
kontextu proměnných ρ. �

Poznamenejme, že pro sentence jsme v předchoźı definici mohli požadovat pravdivost
v alespoň jednom kontextu.

2.2.6 Model sentence.

Definice. Interpretace 〈U, [[−]]〉, ve které je sentence ϕ pravdivá, se nazývá model sentence
ϕ. �

2.2.7 Tautologie, kontradikce, splnitelná sentence.

Definice.

• Sentence ϕ se nazývá tautologie, jestliže je pravdivá v každé interpretaci.
• Sentence se nazývá kontradikce, jestliže je nepravdivá v každé interpretaci.
• Sentence se nazývá splnitelná, jestliže je pravdivá v aspoň jedné interpretaci.

�
Předchoźı definice jsme také mohli definovat pomoćı pojmu

”
model“. Tautologie je

sentence, pro kterou je každá interpretace jej́ım modelem; sentence je splnitelná, má-li model;
sentence je kontradikce, nemá-li model.
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2.2.8 Př́ıklady. Následuj́ıćı sentence jsou tautologie. (P je unárńı predikátový symbol, Q
je binárńı predikátový symbol a a je konstantńı symbol.)

1. (∀xP (x))⇒ P (a);

2. P (a)⇒ (∃xP (x));

3. ¬(∀xP (x))⇔ (∃x¬P (x));

4. ¬(∃xP (x))⇔ (∀x¬P (x));

5. (∀x ∀y Q(x, y))⇔ (∀y ∀xQ(x, y));

6. (∃x ∃y Q(x, y))⇔ (∃y ∃xQ(x, y)).

2.2.9 Následuj́ıćı sentence jsou splnitelné formule:

1. ∀x∃y Q(x, y),

2. ∀x∀y (x+ y = y + x),

kde Q a = jsou binárńı predikátové symboly, + je binárńı funkčńı symbol. (Upozorňujeme,
že mı́sto zápisu =(t1, t2) a +(x, y) použ́ıváme čitelněǰśı zápis t1 = t2 a x+ y.)

Uvědomte si, že i když funkčńı symbol znač́ıme +, jeho interpretace může být libovolná
binárńı operace na množině U ; tedy ne nutně komutativńı. Interpretaćı, ve které je třet́ı
sentence pravdivá, je každá neprázdná množina spolu se symetrickou binárńı relaćı.

2.2.10 Zvláštńı př́ıklady kontradikćı neuvád́ıme. Kontradikce jsou přesně ty formule,
jejichž negace jsou tautologie. Tak např. formule (∀xP (x) ∧ ¬(∀xP (x)) je kontradikce. Je
dobré si uvědomit, že jde o

”
dosazeńı“ formule ∀xP (x) do výrokové kontradikce p ∧ ¬p.

2.2.11 Splnitelné množiny sentenćı.

Definice. Množina sentenćı M je splnitelná, jestliže existuje interpretace 〈U, [[−]]〉, v ńıž jsou
všechny sentence z M pravdivé. Takové interpretaci pak ř́ıkáme model množiny sentenćı M .

Množina sentenćı M je nesplnitelná, jestliže ke každé interpretaci 〈U, [[−]]〉 existuje formule
z M , která je v 〈U, [[−]]〉 nepravdivá, tj. nemá model. �

Z posledńı definice vyplývá, že prázdná množina sentenćı je splnitelná. (Porovnejte s
výrokovou logikou.)

2.3 Tautologická ekvivalence

Obdobně jako ve výrokové logice zavád́ıme i v predikátové logice pojem tautologicky ekvi-
valence. V predikátové logice ale pouze pro sentence, tedy formule bez volných výskyt̊u
proměnných.

2.3.1 Tautologická ekvivalence sentenćı.

Definice. Řekneme, že dvě sentence ϕ a ψ jsou tautologicky ekvivalentńı, jestliže maj́ı stejné
modely, tj. jsou pravdivé ve stejných interpretaćıch. Tento fakt znač́ıme ϕ |=| ψ. �

Někdy se též ř́ıká, že sentence jsou sémanticky ekvivalentńı mı́sto, že jsou tautologicky
ekvivalentńı.

2.3.2 Poznámka. Dá se jednoduše dokázat, že tautologická ekvivalence je relace ekviva-
lence na množině všech sentenćı daného jazyka L a že má podobné vlastnosti jako tautologická
ekvivalence formuĺı výrokové logiky.
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2.3.3 Tvrzeńı. Necht’ ϕ a ψ jsou sentence. Pak plat́ı:

ϕ |=| ψ právě tehdy, když ϕ⇔ ψ je tautologie.

�

2.3.4 Poznámka. Ze známých tautologíı dostáváme následuj́ıćı tautologické ekvivalence

1. ¬(∀xP (x)) |=| (∃x¬P (x)),

2. ¬(∃xP (x)) |=| (∀x¬P (x)),

3. ∀x∀y Q(x, y) |=| ∀y ∀xQ(x, y),

4. ∃x∃y Q(x, y) |=| ∃y ∃xQ(x, y).

2.3.5 Tvrzeńı. Plat́ı, že následuj́ıćı sentence jsou tautologicky ekvivalentńı (P a Q jsou
unárńı predikátové symboly).

1. (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x)) |=| ∀x (P (x) ∧Q(x));

2. (∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x)) |=| ∃x (P (x) ∨Q(x));

3. (∀xP (x)) ∨ (∀y Q(y)) |=| ∀x∀y (P (x) ∨Q(y));

4. (∃xP (x)) ∧ (∃y Q(y)) |=| ∃x∃y (P (x) ∧Q(y)).

�
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