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2.4 Sémantický d̊usledek

Obdobně jako ve výrokové logice definujeme i v predikátové logice pojem sémantický d̊usledek
(též konsekvent, tautologický d̊usledek); tentokrát však jen pro množiny sentenćı.

2.4.1 Sémantický d̊usledek.

Definice. Je dána množina sentenćı S a sentence ϕ. Řekneme, že ϕ je sémantickým d̊usledkem,
též konsekventem, množiny S, jestliže každý model množiny S je také modelem sentence ϕ.
Tento fakt znač́ıme S |= ϕ. �

Můžeme též ř́ıci, že sentence ϕ neńı konsekventem množiny sentenćı S, jestliže existuje
model množiny S, který neńı modelem sentence ϕ. To znamená, že existuje interpretace
〈U, [[−]]〉, v ńıž je pravdivá každá sentence z množiny S a neńı pravdivá sentence ϕ. Jedná se
tedy o obdobný pojem jako ve výrokové logice,

”
pouze“ mı́sto o pravdivostńım ohodnoceńı

mluv́ıme o interpretaci. (Je dobré si ale uvědomit, že mezi pojmy pravdivostńı ohodnoceńı
a interpretace je podstatný rozd́ıl — např. to, že pro interpretace neexistuje nic obdobného
pravdivostńım tabulkám.)

2.4.2 Konvence. Jestliže množina sentenćı S je jednoprvková, tj. S = {ψ}, pak ṕı̌seme
ψ |= ϕ mı́sto {ψ} |= ϕ. Je-li množina S prázdná, ṕı̌seme |= ϕ mı́sto ∅ |= ϕ.

2.4.3 Př́ıklady. Jsou-li P a Q unárńı predikátové symboly a R binárńı predikátový
symbol, pak

1. ∀xP (x) |= ∃xP (x).

Zd̊uvodněńı: Jestliže všechny objekty z daného universa maj́ı vlastnost odpov́ıdaj́ıćı
predikátovému symbolu P , pak existuje alespoň jeden objekt, který tuto vlastnost má.
(Uvědomte si, že ∃xP (x) je sémantickým d̊usledkem sentence ∀xP (x) z toho d̊uvodu,
že universum U interpretace nikdy neńı prázdná množina.)

2. ∃xP (x) 6|= ∀xP (x).

Zd̊uvodněńı: Neńı těžké naj́ıt interpretaci 〈U, [[−]]〉, ve které je pravdivá sentence ∃xP (x)
a sentence ∀xP (x) pravdivá neńı. Položme např. U = N, tj. naše objekty jsou přirozená
č́ısla, a vlastnost P je vlastnost býti sudým č́ıslem, tj. [[P ]] je množina sudých přirozených
č́ısel. V této interpretaci je sentence ∃xP (x) pravdivá (např. č́ıslo 2 je sudé), ale ∀xP (x)
pravdivá neńı (např. č́ıslo 3 neńı sudé).

3. {∀x (P (x)⇒ Q(x)),∃xP (x)} |= ∃xQ(x).

Zd̊uvodněńı: Jestliže v nějaké interpretaci existuje objekt, který má vlastnost od-
pov́ıdaj́ıćı predikátovému symbolu P , pak z pravdivosti implikace ∀x (P (x) ⇒ Q(x))
tento objekt muśı mı́t vlastnost odpov́ıdaj́ıćı predikátovému Q. Pravdivost sentence
∃xP (x) zaručuje, že stejný objekt, který má vlastnost odpov́ıdaj́ıćı P , má i vlastnost
odpov́ıdaj́ıćı Q.

4. (∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)) |= ∀x (P (x) ∨Q(x)).

Zd̊uvodněńı: Sentence (∀xP (x))∨(∀xQ(x)) a sentence (∀xP (x))∨(∀y Q(y)) jsou stejné
(lǐśı se pouze legálńım přejmenováńım vázané proměnné x na y), budeme tedy pracovat
s ńı.

Sentence (∀xP (x))∨(∀y Q(y)) je pravdivá v každé interpretaci, ve které všechny objekty
maj́ı vlastnost odpov́ıdaj́ıćı P nebo všechny objekty maj́ı vlastnost odpov́ıdaj́ıćı Q
(nebo obě vlastnosti). To ale znamená, že každý z objekt̊u má aspoň jednu z vlastnost́ı
odpov́ıdaj́ıćı P a Q. Tedy sentence ∀x (P (x) ∨Q(x)) je pravdivá.

5. (∀x (P (x) ∨Q(x)) 6|= (∀x (P (x)) ∨ (∀xQ(x)).
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Zd̊uvodněńı: Neńı těžké naj́ıt interpretaci, ve které je pravdivá sentence ∀x (P (x) ∨
Q(x)), tj. každý objekt této interpretace má aspoň jednu z vlastnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch P a
Q, a přitom některé objekty maj́ı jen P a některé jen Q. Tud́ıž neńı pravdivé, že všechny
objekty maj́ı vlastnost odpov́ıdaj́ıćı P nebo všechny objekty maj́ı vlastnost odpov́ıdaj́ıćı
Q; proto sentence (∀xP (x))∨ (∀xQ(x)) je nepravdivá. Uvedeme konkrétńı interpretaci,
ve které je sentence ∀x (P (x) ∨ Q(x)) pravdivá, ale sentence (∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x))
nepravdivá.

Uvažujme interpretaci, kde U je množina přirozených č́ısel, vlastnost odpov́ıdaj́ıćı P
je vlastnost být sudým č́ıslem, vlastnost odpov́ıdaj́ıćı Q je vlastnost být lichým č́ıslem.
Pak plat́ı, že každé přirozené č́ıslo je sudé nebo liché, ale neplat́ı, že by všechna přirozená
č́ısla byla sudá nebo že by všechna přirozená č́ısla byla lichá.

6. (∀xP (x)) ∨ (∀y Q(y)) |= ∀x∀y (P (x) ∨Q(y)).

Zd̊uvodněńı: Nejprve označme

α = (∀xP (x)) ∨ (∀y Q(y)) a β = ∀x∀y (P (x) ∨Q(y)).

Zd̊uvodněńı tohoto tvrzeńı je trochu obt́ıžněǰśı. Půjdeme na to tak, že ukážeme, že neńı-
li sentence β pravdivá, neńı pravdivá ani sentence α. T́ım bude tvrzeńı z př́ıkladu 6)
dokázáno.

Fakt, že sentence β je pravdivá v interpretaci 〈U, [[−]]〉 znamená toto: vybereme-li
libovolnou dvojici objekt̊u c, d ∈ U , pak objekt c má vlastnost [[P ]] nebo objekt d má
vlastnost [[Q]]. Předpokládejme tedy, že sentence β neńı pravdivá v interpretaci 〈U, [[−]]〉.
To znamená, že máme (aspoň) jednu dvojici c, d ∈ U takovou, že c nemá vlastnost [[P ]]
a d nemá vlastnost [[Q]]. Pak ale nemůže být pravdivá ani sentence ∀xP (x) (c nemá
vlastnost [[P ]]), ani sentence ∀y Q(y) (d nemá vlastnost [[Q]]). Proto je nepravdivá i
sentence α.

7. ∃x∀y R(x, y) |= ∀y ∃xR(x, y).

Zd̊uvodněńı: Sentence ∃x∀y R(x, y) je pravdivá ve všech interpretaćıch, ve kterých
existuje prvek c ∈ U takový, že c s každým prvkem d ∈ U má vlastnost odpov́ıdaj́ıćı
R, tj. (c, d) ∈ [[R]]. Pak je však pravdivá i sentence ∀y ∃xR(x, y), protože pro libovolné
d ∈ U můžeme do proměnné x dosadit prvek c.

8. ∀x∃y R(x, y) 6|= ∃y ∀xR(x, y).

Zd̊uvodněńı: Najdeme lehce interpretaci, ve které je sentence ∀y ∃xR(x, y) pravdivá,
ale sentence ∀x ∃y R(x, y) nikoli:

Jako U zvoĺıme množinu všech přirozených č́ısel a predikát R(x, y) interpretujeme jako
x < y. (Tj. [[R]] je množina všech uspořádaných dvojic (m,n), kde m < n.) Pak sentence
∀x∃y R(x, y) je pravdivá, protože opravdu pro každé přirozené č́ıslo n existuje č́ıslo větš́ı,
např. n+ 1. Sentence ∃y ∀xR(x, y) pravdivá v této interpretaci neńı; jej́ı pravdivost by
znamenala, že bychom museli mı́t největš́ı přirozené č́ıslo (a to by ještě muselo být větš́ı
než ono samo) a takové č́ıslo neexistuje.

2.4.4 Obdobně jako pro výrokovou logiku, dostáváme řadu jednoduchých pozorováńı.

Tvrzeńı. Pro množiny sentenćı M , N a sentenci ϕ plat́ı:

1. Je-li ϕ ∈M , je M |= ϕ.

2. Je-li ϕ tautologie, pak M |= ϕ pro každou množinu sentenćı M .

3. Je-li |= ϕ, pak ϕ je tautologie.

4. Je-li M nesplnitelná množina, pak plat́ı M |= ϕ pro každou sentenci ϕ.
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5. Je-li N ⊆M a plat́ı N |= ϕ, pak plat́ı i M |= ϕ.

6. Je-li ϕ konsekventem množiny sentenćı {α1, . . . , αk} a každá sentence αi je konsekven-
tem množiny sentenćı M , pak ϕ je konsekventem M .

7. Jestliže M |= α i M |= ¬α pro nějakou sentenci α, pak M je nesplnitelná množina
sentenćı.

�

2.4.5 Tvrzeńı. Necht’ ϕ a ψ jsou sentence. Pak plat́ı:

ϕ |=| ψ právě tehdy, když ϕ |= ψ a ψ |= ϕ.

�

Ano, oboje znamená, že sentence ϕ a ψ maj́ı stejné modely.

2.4.6 Tvrzeńı. Necht’ ϕ a ψ jsou sentence. Pak plat́ı:

ϕ |= ψ právě tehdy, když ϕ⇒ ψ je tautologie.

�

Ano, oboje znamená, že neexistuje interpretace, která by byla modelem ϕ a nebyla
modelem ψ.

2.4.7 Věta. Pro každou množinu sentenćı S a každou sentenci ϕ plat́ı:

S |= ϕ právě tehdy, když S ∪ {¬ϕ} je nesplnitelná množina.

�

Zd̊uvodněńı je stejné jako ve výrokové logice (viz z ??), pouze mı́sto o pravdivostńım
ohodnoceńı mluv́ıme o interpretaćıch.

2.5 Rezolučńı metoda v predikátové logice

Rezolučńı metoda v predikátové logice je obdobná stejnojmenné metodě ve výrokové logice.
Ovšem vzhledem k bohatš́ı vnitřńı struktuře formuĺı predikátové logiky je složitěǰśı. Použ́ıvá se
v logickém programováńı a je základem programovaćıho jazyka Prolog. Postupujeme obdobně
jako ve výrokové logice (je dobré sledovat to, co je společné, i to, co je rozd́ılné, s rezolučńı
metodou výrokové logiky).

Nejprve zavedeme literály a klauzule v predikátové logice.

2.5.1 Literál.

Definice. Literál je atomická formule (tzv. pozitivńı literál), nebo negace atomické formule
(tzv. negativńı literál). Komplementárńı literály jsou dva literály, z nichž jeden pozitivńı, jeden
je negativńı a ten negativńı je negaćı pozitivńıho. �

2.5.2 Klauzule

Definice. Klauzule je sentence taková, že všechny kvantifikátory jsou obecné, stoj́ı na
začátku sentence (na jejich pořad́ı nezálež́ı) a za nimi následuj́ı literál nebo disjunkce konečně
mnoha literál̊u.

Za klauzuli budeme považovat ještě formuli F zastupuj́ıćı kontradikci, kterou budeme
nazývat prázdná klauzule. �

Ve výrokové logice jsme pro každou formuli α našli k ńı tautologicky ekvivalentńı množinu
klauzuĺı Sα a to tak, že α i Sα byly pravdivé ve stejných pravdivostńıch ohodnoceńıch. Takto
jednoduchá situace v predikátové logice neńı. Ukážeme si nejprve, jak k dané sentenci ϕ naj́ıt
množinu klauzuĺı Sϕ a to tak, že ϕ je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná množina Sϕ.
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2.5.3 Převedeńı sentence na . Pro každou sentenci ϕ existuje množina klauzuĺı Sϕ ta-
ková, že sentence ϕ je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná množina Sϕ. (Poznamenejme,
že se jedná o obdobu CNF formule pro danou výrokovou formuli.)

2.5.4 Postup. Uvedeme postup, kterým pro danou sentenci ϕ zkonstruujeme množinu
klauzuĺı Sϕ.

1. Přejmenujeme proměnné sentence ϕ tak, aby každý vstup kvantifikátoru vázal jinou
proměnnou. (Tj. např. formuli ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x, a) nahrad́ıme formuĺı ∀xP (x) ∨
∀y Q(y, a).)

2. Spojky⇒,⇔ nahrad́ıme spojkami ¬, ∨ a ∧ na základě známých tautologických rovnost́ı

α⇒ β nahrad́ıme ¬α ∨ β
α⇔ β nahrad́ıme (¬α ∨ β) ∧ (α ∨ ¬β)

3. Přesuneme spojku ¬
”
co nejńıže“ v derivačńım stromu formule, tj. až před atomické

formule. Použijeme k tomu vztahy

¬∃xα nahrad́ıme ∀x¬α
¬∀xα nahrad́ıme ∃x¬α

¬(α ∨ β) nahrad́ıme ¬α ∧ ¬β
¬(α ∧ β) nahrad́ıme ¬α ∨ ¬β
¬¬α nahrad́ıme α

4. Přesuneme spojku ∨
”
co nejńıže“ v derivačńım stromu formule pomoćı vztah̊u

α ∨ (β ∧ γ) nahrad́ıme (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ)

α ∨ (∃xβ) nahrad́ıme ∃x (α ∨ β)

α ∨ (∀xβ) nahrad́ıme ∀x (α ∨ β)

Přitom dáváme přednost prvńım dvěma rovnostem. Teprve v př́ıpadě, že ani prvńı, ani
druhou rovnost nelze aplikovat, použ́ıváme třet́ı rovnost. Uvědomte si, že třet́ı rovnost
je opravdu tautologická ekvivalence pouze proto, že formule α neobsahuje proměnnou x
(viz krok 1).

5. V př́ıpadě, že formule ψ obsahuje existenčńı kvantifikátor, provedeme skolemizaci, která
je vysvětlena a popsána v daľśıch odstavćıch.

6. Použijeme tautologickou ekvivalenci

∀x (α ∧ β) nahrad́ıme (∀xα) ∧ (∀xβ)

k distribuci obecného kvantifikátoru. Dostali jsme sentenci ψ, která je konjunkćı klau-
zuĺı. Sentenci ψ nahrad́ıme množinou jej́ıch klauzuĺı — a to je hledaná množina Sϕ.

2.5.5 Poznámka. Mı́sto abychom skolemizovali až v kroku 5, mohli jsme skolemizaci
použ́ıt již v kroku 4. V takovém př́ıpadě bychom nemuseli přesunovat existenčńı kvantifikátor
ve stromě formule

”
nahoru“ nad logickou spojku ∨. Nesmı́me ale skolemizovat před krokem

3, tj. před přesunut́ım negace před atomické formule.
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