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2.5.6 Skolemizace. Poznamenejme, že termı́ny
”
skolemizace“,

”
skolemizačńı konstanta“

a
”
skolemizačńı funkčńı symbol“ jsou odvozeny od jména norského matematika — logika

Thoralfa Skolema.

Skolemizaćı nahrad́ıme sentenci ψ sentenćı ψ′ takovou, že sentence ψ je splnitelná právě
tehdy, když je splnitelná sentence ψ′ (obecně ale může existovat interpretace, ve které je ψ
pravdivá, ale ψ′ nikoli). Dř́ıve než ukážeme obecný postup, uvedeme čtyři př́ıklady.

2.5.7 Př́ıklad 1. Najděme klauzuli ψ′, která je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná
sentence ψ = ∃xP (x).

Hledanou sentenćı je ψ′ = P (a), kde a je nějaký nový konstantńı symbol. Neńı obt́ıžné
nahlédnout, že formule ψ je tautologickým d̊usledkem formule ψ′. Nav́ıc, má-li ψ model,
můžeme interpretovat konstantu a tak, abychom dostali model ψ′.

Konstantńı symbol a použitý v minulém př́ıkladě, se nazývá skolemizačńı konstanta.

2.5.8 Př́ıklad 2. Najděme klauzuli ψ′, která je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná
sentence ψ = ∃x∃y Q(x, y).

Nejprve skolemizujeme prvńı existenčńı kvantifikátor, tj. ∃x. T́ım dostaneme sentenci je
∃y Q(a, y), kde a je nějaký nový konstantńı symbol. Nyńı skolemizujeme druhý existenčńı
kvantifikátor ∀y a dostáváme klauzuli ψ′ = Q(a, b). Opět muśı platit, že b je nový konstantńı
symbol, který se nikde jinde neobjevuje.

Opět neńı obt́ıžné nahlédnout, že sentence ψ je tautologickým d̊usledkem sentence ψ′.
Nav́ıc, má-li ψ model, můžeme interpretovat konstanty a, b tak, abychom dostali model ψ′.

2.5.9 Př́ıklad 3. Najděme klauzuli ψ′, která je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná
sentence ψ = ∀x∃y Q(x, y).

Formuli ψ nahrad́ıme sentenćı ψ′ = ∀xQ(x, f(x)), kde f je nový unárńı funkčńı symbol.
Nyńı již opět plat́ı, že sentence ψ je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná sentence ψ′.

Funkčńımu symbolu f se ř́ıká skolemizačńı funkčńı symbol.

2.5.10 Př́ıklad 4. Najděme klauzuli ψ′, která je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná
sentence ψ = ∀x ∃y ∀z ∃uR(x, y, z, u).

Skolemizovat začneme kvantifikátory od kořene syntaktického stromu ψ; tedy nejprve od-
strańıme ∃y. Protože před t́ımto kvantifikátorem je jeden obecný kvantifikátor ∀x, nahrad́ıme
∃y novým unárńım funkčńım symbolem f(x). Dostáváme tedy sentenci ∀x ∀z ∃v R(x, f(x), x, v.
Nyńı při skolemizaci ∃v od tohoto kvantifikátoru do kořene syntaktického stromu máme dva
universálńı kvantifikátory; ano, ∀x a ∀z. Zavedeme tedy nový binárńı funkčńı symbol g(x, z).
Výsledná sentence ψ′ je rovna ψ′ = ∀x∀z R(x, f(x), z, g(x, z)), kde f je nový unárńı funkčńı
symbol a g je nový binárńı funkčńı symbol. Nyńı opět plat́ı, že sentence ψ je splnitelná právě
tehdy, když je splnitelná formule ψ′.

2.5.11 Obecný postup (bod 5 z postupu 2.5.4).

5. Obsahuje-li formule existenčńı kvantifikátor, nahrad́ıme každou uzavřenou podformuli
tvaru ∀x1 . . . ∀xn ∃y α(x1, . . . , xn, y) formuĺı ∀x1 . . . ∀xn α(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)), kde
f je libovolný nový funkčńı symbol arity n. Je-li n = 0, použijeme nový konstantńı
symbol a. Tomuto procesu se ř́ıká skolemizace, funkčńımu symbolu f skolemizačńı
funkčńı symbol, konstantě a skolemizačńı konstanta. Pokračujeme podle kroku 6 z 2.5.4.

Uvědomte si, že proměnné x1, . . . , xn jsou právě všechny proměnné vázané obecným
kvantifikátorem, na které naraźıme při postupu syntaktickým stromem od ∃y směrem ke
kořeni.
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34 [180323-0957 ]

2.5.12 Resolventy klauzuĺı. Ve výrokové logice jsme resolventy vytvářeli tak, že jsme
si vždy vzali dvě klauzule, které obsahovaly dvojici komplementárńıch literál̊u, a výsledná
resolventa byla disjunkćı všech ostatńıch literál̊u z obou klauzuĺı. Situace v predikátové logice
je složitěǰśı. Dř́ıve než zadefinujeme pojem resolventy dvou klauzuĺı v predikátové logice,
uvedeme postup vytvářeńı resolvent na př́ıkladech.

2.5.13 Př́ıklad 1. Najděme resolventu klauzuĺı

K1 = ∀x∀y (P (x) ∨ ¬Q(x, y)) a K2 = ∀x∀y (Q(x, y) ∨R(y)),

kde P a R jsou unárńı predikátové symboly a Q je binárńı predikátový symbol, x, y jsou
proměnné.

Klauzule K1 a K2 obsahuj́ı dvojici komplementárńıch literál̊u, totiž ¬Q(x, y) je literál K1

a Q(x, y) je literál K2. Obdobně jako ve výrokové logice resolventou klauzuĺı K1 a K2 je
klauzule K = ∀x ∀y (P (x) ∨ R(y)). (Uvědomte si, že jsme v klauzuĺıch K1 a K2 vynechali
dvojici komplementárńıch literál̊u a klauzule K se skládá ze zbylých literál̊u.)

2.5.14 Př́ıklad 2. Najděme resolventu klauzuĺı

K1 = ∀x (P (x) ∨ ¬Q(x)) a K2 = Q(a) ∨R(b),

kde P , Q jsou unárńı predikátové symboly a a, b jsou konstanty.

Klauzule K1 a K2 neobsahuj́ı dvojici komplementárńıch literál̊u, nebot’ negace literálu
Q(a) neńı literál ¬Q(x) a naopak. Přitom však literál ¬Q(x) odpov́ıdá formuli ∀x¬Q(x), a
tedy zahrnuje i ¬Q(a). Proto při substituci konstanty a za proměnnou x dostáváme klauzule

K ′
1 = P (a) ∨ ¬Q(a) a K ′

2 = Q(a) ∨R(b)

a jejich resolventa je klauzule P (a) ∨R(b). (Uvědomte si, že plat́ı K1 |= K ′
1.)

2.5.15 Př́ıklad 3. Najděme resolventu klauzuĺı

K1 = ∀x∀y (¬P (x, y) ∨Q(x, y, a)) a K2 = ∀z ∀v (¬Q(g(v), z, z) ∨R(v, z)),

kde P , R jsou binárńı predikátové symboly, Q je predikátový symbol arity 3 a a je konstanta.

Pokuśıme se vhodnou substitućı vytvořit z Q(x, y, a) a ¬Q(g(v), z, z) dvojici komple-
mentárńıch literál̊u. Toho dosáhneme substitućı: za proměnné y a z dosad́ıme konstantu a, a
za proměnnou x dosad́ıme term g(v). T́ım dostaneme komplementárńı literály

Q(g(v), a, a) ¬Q(g(v), a, a).

Provedeńım substituce na celé klauzule, dostaneme klauzule K ′
1 a K ′

2, jejichž resolventa
bude i resolventou klauzuĺı K1, K2. Tedy K ′

1 = ∀v ¬(P (g(v), a) ∨ Q(g(v), a, a)), K ′
2 =

∀v (¬Q(g(v), a, a)∨R(v, a)) a hledaná resolventa je K = ∀v (¬P (g(v), a)∨R(v, a)). (Uvědomte
si, že plat́ı K1 |= K ′

1 a K2 |= K ′
2.)

2.5.16 Poznámka. Ne vždy resolventa existuje. Resolventa klauzuĺı

K1 = ∀x (¬P (x) ∨Q(f(x), a)) a K2 = ∀y ∀z (¬Q(y, y) ∨R(f(y), z)),

neexistuje (zde P je unárńı predikátový symbol, Q a R jsou binárńı predikátové symboly,
f je unárńı funkčńı symbol a a je konstanta). Př́ıpady, kdy existuje či neexistuje vhodná
substituce, řeš́ı unifikačńı algoritmus. V př́ıpadě, že substituce existuje, unifikačńı algoritmus
najde nejobecněǰśı substituci též nazývanou maximálńı unifikátor. Zhruba řečeno, maximálńı
unifikátor źıskáme tak, 6e provedeme pouze nutné substituce a žádné jiné.
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2.5.17 Unifikačńı algoritmus.

Vstup: Dva pozitivńı literály L1, L2, které nemaj́ı společné proměnné.
Výstup: Hlášeńı neexistuje v př́ıpadě, že hledaná substituce neexistuje,

v opačném př́ıpadě substituce ve tvaru množiny prvk̊u tvaru x/t,
kde x je proměnná, za kterou se dosazuje,
a t je term, který se za proměnnou x dosazuje.

1. Položme E1 := L1, E2 := L2, θ := ∅.

2. Jsou-li E1, E2 prázdné řetězce, stop. Množina θ určuje hledanou substituci. V opačném
př́ıpadě polož́ıme E1 := E1θ, E2 := E2θ (tj. na E1, E2 provedeme substituci θ).

3. Označ́ıme X prvńı symbol řetězce E1, Y prvńı symbol řetězce E2.

4. Je-li X = Y , odstrańıme X a Y z počátku E1 a E2. Jsou-li X a Y predikátové nebo
funkčńı symboly, odstrańıme i jim př́ıslušné závorky a jdeme na krok 2.

5. Je-li X proměnná, neděláme nic.
Je-li Y proměnná (a X nikoli), přehod́ıme E1, E2 a X, Y .
Neńı-li ani X ani Y proměnná, stop. Výstup neexistuje.

6. Je-li Y proměnná nebo konstanta, polož́ıme θ := θ ∪ {X/Y }. Odstrańıme X a Y ze
začátk̊u řetězc̊u E1 a E2 (spolu s čárkami, je-li třeba) a jdeme na krok 2.

7. Je-li Y funkčńı symbol, označ́ıme Z výraz skládaj́ıćı se z Y a všech jeho argument̊u
(včetně závorek a čárek). Jestliže Z obsahuje X, stop, výstup neexistuje.
V opačném př́ıpadě polož́ıme θ := θ ∪ {X/Z}, odstrańıme X a Z ze začátk̊u E1 a E2

(odstrańıme čárky, je-li třeba) a jdeme na krok 2.

2.5.18 Definice resolventy. Máme dvě klauzule K1 a K2. Předpokládejme, že K1 obsa-
huje literál L1 a K2 obsahuje literál L2 pro něž existuje substituce θ taková, že θ(L1) a θ(L2)
tvoř́ı dvojici komplementárńıch literál̊u.

Pak resolventa klauzuĺı K1 a K2 je klauzule K, která je určena všemi literály obsaženými
v θ(K1) \ θ(L1) a θ(K2) \ θ(L2); (tj. literály doplněné o obecné kvantifikátory všech
proměnných, které se nacházej́ı v θ(K1) \ θ(L1) a θ(K2) \ θ(L2)). �

Neformálně řečeno, resolventu K dostaneme tak, že v
”
těle“ klauzule necháme všechny

literály z v θ(K1) \ θ(L1) a v θ(K2) \ θ(L2) a na začátek doplńıme obecné kvantifikátory se
všemi proměnnými, které v klauzuli zbyly.

2.5.19 Věta. Jsou dány dvě klauzule K1 a K2. Jestliže existuje jejich resolventa K, pak
plat́ı: kdykoli jsou pravdivé klauzule K1 a K2 v některé interpretaci, pak v této interpretaci
je pravdivá i jejich resolventa K. �

Jinými slovy, množiny klauzuĺı {K1,K2} a {K1,K2,K} maj́ı stejné modely.

2.5.20 Rezolučńı princip. Je obdobný jako rezolučńı princip ve výrokové logice:
Je dána množina klauzuĺı S. Označme

R(S) = S ∪ {K | K je resolventa některých klauzuĺı z S}
R0(S) = S

Ri+1(S) = R(Ri(S)) pro i ∈ N

R?(S) =
⋃
{Ri(S) | i ≥ 0}.

Jestliže existuje přirozené č́ıslo n0 takové, že Rn0(S) = Rn0+1. Pak R?(S) = Rn0(S).

Věta. Množina klauzuĺı S je splnitelná právě tehdy, když R?(S) neobsahuje prázdnou klauzuli
F. �
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