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2.10 Silna souvislost

2.10.1 Silné souvislé grafy. Definice. Rekneme, 7e orientovany graf G je silné souvisly,
jestlize pro kazdou dvojici vrcholu u, v existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v a
orientovand cesta z vrcholu v do vrcholu w. (I

2.10.2 Poznamka. V definici silné souvislého grafu jsme mohli pozadovat pouze existenci
orientované cesty z vrcholu w do vrcholu v. Je to proto, ze existenci takové cesty vyzadujeme
pro v8echny dvojice vrcholu, tedy i pro dvojici v, u.

2.10.3 Tvrzeni. Souvisly graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz kazda hrana lezi v
néjakém cyklu. (|

Zdivodnéni. Predpoklddejme, ze graf G je silné souvisly a vyberme jeho libovolnou hranu e s
PV(e) =z, KV (e) = y. Protoze je graf silné souvisly, existuje orientovand cesta z vrcholu y
do vrcholu z. Pridame-li k této cesté hranu e, dostaneme cyklus, ktery e obsahuje.

Predpokladejme, ze graf G je souvisly a kazda jeho hrana je obsazena v nékterém cyklu.
Vyberme libovolné dva vrcholu u,v v grafu. Protoze je graf souvisly, existuje neorientovand
cesta z vrcholu u do vrcholu v. Kazdou hranu v této cesté, kterou jde cesta ,proti sméru
hrany*“, nahrad me &asti cyklu, ktery tuto hranu obsahuje. Tim dostaneme orientovany sled z
u do v, a ten jisté obsahuje orientovanou cestu. Ukédzali jsme, ze G je silné souvisly.

2.10.4 Silné souvislé komponenty. Definice. Je dan orientovany graf G. Mnozina
vrcholil B se nazyva silné souvisld komponenta, téz komponenta silné souvislosti, jestlize
je maximéalni podmnozina vrcholu takova, podgraf indukovany B je silné souvisly. (I
Poznamenejme, ze termin ,maximalni“ zde znamena ,neda se pridat vrchol pfi zachovani
silné souvislosti“. Jinymi slovy, pro kazdy vrchol v ¢ B graf indukovany mnozinou B U {v}
neni silné souvisly.

2.10.5 Poznamka. Kazdy vrchol orientovaného grafu lezi presné v jedné silné souvislé
komponenté. O hrandch uz takové tvrzeni neplati — mohou existovat hrany, které vedou mezi
silné souvislymi komponentami.

2.10.6 Hledani silné souvislych komponent — Kosaraju, Sharir algoritmus.

Vstup: Orientovany graf G.
Vystup: Silné souvislé komponenty grafu G.

1. Prohleddme graf do hloubky a vypiSeme vrcholy v poradi, ve kterém jsme vrcholy
opousteéli.

2. V grafu G obréatime hrany, dostaneme graf G.
3. Prohleddme graf G’ do hloubky a to v poradi opacném porad{ v kroku 1.

4. Vrcholy stromtu druhého prohleddvéani jsou pak vrcholy jednotlivych silné souvislych
komponent.

2.10.7 Tarjanuv algoritmus pro nalezeni silné souvislych komponent. Existuje al-
goritmus, ktery nalezne silné souvislé komponenty a je rozsitenim algoritmu pro prohledédvani
do hloubky DFS. Autorem algoritmu je Robert Tarjan.

Uvedeme myslenku rozsiteni DFS pro nalezeni silné souvislych komponent. Kromé
pofadovych ¢isel budeme vrcholim pfifazovat tzv. zpétna éisla. Vrcholy budeme délit do
t¥i skupin:

e Jesté nenavstivené vrcholy, to budou vrcholy, které jesté nemaji poradové ¢islo ani

zpétné cislo.
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e Vrcholy, které jiz byly navstiveny, ale jesté nejsou zarazeny do zadné komponenty silné
souvislosti.
e Vrcholy, které jiz byly zatazeny do nékteré komponenty silné souvislosti.

Vstup: orientovany graf G.

Vystup: silné souvislé komponenty grafu G.

Pomocné proménné: Kazdy vrchol z bude mit pfifazen dvé ¢isla — pofadové ¢islo P(x) a
zpétné ¢islo Z(x). Cislo P(x) udavé pofadi, ve kterém byl vrchol z poprvé navstiven
pfi prohleddvani do hloubky; ¢islo Z(z) uddvéd nejmensi poradové ¢islo vrcholu, ktery
je z x orientované dostupny a to orientovanou cestou, ktera je tvorena nékolika hranami
prohledavani a nejvyse jednou hranou zpét.

Déle pouzivdme zasobnik ZAS z prohledavani do hloubky.

1. [Inicializace.] Vsechny vrcholy jsou nenavstivené a zdsobnik ZAS je prézdny.

2. [Volba wrcholu]. Vybereme libovolny dosud nenavstiveny vrchol z, oznac¢ime ho v,
prifadime v jeho pofadové ¢islo P(v), Z(v) := P(v) a vlozime v na vrchol zdsobniku
ZAS.

Jestlize nenavstiveny vrchol neexistuje, vypocet kondi.

3. [Volba hrany e]. Vezmeme nékterou dosud nepouzitou hranu e za¢inajici ve vrcholu v a
oznacime w koncovy vrchol této hrany e.

Pokud hrana neexistuje, pokracujeme krokem 7.

4. [Koncovy vrchol e nebyl navstiven.] Je-li vrchol w jesté nenavstiveny, prifadime mu
pofadové ¢islo P(w), polozime Z(w) := P(w), zafadime w na vrchol zdsobniku ZAS a
polozime v := w. Pokracujeme krokem 3.

5. [Koncovy vrchol e byl navstiven, ale neni zarazen do nékteré komponenty.] Je-li vrchol
w jesté nezafazeny do nékteré komponenty silné souvislosti, zkontrolujeme, zda Z(v) >
P(w). Jestlize ano, polozime Z(v) := P(w) a pokracujeme krokem 3.

6. [Koncovy vrchol e je zatazen do nékteré komponenty.] Je-li vrchol w jiz zafazen do
nékteré komponenty silné souvislosti, pokra¢ujeme krokem 3.

7. [Moznd novd komponenta.] Jestlize Z(v) = P(v), utvoifme novou komponentu silné
souvislosti. Komponenta bude obsahovat dosud nezatazené vrcholy w, pro které plati
P(w) > P(v). Vrcholy komponenty odstranime ze zasobniku, pokra¢ujeme krokem 8.

Je-li Z(v) < P(v), pokrac¢ujeme krokem 8.

8. [Test, zda je ZAS prdzdny.] Je-li zésobnik ZAS prazdny, pokracujeme krokem 2.
Neni-li prazdny, ozna¢ime x vrchol zasobniku ZAS
Jestlize nebyla uzaviena komponenta a Z(z) > Z(v), polozime Z(x) := Z(v).

Déle polozime v := x a pokracujeme krokem 3.

2.10.8 Poznamka. Oba algoritmy pracuji v linedrnim c¢ase, to je v ¢ase imérném poctu
hran a poc¢tu vrcholtu. Tarjanuv algoritmus pouzije pouze jedno prohleddvani do hloubky, al-
goritmus autoru Kosaraju a Sharir dvé prohledavani do hloubky. Poznamenejme, ze Tarjanuv
algoritmus je soucdsti velmi rychlého (také linedrniho) algoritmu pro zjisténi, zda dany graf
lze nakreslit do roviny tak, aby se jednotlivé hrany nekiizily (to je, zda je rovinny).

2.10.9 Kondenzace grafu. Definice. Je ddn orientovany graf G = (V, E). Kondenzace
grafu G je graf G = (V,E), kde V je mnozina viech silné souvislych komponent grafu G
a hrana vede z komponenty K; do komponenty Ko pravé tehdy, kdyz K1 # Ky a existuji
vrcholy u € K3, v € Ky takové, ze (u,v) je hrana grafu G. O
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2.10.10 Poznamka. Kondenzace grafu uz je vzdy acyklicky graf. Kdyby totiz nebyl, pak
byly $patné spocitané silné souvislé komponenty.
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