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2.11 Eulerovy grafy

2.11.1 Připomeňme, že tah je sled, ve kterém se neopakuj́ı hrany. Jinými slovy, tah
obsahuje hrany grafu vždy nejvýše jedenkrát.

2.11.2 Eulerovské tahy. Definice. Tah v grafu se nazývá eulerovský , jestliže procháźı
každou hranou. �

Jinými slovy, tah se nazývá eulerovský, jestliže obsahuje každou hranu přesně jedenkrát.
Eulerovské tahy se děĺı na uzavřené a otevřené, orientované a neorientované.

2.11.3 Euler̊uv graf. Definice. Orientovaný (neorientovaný) graf G se nazývá eulerovský
graf , jestliže v něm existuje uzavřený orientovaný (neorientovaný) eulerovský tah. �

2.11.4 Aplikace. Eulerovské tahy maj́ı řadu aplikaćı.

• Kresleńı s co nejmenš́ım počtem tah̊u. Je dán neorientovaný souvislý graf. Úkolem
je naj́ıt co nejmenš́ı počet hranově disjunktńıch tah̊u tak, aby všechny hrany grafu byly
obsaženy v některém z nich (to znamená, že každá hrana bude obsažena v přesně jednom
tahu).

Je zřejmé, že existuje-li v grafu eulerovský tah, pak je tento tah hledaným řešeńım.
Řešeńı tohoto problému se dá využ́ıt např. při kresleńı pomoćı poč́ıtače (chceme co
nejméně

”
přejezd̊u“).

• Úloha č́ınského pošt’áka. Pošt’ák muśı při své obch̊uzce proj́ıt všechny ulice. Jak to
má udělat, aby ušel co nejméně kilometr̊u?

Vytvoř́ıme neorientovaný graf takto: vrcholy jsou křižovatky a hrany ulice mezi nimi,
kterými muśı pošt’ák proj́ıt. Hrany jsou ohodnoceny počtem kilometr̊u, které daná ulice
má.

Jestliže v grafu existuje eulerovský tah, pak je to nejkratš́ı možné řešeńı — pošt’ák
projde každou ulićı přesně jednou. Jestliže eulerovský tah neexistuje, muśı pošt’ák proj́ıt
některou ulićı dvakrát. Tedy hledáme

”
zdvojeńı“ některých hran tak, aby vzniklý graf

byl eulerovský a aby součet přidaných hran byl nejmenš́ı možný.

• De Bruijnova posloupnost. Je dáno přirozené č́ıslo k > 1. Úkolem je naj́ıt co
nejdeľśı cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby žádné dvě po sobě následuj́ıćı k-tice
této posloupnosti nebyly stejné. Úloha se dá řešit nalezeńım uzavřeného orientovaného
eulerovského tahu ve speciálńım orientovaném grafu.

2.11.5 Tvrzeńı. V souvislém orientovaném grafu existuje uzavřený orientovaný eulerovský
tah právě tehdy, když pro každý vrchol v grafu plat́ı

d−(v) = d+(v).

(Tj. v každém vrcholu konč́ı stejný počet hran jako v něm zač́ıná.)

V souvislém grafu existuje uzavřený neorientovaný eulerovský tah právě tehdy, když každý
vrchol má sudý stupeň. �

2.11.6 Postup hledáńı uzavřeného orientovaného eulerovského tahu. Vybereme
libovolný vrchol v grafu. Protože graf je souvislý, v každém vrcholu zač́ıná i konč́ı alespoň
jedna hrana.

Z vrcholu v vytvář́ıme náhodně orientovaný tah; tj. procháźıme hrany tak, abychom
žádnou hranou neprošli dvakrát. Takto pokračujeme, dokud je to možné, tj. dokud se
nevrát́ıme do výchoźıho vrcholu v a ve vrcholu v již nezač́ıná žadná dosud nepoužitá hrana.
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T́ım jsme dostali uzavřený tah C. Jestliže C obsahuje všechny hrany, je to hledaný
uzavřený eulerovský tah.

Neobsahuje-li C všechny hrany, pak na C existuje vrchol w takový, že v něm zač́ıná ještě
nepoužitá hrana. (To vyplývá ze souvislosti grafu.) Tah C ve vrcholu w rozpoj́ıme a vlož́ıme
do něj náhodně zkonstruovaný uzavřený tah z dosud nepoužitých hran, který zač́ıná (a konč́ı)
ve vrcholu w. Dostaneme nový tah C ′.

Jestliže C ′ obsahuje všechny hrany, je to hledaný eulerovský tah. V opačném př́ıpadě opět
najdeme na C ′ vrchol, ve kterém zač́ıná dosud nepoužitá hrana a postup opakujeme dokud
nedostaneme tah obsahuj́ıćı všechny hrany.

2.11.7 Algoritmus pro hledáńı uzavřeného eulerovského tahu.

Vstup: Souvislý orientovaný graf G = (V,E), kde pro každý vrchol plat́ı d+(v) = d−(v).

Výstup: Orientovaný uzavřený eulerovský tah F v grafu G.

Pomocné proměnné: Seznam F , který je na začátku prázdný a na konci obsahuje hledaný
tah; množina ještě nepoužitých hran H.

1. [Inicializace]
F := ∅; H := E

2. [Počátek tahu]
zvoĺıme libovolný vrchol v; vlož́ıme v do F

3. [Test ukončeńı]
if H = ∅ then stop

else v := posledńı vrchol tahu F

4. [Prodloužeńı tahu]
if existuje (v, w) ∈ H, then do

begin

přidáme hranu (v, w) a vrchol w do tahu F
H := H \ {(v, w)};

end

go to 3

5. [Tah se nedá prodloužit]
else neexistuje hrana (v, w) ∈ H, then do

begin

najdeme vrchol y v F takový, že existuje (y, z) ∈ H;
rozpoj́ıme F ve vrcholu y, tj. y je posledńı vrchol F

end

go to 3

2.11.8 De Bruijnova posloupnost podruhé. Je dáno přirozené č́ıslo k > 1. Úkolem je
naj́ıt co nejdeľśı cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby žádné dvě po sobě následuj́ıćı k-tice
této posloupnosti nebyly stejné.

Utvoř́ıme orientovaný graf G = (V,E), kde vrcholy jsou všechny r̊uzné k − 1-tice 0 a 1; z
vrcholu a1, a2, . . . , ak−1 vedou přesně dvě orientované hrany a to do vrcholu a2, a3, . . . , ak−1, 0
a do vrcholu a2, a3, . . . , ak−1, 1. Prvńı hrana je ohodnocena 0, druhá hrana 1.

Je zřejmé, že graf G je souvislý a má 2k hran. Pro každý vrchol v plat́ı d+(v) = 2 = d−(v).
Proto v něm existuje eulerovský uzavřený tah. Vytvoř́ıme-li posloupnost z ohodnoceńı
jednotlivých hran v eulerovském tahu, dostaneme hledanou cyklickou posloupnost.
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2.11.9 Tvrzeńı. V souvislém orientovaném grafu existuje otevřený orientovaný eulerovský
tah právě tehdy, když existuj́ı vrcholy u1, u2 takové, že

d−(u1) = d+(u1) + 1, d−(u2) = d+(u2)− 1,

a pro každý jiný vrchol v grafu plat́ı d−(v) = d+(v).

V souvislém grafu existuje otevřený neorientovaný eulerovský tah právě tehdy, když v
grafu existuj́ı přesně dva vrcholy lichého stupně. �

Důkaz je podobný jako d̊ukaz věty ??. Pouze při konstrukci otevřeného eulerovského tahu
muśıme zač́ınat ve vrcholu u2, tj. z vrcholu, ze kterého vycháźı o jednu hranu v́ıc než do něho
vcháźı.

2.11.10 Tvrzeńı. Je dán souvislý neorientovaný graf G s 2k, k > 0, vrcholy lichého stupně.
Pak existuje k hranově disjunktńıch otevřených tah̊u takových, že každá hrana grafu G lež́ı
v právě jednom z těchto tah̊u. �

2.12 Hamiltonovské grafy

Připomeňme, že cesta je tah, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy (s výjimkou uzavřené cesty, kdy
se prvńı vrchol rovná posledńımu).

2.12.1 Hamiltonovské cesty, kružnice, cykly. Definice. Je dán graf G. Otevřená cesta
se nazývá hamiltonovská cesta, obsahuje-li všechny vrcholy (a tud́ıž všechny vrcholy přesně
jedenkrát). Obdobně hamiltonovská kružnice je kružnice, která obsahuje každý vrchol grafu;
hamiltonovský cyklus je cyklus, který obsahuje každý vrchol grafu. �

2.12.2 Hamiltonovské grafy. Definice. Orientovaný (neorientovaný) graf G se nazývá
hamiltonovský , jestliže obsahuje hamiltonovský cyklus (hamiltonovskou kružnici). �

2.12.3 Úlohy spojené s hamiltonovskými cestami děĺıme na existenčńı, vyhodnocovaćı a
optimalizačńı. V existenčńı úloze jde o to zjistit, zda v daném grafu existuje hamiltonovská
cesta, kružnice nebo cyklus. Ve vyhodnocovaćı úloze jde o to naj́ıt (aspoň) jednu hamilto-
novskou cestu, kružnici nebo cyklus v př́ıpadě, že existuj́ı. V optimalizačńıch úlohách máme
hrany grafu nav́ıc ohodnoceny délkami a požaduje se nalezeńı hamiltonovské cesty, kružnice
nebo cyklu s co nejmenš́ım součtem délek jednotlivých hran cesty, kružnice nebo cyklu.

Na rozd́ıl od hledáńı eulerovských tah̊u, je hledáńı hamiltonovských cest, hamiltonovských
kružnic a hamiltonovských cykl̊u velmi obt́ıžná úloha. Přesněji, neńı znám algoritmus, který
by pro obecný graf zjistil, zda v daném grafu existuje hamiltonovská cesta, kružnice nebo
cyklus, a přitom provedl počet krok̊u, který záviśı na počtu vrchol̊u a hran daného grafu jen
polynomiálně. Přesto, nebo právě proto, jsou úlohy tohoto typu v praxi rozš́ı̌rené.

2.12.4 Existuj́ı jednoduché nutné podmı́nky proto, aby v daném grafu existovala hamil-
tonovská cesta, hamiltonovská kružnice či hamiltonovský cyklus. Uvedeme několik takových
tvrzeńı.

• Existuje-li v grafu G hamiltonovská cesta, muśı být graf G souvislý.
• Existuje-li v grafu G hamiltonovská kružnice, muśı mı́t každý vrchol G stupeň alespoň

2.
• Existuje-li v grafu G hamiltonovský cyklus, muśı být graf G silně souvislý.

Netriviálńı nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro zjǐstěńı, zda daný (obecný) graf obsahuje
hamiltonovskou cestu, kružnici nebo cyklus, neńı známa.
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2.12.5 Věta. Je dán neorientovaný prostý graf G = (V,E) s n ≥ 3 vrcholy. Označme

d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ . . . ≤ dn

posloupnost stupň̊u grafu G (tj. v posloupnosti jsou stupně všech vrchol̊u grafu G a jsou
uspořádány neklesaj́ıćım zp̊usobem). Jestliže plat́ı následuj́ıćı podmı́nka:

kdykoli existuje k < n
2 takové, že dk ≤ k, pak plat́ı dn−k ≥ n− k,

pak graf G je hamiltonovský. �

2.12.6 Předchoźı věta se nazývá Chvátalova věta. Jedná se o nejlepš́ı možnou postačuj́ıćı
podmı́nku pro existenci hamiltonovské kružnice založenou pouze na vlastnostech stupň̊u
vrchol̊u. Plat́ı totiž: Jestliže posloupnost

d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ . . . ≤ dn

nesplňuje podmı́nku věty, pak existuje prostý neorientovaný graf G, který neńı hamiltonovský
a jeho posloupnost stupň̊u majorizuje posloupnost d1, . . . , dn. (To znamená, že je pro každé i
alespoň tak velká jako di.)

Důkaz Chvátalovy věty neńı jednoduchý a je nad rámec této přednášky.
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