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2.12.7 Aplikace hamiltonovských cest. Uvedeme tři aplikace hamiltonovských cest.

• Problém obchodńıho cestuj́ıćıho. Jde o probém nalezeńı nejkratš́ı hamiltonovské
kružnice v úplném neorientovaném ohodnoceném grafu.

• Dopravńı úlohy. Jedná se o optimalizaci pohybu nějakého dopravńıho prostředku;
např. při rozvozu zbož́ı, vyb́ıráńı schránek apod. Často se jedná o nalezeńı otevřené
hamiltonovské cesty. Např. při rozvozu pracovńık̊u na roztroušená pracovǐstě můžeme
požadovat, aby se po skončeńı směny dopravńı prostředek nevracel prázdný, ale aby
svezl pracovńıky (v opačném pořad́ı). Hledáme proto nejkratš́ı hamiltonovskou cestu
z daného vrcholu, koncový vrchol cesty obvykle neńı určen.

• Plánováńı proces̊u. Máme nějaké výrobńı zař9zeńı na kterém se prováděj́ı procesy
p1, p2, . . . , pn. Přitom pro některé dvojice proces̊u pi, pj plat́ı, že má-li po skončeńı
procesu pi následovat proces pj , je třeba zař́ızeńı vyčistit, přestavět atd., tedy muśıme

zaplatit jistou cenu, aby po skončeńı procesu pi mohl následovat proces pj . Úkolem je
naj́ıt takové pořad́ı proces̊u p1, p2, . . . , pn aby cena byla nulová. V př́ıpadě, že takové
pořad́ı neexistuje, můžeme žádat pořad́ı proces̊u tak, aby cena byla nejmenš́ı. Tento
druhý př́ıpad vede na problém obchodńıho cestuj́ıćıho.

2.12.8 Protože doposud neńı znám žádný rychlý algoritmus, který by našel hamiltonovské
cesty, kružnice či cykly, často se jejich hledáńı provád́ı metodou větv́ı a meźı. Jak metoda větv́ı
a meźı pracuje, si ukážeme na úloze hledáńı nejlevněǰśı hamiltonovské cesty v ohodnoceném
grafu.

2.12.9 Hledáńı nejkratš́ı hamiltonovské cesty. Vyjdeme z následuj́ıćıch pozorováńı:
Každá hamiltonovská cesta v grafu G je

1. kostrou grafu G,

2. ve které má každý vrchol stupeň nejvýše 2.

Tohoto pozorováńı využijeme takto:

V daném grafu G najdeme minimálńı kostru K grafu G. Je-li tato kostra cesta, dostali
jsme nejkratš́ı hamiltonovskou cestu v grafu G.

Neńı-li tato kostra cesta, tj. obsahuje-li vrchol v stupně aspoň 3, zakážeme vždy jednu
hranu incidentńı s v. T́ım rozvětv́ıme danou úlohu na k podúloh, kde k je stupeň vrcholu v.
Přitom každá z podú́loh má méně hran než p̊uvodńı úloha. Nyńı každou z podúloh řeš́ıme
podobně.

Nav́ıc, cena kterékoli již źıskané hamiltonovské cesty je horńı odhad délky nejkratš́ı
hamiltonovské cesty. Jestliže se v některé podúloze stane, že délka minimálńı kostry je deľśı
nebo stejná jako délka dosud známé hamiltonovské cesty, nemuśıme se danou podúlohou již
zabývat – nemůžeme dostat cestu s menš́ı délkou.

Obdobně, jestliže v některé podúloze již minimálńı kostra neexistuje (zakázali jsme tolik
hran, ze graf přestal být souvislý), nemuśıme se touto podúlohou zabývat.

2.12.10 Poznámka. Pro zjǐstěńı horńıho odhadu nejkratš́ı hamiltonovské cesty nemuśıme
čekat na to, až jako minimálńı kostru dostaneme některou hamiltonovskou cestu. Často
nejprve vytvoř́ıme některou hamiltonovskou cestu (třeba

”
hladovým postupem“) a ta nám

pak slouž́ı jako
”
prvotńı“ odhad.

Poznamenejme, že popsaná metoda může pracovat dlouho. Proto v praxi přidáváme časové
omezeńı; překroč́ı-li doba práce toto omezeńı, bereme jako

”
nejlepš́ı“ řešeńı to nejlepš́ı z dosud

známých řešeńı.

Popsaná metoda je zvláštńım př́ıpadem tzv. metody větv́ı a meźı, kterou poṕı̌seme přesněji
v následuj́ıćım odstavci.
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2.12.11 Metoda větv́ı a meźı. Potřebujeme vyřešit optimalizačńı úlohu U , která je dána
podmı́nkami P a účelovou funkćı c. Př́ıpustné řešeńı je každé řešeńı, které splňuje podmı́nky
P , optimálńı je pak to př́ıpustné řešeńı, které má nejlepš́ı hodnotu účelové funkce c. Množinu
př́ıpustných řešeńı úlohy U budeme značit PR(U).

Podmı́nky P rozděĺıme na
”
jednoduché“ podmı́nky A a

”
složité“ podmı́nky B. Jako U ′

označ́ıme optimalizačńı úlohu, která je dána pouze podmı́nkami A a se stejnou účelovou funkćı
c.

Nejprve řeš́ıme úlohu U ′ (tj. zapomeneme na podmı́nky B — ř́ıkáme, že podmı́nky B
relaxujeme) a najdeme optimálńı řešeńı opt úlohy U ′. Hodnota účelové funkce pro řešeńı opt
nám slouž́ı jako odhad, jaké

”
nejlepš́ı“ řešeńı úloha U (tedy úloha daná podmı́nkami P ) může

mı́t. Splňuje-li nalezené řešeńı opt i podmı́nky B (tj. je-li opt př́ıpustné řešeńı úlohy U), dostali
jsme optimálńı řešeńı úlohy U .

Jestliže řešeńı opt nesplňuje podmı́nky B, rozděĺıme úlohu U (větv́ıme úlohu) na podúlohy
U1, U2, . . . , Uk a to tak, že

1. k ≥ 2 a

2. každé př́ıpustné řešeńı úlohy U je př́ıpustným řešeńım některé z podúloh U1, . . . , Uk.
Tj.

PR(U) = PR(U1) ∪ . . . ∪ PR(Uk).

Podmı́nka 2 nám zaručuje, že optimálńı řešeńı úlohy U bude některé z optimálńıch řešeńı úloh
U1, . . . , Uk.

Jestliže úloha Ui již nemá př́ıpustné řešeńı, nebo odhad pro optimálńı řešeńı je horš́ı
nebo stejný jako již známé př́ıpustné řešeńı, úlohou se dále nezabýváme (úlohu umrtv́ıme). V
opačném př́ıpadě řeš́ıme Ui stejným zp̊usobem.

Je-li možné vybrat z několika podúloh, vyb́ıráme vždy podúlohu s nejlepš́ım odhadem.
Výpočet ukonč́ıme tehdy, když pro všechny podúlohy jsme bud’ našli optimálńı řešeńı, nebo
jsme je umrtvili.

2.12.12 Poznámka. Pro př́ıpad hledáńı nejlevněǰśı hamiltonovské cesty C máme:

• A – hamiltonovská cesta je kostra,
• B – každý vrchol v hamiltonovské cestě má stupeň nejvýše 2,
• pro každou množinu hran C je hodnota účelové funkce rovna součtu cen jednotlivých

hran v C,
• cena minimálńı kostry slouž́ı jako odhad optimálńıho řešeńı dané podúlohy.

2.12.13 Poznámka. Pro zmenšeńı počtu větveńı při výpočtu nejkratš́ı hamiltonovské
cesty můžeme použ́ıt ještě jiný zp̊usob větveńı úlohy než je uveden výše.

Označme v vrchol, který má v minimálńı kostře stupeň d(v) = k ≥ 3 a označme e1,
e, . . . , ek hrany, s krajńım vrcholem v. Úlohu U rozděĺıme ma tři podúlohy U1, U2 a U3 takto:

U1 — zakážeme hranu e1;
U2 — vynut́ıme hranu e1 a zakážeme hranu e2;
U3 — vynut́ıme hrany e1 a e2 a zakážeme všechny hrany e3, e4, . . . , ek.

Nyńı plat́ı

PR(U) = PR(U1) ∪ PR(U2) ∪ PR(U3)

a nav́ıc množiny př́ıpustných řešeńı úloh U1, U2 a U3 jsou po dvou disjunktńı.
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2.13 Nezávislost, kliky a barevnost grafu

2.13.1 Nezávislé množiny. Definice. Je dán neorientovaný (orientovaný) graf G. Mno-
žina vrchol̊u A se nazývá nezávislá množina vrchol̊u, jestliže žádná hrana grafu G nemá oba
krajńı vrcholy v množině A. �

Jinými slovy, podgraf indukovaný množinou A je diskrétńı.

2.13.2 Maximálńı nezávislá množina. Definice. Je dán graf G. Nezávislá množina N
se nazývá maximálńı nezávislá množina, jestliže jakákoli jej́ı nadmnožina už neńı nezávislá.
�

Jinými slovy, nezávislá množina N je maximálńı nezávislá množina, jestliže pro každý
vrchol v, který nelež́ı v N , existuje vrchol w ∈ N takový, že v G existuje hrana mezi v a w.

2.13.3 Nezávislost grafu. Definice. Je dán neorientovaný nebo orientovaný graf G.
Počet vrchol̊u v nejpočetněǰśı nezávislé množině grafu G se nazývá nezávislost grafu G a
znač́ıme jej α(G). �

2.13.4 Poznámky.

1) Nejpočetněǰśı nezávislá množina je jistě také maximálńı, ale ne každá maximálńı
nezávislá množina je současně nejpočetněǰśı.

2) Jádro orientovaného grafu G definované v 2.9.10 je nezávislá množina grafu G; to
vyplývá z prvńı podmı́nky, kterou jádro muśı splňovat. Ovšem ne každá nezávislá
množina orientovaného grafu G je současně jádrem grafu G; jádro muśı ještě splňovat i
druhou podmı́nku z 2.9.10.

2.13.5 Úplný neorientovaný graf. Připomeňme pojem úplného grafu; jedná se o graf,
který má nejv́ıce hran a je prostý a bez smyček.

Definice. Neorientovaný graf G se nazývá úplným grafem, jestliže je prostý, nemá smyčky a
každé dva r̊uzné vrcholy jsou spojené hranou. �

Úplný neorientovaný graf G s n vrcholy má n(n−1)
2 hran.

2.13.6 Klika v grafu. Definice. Je dán neorientovaný graf G. Množina vrchol̊u K grafu
G se nazývá klika v grafu G, jestliže každé dva r̊uzné vrcholy z množiny K jsou spojeny
hranou a je maximálńı s touto vlastnost́ı. �

Jinými slovy, podgraf určený množinou vrchol̊u K je úplný a kdykoli v je vrchol, který
nelež́ı v množině K, tak v K existuje vrchol w, který s v spojen hranou neńı.

2.13.7 Doplňkový graf. Definice. Je dán neorientovaný graf G = (V,E) bez smyček.
Pak doplňkový graf grafu G je graf Gdop = (V,Edop), kde

{u, v} ∈ Edop právě tehdy, když u 6= v a {u, v} 6∈ E.

�

2.13.8 Tvrzeńı. Množina N vrchol̊u grafu G je maximálńı nezávislá množina grafu G
právě tehdy, když je to klika v doplňkovém grafu Gdop.

Množina K vrchol̊u grafu G je klika v grafu G právě tehdy, když je to maximálńı nezávislá
množina doplňkového grafu Gdop. �
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