
Př́ıklady z graf̊u
Marie Demlová

1 Minimálńı kostra

1.1 Př́ıklad.

a) Definujte kostru neorientovaného grafu.

b) Popǐste Kruskal̊uv algoritmus na nalezeńı minimálńı kostry.

c) Kruskal̊uv algoritmus použijte na ohodnocený neorientovaný graf G =
(V,E), V = {1, 2, . . . , 8}, kde následuj́ıćı matice uvád́ı délky (ceny) jed-
notlivých hran 

− 7 − 6 8 15 4 −
7 − 2 9 6 − 3 11
− 2 − 3 − 9 − −
6 9 3 − 5 9 6 1
8 6 − 5 − 13 13 11
15 − 9 9 13 − 8 −
4 3 − 6 13 8 − 7
− 11 − 1 11 − 7 −


Výsledek. Cena minimálńı kostry: 26; hrany jedné minimálńı kostry:

{1, 7}, {2, 7}, {3, 2}, {3, 4}, {4, 8}, {4, 5}, {6, 7}.

1.2 Př́ıklad.

a) Definujte minimálńı kostru neorientovaného ohodnoceného grafu.

b) Popǐste Primův algoritmus na nalezeńı minimálńı kostry.

c) Primův algoritmus použijte na ohodnocený neorientovaný graf G = (V,E),
V = {1, 2, . . . , 8}, kde následuj́ıćı matice uvád́ı délky (ceny) jednotlivých
hran 

− 14 5 12 7 − − 2
14 − 4 14 12 4 2 3
5 4 − 5 1 − 15 −
12 14 5 − 10 − − 5
7 12 1 10 − 1 4 −
− 4 − − 1 − 10 2
− 2 15 − 4 10 − 12
2 3 − 5 − 2 12 −


Výsledek. Cena minimálńı kostry: 16; hrany jedné minimálńı kostry:

{1, 8}, {6, 8}, {5, 6}, {3, 5}, {2, 8}, {7, 2}, {4, 3}.
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2 Topologické oč́ıslováńı a acyklické grafy

2.1 Př́ıklad.

a) Napǐste, co je to topologické oč́ıslováńı vrchol̊u a topologické oč́ıslováńı
hran.

b) Najděte topologické oč́ıslováńı vrchol̊u následuj́ıćıho orientovaného grafu
G, který je dán seznamem hran

PV 1 2 2 3 3 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7
KV 12 1 10 2 4 10 12 2 5 9 10 11 1 2 3

PV 7 7 7 9 9 10 10 11 11
KV 5 10 12 1 8 1 12 4 10

c) Najděte jádro grafu G.

Výsledek. Topologické oč́ıslováńı je např.

6, 7, 9, 11, 3, 5, 8, 2, 4, 10, 1, 12.

Jádro je K = {2, 4, 8, 12}.

2.2 Př́ıklad.

a) Popǐste lineárńı algoritmus pro nalezeńı topologického oč́ıslováńı vrchol̊u.

b) Algoritmus z bodu b) použijte na orientovaný graf G daný seznamem hran

PV 2 3 3 4 5 6 6 7 7 7 7 7 8 8 8 8
KV 5 2 5 11 4 3 4 2 3 6 9 11 2 3 4 5

PV 9 9 12 12 12 12 12 12
KV 3 11 1 3 4 5 9 11

c) Definujte jádro grafu. Najděte jádro grafu G.

Výsledek. Topologické oč́ıslováńı je např.

7, 8, 10, 12, 6, 1, 9, 3, 2, 5, 4, 11.

Jádro je K = {1, 5, 6, 10, 11}.

3 Silně souvislé komponenty grafu

3.1 Př́ıklad.

a) Definujte silně souvislou komponentu v orientovaném grafu.

b) Najděte silně souviské komponenty orientovaného grafu G = (V,E), kde
V = {1, . . . , 10}, E je dána tabulkou

PV 1 1 2 2 3 3 4 5 5 5 6 6 6 7 8 8 9 9 10 10
KV 3 10 3 5 1 5 6 1 2 7 4 7 9 6 4 9 7 8 1 8

c) Nakreslete kondenzaci tohoto grafu.

Výsledek. Dvě komponenty silné souvislosti: K1 = {1, 2, 3, 5, 10} a K2 =
{4, 6, 7, 8, 9}.
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3.2 Př́ıklad.

a) Definujte silně souvislou komponentu v orientovaném grafu.

b) Najděte silně souviské komponenty orientovaného grafu G = (V,E), kde
V = {1, . . . , 10}, E je dána tabulkou

PV 1 2 2 3 4 4 4 4 5 5 5 5 6 6 7 8
KV 7 1 12 4 3 6 9 10 1 4 9 10 7 10 3 5

PV 9 9 9 9 10 11 11
KV 3 6 10 11 11 3 9

c) Nakreslete kondenzaci tohoto grafu.

Výsledek. Šest komponent silné souvislosti: K1 = {3, 4, 6, 7, 9, 10, 11}, K2 =
{1}, K3 = {12}, K4 = {2}, K5 = {5} a K6 = {8}.

4 Eulerovské tahy

4.1 Př́ıklad.

a) Definujte uzavřený eulerovský tah.

b) Navrhněte postup jak v orientovaném souvislém grafu najdete uzavřený
eulerovský tah.

c) Postup z bodu e) použijte na graf daný seznamem hran (postup začněte
ve vrcholu 1)

PV 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
KV 2 3 6 3 4 7 1 4 1 5 1 7 2 5 6 8 2

Výsledek. Uzavřený eulerovský tah je např.: (1, 2), 2, 7), (7, 6), (6, 5) , (5, 7),
(7, 8), (8, 2), (2, 3), (3, 1), (1, 3), (3, 4), (4, 1), (1, 6), (6, 2), (2, 4), (4, 5), (5, 1).

5 Nejkratš́ı hamiltonovské cesty

5.1 Př́ıklad.

a) Definujte neorientovanou hamiltonovskou cestu.

b) Metodou větv́ı a meźı najděte nejkratš́ı hamiltonovskou cestu v ohodno-
ceném úplném grafu, kde délky hran jsou dány následuj́ıćı matićı:

− 10 3 8 6 17
10 − 18 5 14 15
3 18 − 14 11 4
8 5 14 − 13 19
6 14 11 13 − 14

17 15 4 19 14 −


Výsledek. Hamiltonovská cesta se skládá z těchto hran: {6, 3}, {3, 1}, {1, 5},

{5, 4} a {4, 2}. Jej́ı délka je 31.
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5.2 Př́ıklad.

a) Definujte neorientovanou hamiltonovskou cestu.

b) Metodou větv́ı a meźı najděte nejkratš́ı hamiltonovskou cestu v ohodno-
ceném úplném grafu, kde délky hran jsou dány následuj́ıćı matićı:

− 13 20 3 16 20
13 − 8 10 2 7
20 8 − 18 16 19
3 10 18 − 17 15

16 2 16 17 − 5
20 7 19 15 5 −


Výsledek. Hamiltonovská cesta se skládá z těchto hran: {1, 4}, {4, 6}, {6, 5},

{5, 2} a {2, 3}. Jej́ı délka je 33.
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