Kapitola 1

Vyrokova logika

1.1 Vyroky

1.1.1 Definice. Mdme danou neprézdnou mnozinu A tzv. atomickych vyroki (téz jim
fikdme logické proménné). Koneénou posloupnost prvkiu z mnoziny A, logickych spo-
jek a zavorek nazyvame vgrokovd formule (zkricené jen formule), jestlize vznikla podle

nasledujicich pravidel:
1. Kazd4 logickd proménnd (atomicky vyrok) a € A je vyrokova formule.

2. Jsou-li a, B vyrokové formule, pak —a, (a A ), (aV B), (& = B) a (a < B) jsou také
vyrokové formule.

3. Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci kone¢né mnoha pouziti bodu 1 a 2, neni vyrokova
formule.

Vsechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A, znacime P(A). O

1.1.2 Poznamka. Spojka — se nazyva undrni, protoze vytvaii novou formuli z jedné
formule. Ostatni zde zavedené spojky se nazyvaji bindrni, protoze vytvareji novou formuli
ze dvou formuli.

V dalsim textu budeme vzdy jako mnozinu atomickych vyroka (logickych proménnych)
A volit mald pismena anglické abecedy, piipadné je budeme indexovat. A tedy obsahuje
a,b,c,...x,y,znebo x1,xs2, .... Vyrokové formule oznacujeme malymi feckymi pismeny, napt.

a, B,7,... nebo v, P, . ...
Vétsinou nebudeme ve formulich pséat ty nejvic vnéjsi zdvorky — tj. piseme a V (b = ¢)
misto (a V (b= ¢)).

1.1.3 Syntakticky strom formule. To, jak formule vznikla podle bodt 1 a 2, si muzeme
znazornit na syntaktickém stromu, téz derivacnim stromu dané formule. Jedna se o kofenovy
strom, kde kazdy vrchol, ktery neni listem, je ohodnocen logickou spojkou a jedna-li se o
binarni spojku, ma vrchol dva nasledniky, jedna-li se o unarni spojku, ma vrchol pouze
jednoho néslednika. Pfitom pro formule tvaru (a A 8), (aV 3), (o = B) a (a & 3) odpovidd
levy néslednik formuli «, pravy néaslednik formuli 8. Listy stromu jsou ohodnoceny logickymi
proménnymi.

1.1.4 Podformule. Ze syntaktického stromu formule a jednoduSe pozname vSechny jeji
podformule: Podformule formule « jsou vSechny formule odpovidajici podstromum syntak-
tického stromu formule «.
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1.2 Pravdivostni ohodnoceni

1.2.1 Definice. Pravdivostni ohodnoceni, téz pouze ohodnoceni formuld, je zobrazeni u: P(A) —
{0, 1}, které spliiuje ndsledujici pravidla

(1) -« je pravdiva praveé tehdy, kdyz « je nepravdiva, tj u(—a) = 1 pravé tehdy, kdyz
u(a) = 0;

(2) a A p je pravdiva praveé tehdy, kdyz a a § jsou obé pravdivé, tj. u(a A 8) = 1 prave
tehdy, kdyz u(a) = u(8) = 1;

(3) @V B je nepravdiva pravé tehdy, kdyz o a 8 jsou obé nepravdivé, tj. u(a VvV §) = 0
pravé tehdy, kdyz u(a) = u(8) = 0;

(4) a = B je nepravdiva préve tehdy, kdyz « je pravdivd a 8 nepravdiva, tj. u(a = 8) =0
prave tehdy, kdyz u(a) =1 a u(8) = 0;

(5) a & 8 je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule o a 3 jsou pravdivé nebo obé
jsou nepravdivé tj. u(a < ) = 1 prave tehdy, kdyz u(a) = u(f).

O

1.2.2 Pravdivostni tabulky. Vlastnosti, které ohodnoceni formuli musi mit, znazornujeme
téz pomoci tzv. pravdivostnich tabulek logickych spojek. Jsou to:

aH—'oz a‘ﬂ“a/\ﬂ‘a\/ﬂ‘aéﬂ‘a@ﬂ
0| 1 0]0 0 0 1 1
11 0 0|1 0 1 1 0
110 0 1 0 0
111 1 1 1 1

1.2.3 Véta. Kazdé zobrazeni ug: A — {0,1} jednozna¢éné uréuje ohodnoceni u : P(4) —
{0,1} takové, ze ug(a) = u(a) pro vechna a € A. O

Struéné zduvodnéni: Vezméme formuli «. Zndme-li pravdivostni hodnotu logickych
proménnych, tj. listt syntaktického stromu formule «, pak jednozna¢né uréujeme pravdivostni
hodnotu vsech podformuli na zékladé [1.2.1] a to postupem ve stromé ,smérem nahoru“.

Formalné spravny dukaz je veden indukei podle vysky syntaktického stromu formule «.

1.2.4 Dasledek. Dvé ohodnoceni u,v: P(A) — {0, 1} jsou shodnd pravé tehdy, kdyz pro
v8echny logické proménné x € A plati u(z) = v(x). O

1.2.5 Poznamka. Uvédomte si, ze pravdivostni ohodnoceni je zobrazeni wu, které kaZdé
formuli « pfifazuje 0 (o neni pravdiva v u) nebo 1 (« je pravdiva v u) takové, Ze u spliiuje
podminky z definice Véta iikd, 7ze piestoze véech formuli je spocetné mnoho, je
ruznych pravdivostnich ohodnoceni je tolik, kolik existuje zobrazeni mnoziny A do mnoziny
{0,1}. V piipadé, ze A je konetnd mnozina, je takovych ruznych zobrazeni jen koneéné mnoho;
presngji 2141, kde |A| je pocet prvkit mnoziny A.

1.2.6 Definice tautologie, kontradikce a splnitelné formule. Formule se nazyva tau-
tologie, jestlize je pravdiva ve vSech ohodnoceni; nazyva se kontradikce, jestlize je nepravdiva
ve vSech ohodnoceni. Formule je splnitelnd, jestlize existuje aspon jedno ohodnoceni, ve kterém
je pravdiva. (I
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1.3. Tautologicka ekvivalence [190526-1209] 3

1.2.7 Prtiklady Jsou dany dvé formule «, 5 a logické proménné a, b, pak
1. formule oV —a, @ = «, a = (8 = «) jsou tautologie;
2. formule a V b, (a = b) = a jsou splnitelné, ale ne tautologie;
3. formule o A =« je kontradikce.
4

. Kontradikce je také kazda negace tautologie. A naopak, negace libovolné kontradikce je
tautologie.

1.3 Tautologicka ekvivalence

1.3.1 Definice. Rekneme, ze formule ¢ a v jsou tautologicky ekvivalentni (také sémanticky
ekvivalentni), jestlize pro kazdé ohodnoceni u plati u(¢) = u(y). O

Fakt, ze dvé formule ¢ a 1 jsou tautologicky ekvivalentni, zapisujeme ¢ H .

1.3.2 Tvrzeni. Pro kazdé formule «, £ a v plati:
e o H q,
e jellia H 8, paki S H «,
e jeliaHpBapfH~y pakiaH~.
Jsou-li , B, v a ¢ formule spliujici o H 8 a v H 0, pak plati
° ~a H f;
o (@NY) H(BAS), (avy)H (BVE), (a=17) H (B=19),ataké (a <) H (8 < 9).
O

1.3.3 Poznamka. Ptedchozi tvrzeni muzeme vyuzit i takto: Plati

(a=p) H (-aVvp)

(to zjistime napf. z pravdivostnich tabulek formuli & = 8 a ~aV 8). Na zdkladé tvrzen{ m
ydosazujeme® ve formuli ((¢ = —(a V b)) A =b za spojku = v podformuli ¢ = —(a V b) a
dostavame

((c==(aVbd)A-bH (-cV —(aVb))A-bd.

(Zde o = c a = —(aVb).) Takovéto ,dosazovani“ predchozi tvrzeni umoziuje.

1.3.4 Tvrzeni. Pro kazdé formule o, 8 a ~y plati
e aNaHa, aVaH a (idempotence A a V);

e aNfHBAa, aVPH BVa (komutativita A a V);

e aN(BAY)H (@AB) Ay, aV(BVy) H (aVB)Vy (asociativita A a V);

e aN(BVa)Ha, aV(BAa)H a (absorpce A a V);

o o H a;

e ~(anp) H (maV-p8), 7(aV ) H (—aA-8) (de Morganova pravidla);

e aN(BVY) H(aAB)V(aAy), aV(BAY) H (aVB)A(aVy) (distributivni zdkony );
(@=p5) H (maVp).

Je-li navic T libovolna tautologie a F libovolna kontradikce, pak
e TANaHa, TVaHT, FAaHF, FvaH o
e aN-aHF, av-aHT.

O
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4 [190526-1209] Kapitola 1. Vyrokova logika

1.3.5 Poznamka. Pro kazdé dvé formule o a 8 plati: a H 8 pravé tehdy, kdyz o < § je
tautologie.

1.3.6 Priklad. Pro kazdou formuli « je formule @ = (8 = «) tautologie.

Ano, mame
a=B=a)HaV(BVa)H (-aVa) Vg,

kde posledni formule je tautologie. To je proto, ze formule —a V « je tautologie a tudiz na
pravdivosti ¢i nepravdivosti formule 8 nezalezi.

1.3.7 Dalsi spojky. Pravdivostni tabulka libovolné formule s jednou logickou proménnou
predstavuje zobrazen{ z mnoziny {0, 1} do mnoziny {0, 1}. Existuji étyfi zobrazeni z mnoziny
{0,1} do mnoziny {0, 1}:

CCHfl‘fz‘fs‘fzx
0O o0j0]1]1
10101

Zobrazeni fi je konstantni 0, a odpovida libovolné formuli s jednou proménnou, ktera je
kontradikci. Podobé zobrazeni f; odpovida formuli, ktera je tautologie. Zobrazeni fo formuli
z (zde z je logickd proménnd), a zobrazeni f3 odpovidd formuli —z. Tedy nemame duvod
definovat ,dalsi* unarni spojky.

1.3.8 Dalsi binarni spojky. Kazda formule s nejvySse dvéma logickymi proménnymi
piedstavuje zobrazeni z mnoziny {0,1}?> do mnoziny {0,1}. Existuje Sestnict takovych
zobrazeni:

|yl Sol filfelfal falfs | fol fel fs| fol frol| fir| fiz] f1s| fra| f1s
ojojjojojojofofojojof{rj1rjy1rjy1{1j1j1j|1
oj1j{fojojofoj1rj1f1{1y0)0}]0 0 1 1 1 1
1r10ffoyof{1j1y0j0f1}{1(0]0]|1 1 0 0 1 1
1(1yfof1j0{1j{0|1(0|1(0]1]O0 1 0 1 0 1

Kazda ze zobrazeni fy,. .., fi5 odpovida néjaké formuli; napt. fy odpovida libovolné kontra-

dikci, fi5 libovolné tautologii, f1 formuli = A y, zobrazeni f1y formuli —y, atd. Jako ,nové“
spojky zavedeme spojky odpovidajici zobrazenim fg, fs a f14.

1.3.9 NAND. Definujeme novou logickou spojku |, nazgvanou NAND (také Shefferiv
operdtor), jako spojku, pro kterou a | S je nepravdivd prévé tehdy, kdyz a 1 8 jsou obé

pravdivé. U

1.3.10 Tvrzeni. Plati
alBH ~(anp).
Poznamenejme, ze pravdivostni tabulka spojky NAND odpovida zobrazeni fi4.
1.3.11 NOR. Definujeme novou logickou spojku |, nazgyvanou NOR (také Peirceova
Sipka), jako spojku, pro kterou « | 8 je pravdiva prave tehdy, kdyz « i 8 jsou obé nepravdivé.
O
1.3.12 Tvrzeni. Plati
alfH-(aVp).

Poznamenejme, ze pravdivostni tabulka spojky NOR odpovidé zobrazeni fs.
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1.3.13 XOR. Definujeme novou logickou spojku @, nazyvanou XOR (také wvylucovaci
nebo), jako spojku, pro kterou a @ 8 je pravdivd pravé tehdy, kdyZ bud «a je nepravdiva
a [ je pravdiva, nebo « je pravdivd a (8 je nepravdiva. O

1.3.14 Tvrzeni. Plati

a®BH(@A=B)V(~aAf) H ~(a e f).

Poznamenejme, ze pravdivostni tabulka spojky XOR odpovida zobrazeni fg.

1.3.15 Spojka F a T. Zavedeme jesté dvé spojky a to F a T; fetézce F a T budou také
formulemi, prestoze neobsahuji zadnou logickou proménnou. O téchto spojkéch fikame, ze
jsou nuldrnd.

Plati: F H « pro kazdou kontradikei a. Tedy napt. F H (a A —a). Ddle T H —F, tedy
napi. T H (A V —a).

1.3.16 Poznamka. Protoze jsme v predchozich odstavcich zavedli nové spojky NAND,
NOR, XOR, F a T, méli bychom spravné rozsitit definici formule; totiz tak, ze

e F je formule, T je formule,
e jestlize @ a B jsou formule, tak (o | 8), (| ) a (a ® B) jsou také formule.

Na druhou stranu vime, ze kazdou formuli, kterd obsahuje spojky NAND, NOR, XOR, F
nebo T jsme schopni nahradit tautologicky ekvivalentni formuli, kterd obsahuje jen puvodni
spojky =, A, V, = a <.
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1.3.17 Souvislost s logickymi obvody. Kazda vyrokova formule se da realizovat jako

logicky obvod. Potfebujeme proto hradla pro vsechny logické spojky (nejéastéjsi jsou hradlo
NOT - téz zvany invertor, hradlo AND a hradlo OR). Logicky obvod mé na kazdém vstupu
0 ¢ 1 (piesngji logickou proménnou) a kazdé kombinaci vstupnich hodnot piitazuje bud
hodnotu 0 nebo hodnotu 1.

Tautologii odpovidé logicky obvod, ktery na kazdou kombinaci vstupnich hodnot da vystup
1, kontradikci pak obvod, jehoz vystup je vzdy 0. Splnitelné formuli odpovida logicky obvod,
ktery alesponi na jednu kombinaci vstupnich hodnot da vystup 1.

1.4 ijlné systémy logickych spojek

1.4.1 Definice. Rekneme, 7e mnozina logickych spojek A tvoii dplng systém logickych
spojek (téz funkcné uplny systém logickych spojek), jestlize pro kazdou formuli « existuje
formule 8 s ni tautologicky ekvivalentni, kterda pouzivd pouze spojky z mnoziny A. O

1.4.2 Tvrzeni. Necht A tvoii uplny systém logickych spojek a necht II je mnozina spojek.
Jestlize plati

1. pro kazdou bindrni spojku O € A existuje formule a obsahujici pouze spojky z mnoziny
IT a takova, ze o H «Oy,

2. pro kazdou unérni spojku & € A existuje formule 5 obsahujici pouze spojky z mnoziny
IT a takova, ze g H <,

3. pro kazdou nuldrni spojku K € A existuje formule « obsahujici pouze spojky z mnoziny
IT a takova, ze v H K,

pak II je také tplny systém logickych spojek. [l
1.4.3 Priklady uplnych systému logickych spojek.
1. Mnozina {—, A, V, =} tvoii uplny systém logickych spojek.

To je proto, ze dalsf logické spojky <, |, J, ®, F a T muzeme ,utvofit“ ze spojek z
mnoziny {—, A, V, =}. Pfesnéji

as fH@=p)ANB=a),
zbytek plyne z [1.3.10] [[.3.12} [1.3.14] a [1.3.15]

2. Mnozina A = {—,V} tvoii dplny systém logickych spojek.

Vime, ze {—,A,V,=-} tvoi{ iplny systém logickych spojek. Nyni si sta¢i uvédomit, ze
plati:
(a=0b)H (maVvbd) a (aAb)H —~(-aV-b).

3. Mnozina A = {—=, A} tvoif tplny systém logickych spojek.

Protoze mnozina A = {—,V} tvoif Uplny systém logickych spojek, staci ovérit, ze V
muzeme ,,vytvorit® pomoci logickych spojek =, A. Pfitom

(aVb) H —(—a A -b).

4. Mnozina A = {—, =} tvoif uplny systém logickych spojek.

Obdobné jako vyse si staci uvédomit, ze pomoci spojek = a = | vytvoiime®“ spojku V
a/nebo A.
(aVb) H (ma=10b) nebo (anb)H —(a= —b).
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5. Mnozina {A,V,=,<} (a tudiz ani zddnd jeji podmnozina) netvoil uplny systém
logickych spojek.

Staci si uvédomit, ze kazda formule obsahujici pouze spojky A, V, = a < je pravdiva v
pravdivostnim ohodnoceni ug, v némz jsou pravdivé vsechny logické proménné. Ovsem
formule —a (a je logickd proménnd) je v tomto ohodnoceni ug nepravdivé.

6. Kazda z mnozin {|} (tj. NAND) a {{} (tj. NOR) je dplny systém logickych spojek.

Uvazujme nejprve spojku NAND. Vyuzijeme fakt, ze {—, A} tvoi{ Uplny systém lo-
gickych spojek. Staci proto ,,vytvorit“ spojky — a A pomoci spojky |. A to je mozné,

protoze
—aH (ala) a (and)H=(a|b)H (a]b)](a]b).

Pro spojku | postupujeme analogicky, pouze pouzivdme {-,V} jako uplny systém
logickych spojek misto mnoziny {—, A}. Mame

—aH (ala) a (avd)H=(ald)H (ald)l(alb)

Vsimnéte si, ze ani pro spojku NAND ani pro spojku NOR neplati asociativni zakon, t;j.
neplati (o | 8) | v H a | (8| 7); obdobné pro |.

1.5 CNF a DNF

Kazdé formuli o n logickych proménnych odpovidd pravdivostni tabulka. Na tuto tabulku
se muzeme divat jako na zobrazeni, které kazdé n-tici 0 a 1 pfifazuje 0 nebo 1. Ano, fadek
pravdivostni tabulky je popsan n-tici 0 a 1, hodnota je pak pravdivostni hodnota formule pro
toto dosazeni do logickych proménnych. Zobrazeni z mnoziny vSech n-tic 0 a 1 do mnoziny
{0,1} se nazyva Booleova funkce. Naopak plati, ze pro kazdou Booleovu funkci existuje
formule, kterd této funkci odpovidd. V dalsim ukdzeme, ze dokonce muzeme volit formuli
ve specidlnim tvaru, v tzv. konjunktivnim normdlnim tvaru a/nebo disjunktivnim normdlnim
tvaru.

1.5.1 Booleova funkce.

Definice. Booleovou funkcin proménnych, kde n je prirozené ¢islo, rozumime kazdé zobrazeni
f:{0,1}" — {0,1}, tj. zobrazeni, které kazdé n-tici (x1,z2,...,x,) nul a jednicek pfifazuje
nulu nebo jednicku (oznacenou f(x1,Z2,...,%n))- O

1.5.2 Formule v disjunktivnim normalnim tvaru.
Definice. Literdl je logickd proménna nebo negace logické proménné. Minterm je literal nebo
konjunkce koneéné mnoha literdlu.

Rekneme, ze formule je v disjunktivnim normdinim tvaru, zkracené v DNF, jestlize je
mintermem nebo disjunkci koneéné mnoha mintermu. (I

1.5.3 Poznamka. Jestlize ve formuli, kterd je v DNF, obsahuje kazdy minterm vSechny
proménné, iikdme, ze se jednd o uplnou DNF.

Poznamenejme, ze nékteri autori pozaduji, aby minterm neobsahoval soucasné proménnou
i jeji negaci. My to ale nevyzadujeme.

1.5.4 Konvence. Z tvrzeni vime, ze pro spojky V a A plati asociativni zdkon; tj. jde-
li ndm jen o tautologickou ekvivalenci formuli, je jedno, jak ,zdvorkujeme* ve formuli, kterd
je disjunkci nebo konjunkci n, n > 1, formuli. Budeme proto v dalsim vynechdvat vnitini
zavorky tj. formuli, kterd je disjunkci formuli o, pro ¢ = 1,2, ..., n, zapisujeme

a1 VasV...Va,.

Obdobné pro konjunkci.
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1.5.5 Véta. Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule ¢ v DNF, kterd odpovida
Booleové funkci f. O

Zdtvodnéni. Jestlize funkce f ma vSechny hodnoty rovny nule, je ji odpovidajici formule
kontradikce. Kontradikci muzeme reprezentovat napt. formuli A =z (v naSem pfistupu se
jednd o minterm, tedy formuli v DNF).

Predpoklddejme, ze funkce f neni konstantni 0, tj. pro aspon jednu n-tici (z1, 2o, ..., Zy)
ma& hodnotu 1. Pro kazdou takovou n-tici utvorime minterm, ktery tuto n-tici popisuje takto:
je-li z; = 1 ddme do mintermu literdl z;, je-li z; = 0 ddme do mintermu literdl —x;. (Napf.
pro n-tici, kde 1 = 0 a ostatni x; = 1 ma odpovidajici minterm « tvar o = —x1 AzaA. .. AZy,.
Uvédomte si, ze « je formule, kterd je pravdivd pouze v jednom ohodnoceni; a to u(z1) =0,
u(xze) = u(zs) = ... = u(x,) = 1.) Vysledna formule je pak disjunkei vSech mintermu
odpovidajicich n-ticim, ve kterych je hodnota funkce f rovna 1.

Poznamenejme, ze takto vznikla formule je tplnd DNF.

1.5.6 Dusledek. Ke kazdé formuli « existuje formule 3, kterd je v DNF a navic o H .
O

Ano, nejprve zkonstruujeme Booleovu funkei f odpovidajici formuli o a k ni pak nasledné
tautologicky ekvivalentni formuli 5 v DNF.

1.5.7 Formule v konjunktivnim normalnim tvaru. Definice. Mazterm je literal nebo
disjunkce konecné mnoha literdlu.

Rekneme, ze formule je v konjunktivnim normdinim tvaru, zkracené v CNF, jestlize je
maxterm nebo konjunkci konetné mnoha maxtermdu. (I

1.5.8 Poznamka. Poznamenejme, ze maxtermu se také iikd klauzule a to hlavné v re-
zoluéni metodé. I my budeme davat prednost terminu klauzule.

V nékteré literatufe se pozaduje, aby maxterm neobsahoval soucasné logickou proménnou
i jeji negaci. My ale nic takového nevyzadujeme.

Jestlize kazdy maxterm/klauzule formule v CNF obsahuje vSechny proménné, iikdme, ze
se jednd o uplnou CNF.

1.5.9 Véta. Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule v v CNF, kterd odpovida
Booleové funkci f. O

Zdavodnéni. Jestlize funkce f mé vSechny hodnoty rovny 1, je ji odpovidajici formule
tautologie. Tautologii muzeme reprezentovat napi. formuli x V =z (coz je klauzule).

Piedpoklddejme, ze funkce f neni konstantni 1, tj. pro aspon jednu n-tici (z1,22,...,Zn)
m4 hodnotu 0. Vytvorime funkci f’ takovou, Ze m4 piesné opacné hodnoty nez f. To znamend

f(x1,29,...,2,) =1 praveé tehdy, kdyz ; f(z1,z2,...,2,) = 0.

K funkci f’ najdeme formuli 8 v DNF podle Hledanou formuli @ v CNF odpovidajici
funkci f dostaneme z formule =3 dvojim pouzitim de Morganova pravidla. Uvédomte si, ze
indukci podle n se lehce dokaze, ze pro kazdé n > 1 plati

(a1 ANag Ao ANay) H (bag Vmas VLoV ooag).

Poznamenejme, ze takto vznikld formule je iplnd CNF.

1.5.10 Pozorovani. V dukazu predchozi véty jsme také mohli postupovat piimo, podobné
jako ve veété [1.5.5] jen s tim, ze bychom popisovali fadky obsahujici 0, v piipadé, ze by x;
méla hodnotu 0, do formule bychom dali literal —x;, jinak literdl z; a zaménili disjunkci s
konjunkci a naopak.
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1.5.11 Dausledek. Ke kazdé formuli « existuje formule 3, kterd je v CNF a navic o H .
O

1.5.12 Karnaughovy mapy. Pro zjednoduSeni formuli v disjunktivni a konjunktivni
normdlni formé (viz a[1.5.9) je mozné pouzit tzv. Karnaughovy mapy. Vhodné je to
hlavné pro tii nebo ¢tyti logické proménné.
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1.6 Booleovsky kalkul.

Ozna¢me x = u(a) a y = u(b). Pak pro pravdivostni ohodnoceni u plati:

u(aVvb) = max{u(a),u(b)} = max{z,y},
u(aAb) = min{u(a),u(b)} = min{x,y},
u(-a) = 1l—-wufa)=1-=z.

1.6.1 Booleovské operace. To motivuje zavedeni booleovskych operaci (pro hodnoty 0,
1) takto:

logicky sou¢in  z-y = min{x,y},
logicky soucet = +y = max{x,y},
doplnék T = 1—=x.

Pro tyto operace plati fada rovnosti, tak, jak je zndme z vyrokové logiky. Uvédomte si, ze se
vlastné jednd o preformulovéni tvrzeni

1.6.2 Tvrzeni. Pro vSechna z,y,z € {0,1} plati:
l.xz=2z, x+2=u;
2.xy=y-x, c+y=y+ux;
Box-(y-2)=(-y) -z r+y+tz)=(+ty+z
4. z-(y+a)=z, z+ (y-z) =

S.2-(ytz)=( -y +(@-2), z+(y 2)=(@+y) (@+2)

&
Sl

:x;
7. 2+y=2-Y, - y=7T+7;
. x+x=1, x-x=0;

10. z4+1=1, 2+ 0==x.

O

1.6.3 Booleovy funkce v DNF a CNF. Nyni muzeme Booleovu funkci psat pomoci
vySe uvedenych operaci, napf.

flz,y,2) =TYZ+TY2z +TYz+Tyz +x7=2
a fikat, ze jsme Booleovu funkci napsali v disjunktivni normdini formé. Rovnost opravdu plati;
dosadime-li za proménné Booleovy funkce jakékoli hodnoty, pak prava strana rovnosti urcuje

hodnotu Booleovy funkce f. Obdobné jako jsme Booleovu funkci f napsali v disjunktivni
normalni formé, muzeme ji také napsat v konjunktivni normdlni formé a to takto:

fl@y,2)=F+y+2)@T+7+2)(T+7y+2).

1.6.4 Véta. Kazdou Booleovu funkci 1ze napsat v disjunktivni normalni formé i v kon-
junktivni norméalni forme. (I
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1.7 Sémanticky dusledek

1.7.1 Mnozina formuli pravdiva v ohodnoceni.

Definice. Rekneme, ze mnozina formuli S je pravdivd v ohodnoceni u, jestlize kazd4 formule
z S je pravdiva v u, tj. jestlize u(yp) = 1 pro vSechna ¢ € S. O

Uvédomte si, ze mnozina formuli S je nepravdiva v ohodnoceni u, jestlize existuje formule
p € 5, kterd je nepravdivd v ohodnoceni u.

1.7.2 Poznamka. Fakt, Zze mnozina formuli S je pravdivd v ohodnoceni u zapisujeme téz
u(S) = 1; fakt, ze S je nepravdivd v u, zapisujeme také u(S) = 0.

Poznamejme. ze prazdnd mnozina formuli je pravdiva v kazdém ohodnoceni. Ano, kazda
mnozina je v daném ohodnoceni v bud pravdivd nebo nepravdivd. Vezméme libovolné
ohodnoceni u; prdzdnd mnozina v ném nemuze byt nepravdivd, to by musela existovat formule
© € (), kterd by byla v u nepravdivd. Proto je ) v u pravdiva.

1.7.3 Splnitelna mnozina formuli.

Definice. Rekneme, ze mnozina formuli S je spinitelnd, jestlize existuje pravdivostni ohod-
noceni u, v némz je S pravdivd. V opactném piipadé se mnozina S nazyva nesplnitelnd.
O

1.7.4 Poznamenejme, ze z predchozi poznamky vyplyva, Ze prazdnd mnozina formuli je
splniteln4, nebot je pravdiva nejen v jednom, ale dokonce ve viech pravdivostnich ohodnoceni.

1.7.5 Sémanticky dusledek.

Definice. Rekneme, ze formule ¢ je konsekventem, téz sémantickym nebo tautologickym
disledkem mnoziny formuli S, jestlize ¢ je pravdivd v kazdém ohodnoceni w, v némz je
pravdiva S. O

1.7.6 Znaceni. Fakt, Ze formule ¢ je konsekventem mnoziny S, oznac¢ujeme S | . Je-li
mnozina S prézdnd, piSeme = ¢ misto 0 = . Je-li mnozina S jednoprvkovd, tj. S = {a},
piseme a | ¢ misto {a} | ¢.

1.7.7 Poznamka. Definici sémantického dusledku muzeme preformulovat nasledovné:
S | ¢ prave tehdy, kdyz u(S) < u(p) pro kazdé ohodnoceni u.

Uvédomte si také, ze ¢ neni sémanticky disledek mnoziny formuli S, tj. neplat{ S | ¢,
praveé tehdy, kdyz existuje pravdivostni ohodnoceni u takové, ze mnozina S je v ném pravdiva
a formule ¢ ne.

1.7.8 Priklady. Pro kazdé formule o, 3, v plati
Ao a=BEEB.

Aa= 8,78} F —a

3. {avBa=y,8=7}F"

4. {a= p,a= -p} | -a.
Aa=B8,8=7}tE (a=1).

6. {(aAB) =7, (an=p) =} (a=7).

—_

[\

(a8
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1.7.9 Tvrzeni.

1. Je-li S mnozina formuli a ¢ € S, pak ¢ je konsekventem S. Jinymi slovy S = ¢ pro
kazdou ¢ € S.

2. Tautologie je konsekventem kazdé mnoziny formuli S.

3. Formule ¢ je tautologie pravé tehdy, kdyz je konsekventem kazdé mnoziny S a to je
pravé tehdy, kdyz je konsekventem prazdné mnoziny formuli.

4. Kazda formule je konsekventem nesplnitelné mnoziny formuli.

5. Méame dvé mnoziny formuli M a N takové, ze M C N. Pak kazdy konsekvent mnoziny
M je také konsekventem mnoziny N, tj. je-li M |= ¢, pak N | .

6. Je-li ¢ konsekventem mnoziny formuli {a;, ..., o} a kazda formule a; je konsekventem
mnoziny formuli S, pak ¢ je konsekventem S.

7. Jestlize S = a i S & —a pro néjakou formuli o, pak S je nesplnitelnd mnozina formuli.

O

1.7.10 Poznamka. Uvédomme si, ze « H [ prévé tehdy, kdyz plati soucasné a = 5 a
také B = a.

1.7.11 Tvrzeni. Pro kazdé dvé formule a a § plati:

a = préve tehdy, kdyz « = 8 je tautologie.

1.7.12 Veéta. Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati

S E ¢ prave tehdy, kdyz SU{—¢} je nesplnitelna.

Dikaz: Jednd se o ekvivalenci dvou tvrzeni, musime proto dokazat dvé implikace.

1. Predpokladejme, ze plati S |= . Musime ukézat, ze neexistuje ohodnoceni u, ve kterém
by mnozina S U {—¢} byla pravdivd. Uvazujme libovolné ohodnocen{ u. Pak bud’ plati
u(S) =0 (tj. S neni pravdivd v u), nebo u(S) =1 (tj. S je pravdivd v u).

Kdyz u(S) = 0, pak u(SU{—¢}) = 0, nebot pfiddnim formule se z nepravdivé mnoziny

pravdiva stat nemuze.

Kdyz u(S) = 1, pak u(p) = 1 a proto u(—¢) = 0 a mnozina S U {—¢} je nepravdivd v
u.

Tedy neexistuje ohodnoceni, ve kterém by mnozina S U {—p} byla pravdivd, tudiz je
nesplnitelna.

2. Predpoklddejme, Ze mnozina S U {—¢} je nesplnitelnd. Uvazujme ohodnoceni u, ve
kterém je S pravdiva. Pak u(—¢) = 0, jinak by u(S U {-¢}) =1, a SU{=p}) by byla
splnitelnd. Tedy u(¢) = 1, a proto S | ¢.
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1.7.13 Véta o dedukci. Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a ¢ plati

SU{¢} Ev prave tehdy, kdyz S = (¢ = ).

Dikaz: Opét je tieba dokédzat dvé implikace.
1. Piedpoklddejme, ze plati S U {¢} = 9. Uvazujme libovolné ohodnoceni u, ve kterém je
pravdivé mnozina S. V tomto ohodnoceni je formule ¢ bud’ pravdivd nebo nepravdiva.

Piedpoklddejme, ze u(p) = 1, pak u(S U {¢}) = 1 a proto u(¢)) = 1. To ale znamens,
ze formule ¢ = 9 je pravdiva v u.

Piedpoklddejme, ze u(p) = 0. Pak ale u(¢ = 1) = 1 nezdvisle na pravdivosti ¢i
nepravdivosti formule .

V obou piipadech je formule ¢ = 1 pravdiva. Proto plati u(¢ = ) = 1, coz dokazuje
SE (=)

2. Predpoklddejme, zZe plati S = (¢ = ). Uvazujme libovolné ohodnoceni u, ve kterém
je pravdivd mnozina S U {p}. Pak plati u(S) =1 a tudiz u(¢ = ¢) = 1. Protoze navic
u(p) = 1, musi platit i u(¢)) = 1. Dokdzali jsme S U {¢} = 1.
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1.8 Rezoluéni metoda ve vyrokové logice

1.8.1 Klauzule — pfipomenuti. Je ddna mnozina logickych proménnych A. Literdl je
bud’ logickéd proménnd (tzv. pozitivni literdl) nebo negace logické proménné (tzv. negativni
literdl). Komplementdrnd literdly jsou literdly = a —x, kde z je logickd proménna. Klauzule je
literal nebo disjunkce koneéné mnoha literalu.

Za klauzuli budeme povazovat jesté formuli F zastupujici kontradikci, kterou budeme
nazyvat prdzdnd klauzule.
Nepiesné se na prazdnou klauzuli F muzeme divat jako na ,disjunkci zddného literdalu®.

1.8.2  Rezolu¢ni metoda rozhoduje, zda dand mnozina klauzuli je splnitelnd nebo je
nesplnitelnd. Tim je také ,univerzalni metodou® pro feseni zékladnich problému ve vyrokové
logice, nebot:

1. Dand formule ¢ je sémantickym dusledkem mnoziny formuli S prévé tehdy, kdyz
mnozina S U {—¢} je nesplnitelna.

2. Ke kazdé formuli a existuje mnozina klauzuli S, takova, ze S, i a jsou pravdivé ve
stejnych ohodnoceni.

1.8.3 Konvence. Pro jednoduchost zavedeme nésledujici konvenci: Mame déanu klauzuli
C aliterdl p, ktery se v C vyskytuje. Pak symbolem C'\ p ozna¢ujeme klauzuli, ktera obsahuje
v8echny literdly jako C kromé p. Jestlize C' = p, pak C'\ p je préazdnd klauzule F.

Tedy napt. je-li C = -z V y V =z, pak
C\—-z=-zVy.

1.8.4 Resolventa dvou klauzuli.

Definice. Rekneme, 7e klauzule D je resolventou klauzuli Cy a Cy, jestlize existuje logicka
proménna x takovd, ze literdl = se vyskytuje v klauzuli Cq, literdl —z se vyskytuje v klauzuli
Cy a D obsahuje vSechny literdly z klauzule Cy \ = a z klauzule Cs \ -z s tim, ze kazdy
lirerdl obsahuje pouze jednou. Jestlize obé klauzule Cy \ x, C3 \ =z, neobsahuji zadny literél,
je resolventou prazdna klauzule F.

Rikdme téz, ze klauzule D je resolventou Cy a Cy podle x a znaéime D = res;(C1,Cq). O

Poznamenejme, Ze resolventu D muzeme zapsat téz takto:
D=(Ci\z)V(Cy\ —x)
s tim, ze D obsahuje kazdy literdl pouze jednou (i kdyby byl obsazen v C; \ z i Cs \ —z).

1.8.5 Poznamka. Mohou existovat dvé klauzule Cy a Cy, které maji resolventy podle dvou
ruznych logickych proménnych. V takovém piipadé jsou obé resolventy tautologie.

1.8.6 Tvrzeni. Mame dany dvé klauzule C1,C5 a ozna¢me D jejich resolventu. Pak D je
sémanticky dusledek mnoziny {C7, Ca}. O

Dikaz: Predpoklddejme, ze mnozina {Cy,Cs} je pravdivd v ohodnocen{ u. Uvazujme resol-
ventu D = (Cy \ p) V (Ca \ —p).

Mohou nastat dva piipady: u(p) = 0 nebo u(p) = 1. Predpoklddejme, ze u(p) = 0. Protoze
u(Cy) =1a Cy = (Cy\p)Vp, dostdvdme u(Cy \ p) = 1. Proto u(D) = 1.

Predpoklddejme, ze u(p) = 1. Protoze u(C2) = 1 a Co = (Cy \ —p) V —p, dostdvame
u(Cy \ =p) = 1. Proto u(D) = 1.

Ukéazali jsme, ze resolventa D je pravdiva v ohodnoceni u.
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1.8.7 Veéta. Mame danu mnozinu klauzuli S a ozna¢me D resolventu nékterych dvou
klauzuli z mnoziny S. Pak mnoziny S a S U {D} jsou pravdivé ve stejnych ohodnoceni.
O

Jednd se o dusledek ptredchoziho tvrzeni. Jestlize v néjakém ohodnoceni u je pravdiva
mnozina {Cy,Cs, D}, tak je v ném pravdivd i mnozina {Cy,Cy}. Pfedpoklddejme tedy, ze
mnozina {Cy,Cs} je pravdivd v ohodnoceni u. Protoze D je sémanticky dusledek mnoziny
{C4,Cs}, je D pravdivé v u. To ale znamend, ze v u je pravdivd mnozina {Cy,Cq, D}.

1.8.8 Rezoluéni princip. Je ddna mnozina klauzuli S. Oznac¢me
R(S) =S U{D | D je resolventa néekterych klauzuli z S}
Definujme

R(S) = S
R™Y(S) = R(RY(S)) pro ieN
R7(S) = [J{R'(S)]i>0}

Je-li mnozina S koneéna (obsahuje-li S jen koneéné mnoho logickych proménnych), pak
pro vypocet R*(S) nemusime spocitat ,nekoneéné mnoho“ mnozin R™(S). Je to proto, ze pro
kone¢nou mnozinu logickych proménnych existuje jen koneéné mnoho klauzuli, které muzeme
piidat. Musi tedy existovat n takové, ze R™(S) = R"*1(S). Pro toto n plati R"(S) = R*(S).

1.8.9 Véta (Rezoluéni princip.) Koneénd mnozina klauzulf S je splnitelnd préavée tehdy,
kdyz R*(S) neobsahuje prazdnou klauzuli F. O

1.8.10 Zékladni postup. Predchozi véta dava ndvod, jak zjistit, zda dand konec¢na
mnozina klauzuli je splnitelnd nebo je nesplnitelna:

1. Ke kazdé formuli ¢ z mnoziny M najdeme tautologicky ekvivalentni formuli v, v CNF.
Mnozinu M pak nahradime mnozinou S vsech klauzuli vyskytujicich se v nékteré
formuli a,. Klauzule, které jsou tautologiemi, vynechame. Jestlize ndm nezbude zadna
klauzule, mnozina M se sklddala z tautologii a je splnitelnd (dokonce pravdiva v kazdém
pravdivostnim ohodnocent).

2. Vytvofime mnozinu R*(S).

3. Obsahuje-li R*(.S) prézdnou klauzuli, je mnozina S (a tedy i mnozina M) nesplnitelnd,
v opacném pripadé jsou S a M splnitelné.

Je ziejmé, ze konstrukce celé mnoziny R*(S) muze byt ndroénd a téz zbyteénd — staci
pouze zjistit, zda R*(S) obsahuje F.

1.8.11 Vyhodnéjsi postup — rezoluéni algoritmus. Existuje jesté jeden postup, jak
vyuzit rezoluéni metodu. Ten je jednodussi a nejen odpovi na otazku, zda koneénd mnozina
klauzuli S je splnitelnd nebo nesplnitelnd, ale umozni ndm v piipadé splnitelnosti mnoziny
sestrojit aspon jedno pravdivostni ohodnoceni, v némz je mnozina S pravdiva. Zékladni
princip postupu spoc¢iva v tom, ze k dané mnoziné klauzuli S s k logickymi proménnymi
zkonstruujeme novou mnozinu klauzuli S, kterd ma o jednu logickou proménnou méné a
plati, ze S je splnitelnd pravé tehdy, kdyz S je splnitelna. To déldme tak dlouho, dokud bud
nedostaneme jako resolventu prazdnou klauzuli (vychoz{ mnozina klauzuli je nesplnitelnd),
nebo nedostaneme prazdnou mnozinu klauzuli (vychoz{ mnozina klauzuli je splnitelnd).

Jeden krok postupu je tento: Mame kone¢nou neprazdnou mnozinu klauzuli S, kde zadna
klauzule neni tautologie. Vybereme jednu logickou proménnou (oznacéme ji z), kterd se
v nékteré z klauzuli z S vyskytuje.

Najdeme mnozinu klauzuli S; s témito vlastnostmi:
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1. Zadn4 klauzule v S; neobsahuje logickou proménnou z.
2. Mnozina Sy je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S.

Mnozinu S; vytvoiime takto: Rozdélime klauzule mnoziny S do ti{ skupin:
My se sklada ze vsech klauzuli mnoziny S, které neobsahuji logickou proménnou z.
M, se skldda ze vsech klauzuli mnoziny S, které obsahuji literal z.

M_,, se skldda ze vSech klauzuli mnoziny S, které obsahuji literdl —z.

Ozna¢me N mnozinu vsech resolvent klauzuli mnoziny S podle logické proménné z (tj.
resolvent vzdy jedné klauzule z mnoziny M, s jednou klauzulf z mnoziny M_,), které nejsou
tautologie.

Polozime S = My U N.

1.8.12 Tvrzeni. Mnozina klauzuli S; zkonstruovand vyse je splnitelnd pravé tehdy, kdyz
je splnitelnd mnozina S. ([l

Diikaz tohoto tvrzeni uvedeme pozdéji, viz. [1.8.18

1.8.13  Uvédomte si, ze mnozina S; obsahuje o jednu logickou proménnou méné nez
mnozina S: Klauzule z mnoziny M logickou proménnou x neobsahuji a to samé plati klauzule
z N — resolventy podle logické proménné z. Navic, mnozina S je splnitelnd pravé tehdy, kdyz
je splnitelnd mnozina S .

Nyni opakujeme postup pro mnozinu S;. Postup skonéi jednim ze dvou moznych zptsobu:

1. Pii vytvareni resolvent dostaneme prazdnou klauzuli F. Tedy S je nesplnitelna.
2. Dostaneme prazdnou mnozinu klauzuli. V tomto piipadé je S splnitelnd, protoze
prazdna mnozina formuli je splnitelna.

1.8.14 Je vyhodné piedchozi postup znézornovat v tabulce. Na zac¢atku prace utvorime
tabulku, kterd obsahuje pro kazdou klauzuli mnoziny S jeden sloupec. V prvnim fadku
vybereme jednu proménnou, feknéme z, a fadek oznac¢ime x. Prochdzime neoznacené sloupce
tabulky. Jestlize klauzule odpovidajici sloupci neobsahuje proménnou x, sloupec presko¢ime.
Jestlize klauzule sloupce obsahuje literdl = (tj. klauzule pati{ do mnoziny M, ), napiSeme do
sloupce 1. Jestlize klauzule odpovidajici dosud neozna¢enému sloupci obsahuje literdl —x (tj.
pati{ do mnoziny M_,), napiseme do sloupce 0.

Vybereme libovolnou klauzuli C, kterd méa v fadku proménné x znak 1, a libovolnou
klauzuli Co, kterd méa v fadku 0. Sloupec pro jejich resolventu podle x pfidame v piipadeé,
ze se jednd o novou klauzuli, kterd neni tautologie (tj. pridavédme sloupce pro nové klauzule
z mnoziny N). Jestlize zadny sloupec neni v fddku oznacen 1 (M, = () nebo zadny sloupec
nenf v fddku oznacen 0 (M-, = @), nepfidadvame nic.

Jestlize jsme ptidali prazdnou klauzuli, vypocet koné¢i, mnozina S je nesplnitelné. Jestlize
kazdy sloupec jiz ma 1 nebo 0, vypocet ukonéime, mnozina S je splnitelna.
Tim jsme ukonéili prvni krok.

Ve druhém kroku se zajimédme jen o sloupce tabulky, které nemaji jesté ani ¢islo 1 ani 0
(tyto sloupce tvoii mnozinu S7). Opét vybereme proménnou, kterd se v nékteré ze zbylych
klauzuli vyskytuje. Postupujeme déle jako v kroku 1.

Cely postup tedy koné& bud pfiddnim prazdné klauzule, v tom piipadé je mnozina
S nesplnitelnd, nebo vycCerpanim neoznacenych sloupcti, v tomto piipadé je mnozina S
splnitelna.

Je-li mnozina S splnitelnd, tak jedno pravdivostni ohodnoceni, ve kterém je mnozina S
pravdivd, dostaneme zpétnym postupem v tabulce (piiklad je uveden v ?7].
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1.8.15 Piiklad. Pomoci rezoluéni metody rozhodnéte, zda mnozina klauzuli
S={zVyV-z,~z,zVyVz,xV-yz VtVou,-tVw}

je splnitelnd. Je-li splnitelnd, najdéte pravdivostni ohodnoceni, ve kterém je S pravdiva.

Reseni. Postup si znézornime v nésledujici tabulce Tabulka ma jeden sloupec pro kazdou
klauzuli mnoziny S.

zVyV-z|~x|zVyVzizV-y|zVEVo|-tVw
y: 1 1 0 zV-z|zVz
x: 0 1 1 |—z|z
z 1 011 F‘

Tabulka 1.1: Tabulka pro rezoluéni metodu

Nejprve odstranime logickou proménnou y: Prvni fadek tabulky je oznacen y. Nyni v tomto
fadku napiseme do sloupce 1, jestlize dand klauzule obsahuje literal y, a napiSeme 0, jestlize
odpovidajici klauzule obsahuje literal —y. Jestlize dana klauzule neobsahuje proménnou y, do
sloupce nepiseme nic. K tabulce pfiddme za kazdou resolventu podle proménné y, kterd neni
tautologie, dalsi sloupec odpovidajici této resolventé. Jsou to sloupce odpovidajici klauzulim:

xV -z =resy(xVyV-oz,zV-oy) a xVz =resy(zVyVzzV-y).

Mnozina S; se sklada ze vSech klauzuli, jejichz sloupce nejsou oznaceny, tj. neobsahuji ani 1,
ani 0. Médme
Sy ={-x,z VtVou,~tVw,zV-z,zVz}

V dalsim kroku vybereme dalsi logickou proménnou, napt. x, a postupuje obdobné jako
v kroku 1. Dostaneme mnozinu klauzuli Sy (kterd jiz neobsahuje ani logickou proménnou y,
ani x):
Sy ={2VtVu,tVw, -z z}.

Uvédomte si, ze plati: mnozina S je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina Ss.

Déle vybereme logickou proménnou z. Protoze devaty sloupec odpovida klauzuli z a desaty
klauzuli —z, je jejich resolventa prazdna klauzule F. Tim jsme ukézali, ze mnozina S5 je
nesplnitelnd a proto jsou nesplnitelné i mnoziny klauzuli S; a S. Tedy odpovéd je: S je
nesplnitelna.
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1.8.16 Piiklad. Pomoci rezoluéni metody rozhodnéte, zda je splnitelnd mnozina klauzuli
S={aV-d, -bV-c,bVd, bV -e aVecVd, naVd}

Jestlize je splnitelnd, najdéte pravdivostni ohodnoceni, ve kterém je S pravdiva.

Reseni: Postupujeme obdobné jako v minulém piikladé. Dostaneme nasledujici tabulku
(Uvedomte si, ze tvar tabulky je uréen poradim vybéru jednotlivych logickych proménnych.)

aV-d|-bV-c|lbVd|—-bV-e|laVecVd|—aV-d
0
0 1 aV-bvd

aVd

SIT|QIR
—
[en]

Tabulka 1.2: Piiklad tabulky pro splnitelnou mnoZinu

Vsimnéte si, ze v predposlednim fadku jsme nepftidali sloupec pro jednu resolventu; je to
proto, ze resq(—a V —d,a V d) je tautologie a V —a.

7 tabulky je patrné, ze mnozina S je splnitelnd, protoze nakonec jsme ziskali prazdnou
mnozinu klauzuli — nezbyl zadny neoznaceny sloupec — a prazdna mnozina je pravdiva ve
v8ech ohodnocenich, tudiz je splnitelna.

Nyni z tabulky odvodime pravdivostni ohodnoceni, ve kterém je mnozina S pravdiva.
Postup je zndzornén v tabulce

aV-d|-bV-c|lbVd|-bV-e|laVeVd|—aV-d
e: 0
c: 0 1 aV-bVvd
b: 1 0 aVd
d: 0 0 1 a
a: 1
T1 T4 13 15 1 T2 1 T T

Tabulka 1.3: Konstrukce pravdivostniho ohodnoceni

Posledni fadek tabulky byl ohodnocen proménnou a. Protoze v tomto radku mame 1,
prohldsime literdl a za pravdivy, tj. polozime u(a) = 1. Oznacéime si v tabulce vSechny
klauzule, které se touto volbou u(a) = 1 stanou pravdivé (oznaceny jsou Sipkou s ¢islem 1).

Nyni pfistoupime k predposlednimu fadku tabulky. Sloupce, které nejsou oznacené Sipkou
1, obsahuji v tomto fadku uz jen 0. Rozsifime proto pravdivostni ohodnoceni u tak, aby literal
—d by pravdivy, tj. polozime u(d) = 0. Oznaéime Sipkou s indexem 2 ty klauzule, které se
touto volbou stanou pravdivé (a nestaly se pravdivé jiz v predchozim kroku).

Obdobnym zpusobem postupujeme v tabulce nahoru az zajistime, ze vSechny klauzule
obsazené v tabulce budou pravdivé: dostaneme u(b) = 1, u(c) = 0 a u(e) = 0.

Je snadné se presvédéit, ze v takto definovaném pravdivostnim ohodnoceni je puvodni
mnozina klauzuli S pravdiva.

1.8.17 Poznamka. V predchozim ptikladé jsme definovali pravdivostni ohodnoceni pro
vSechny logické proménné, které se v mnoziné S nachézely. To se nemusi stat vzdy. V ptipadeé,
7e zajistime pravdivost vSech klauzuli nezdvisle na nékteré logické proménné, znamen4 to, ze
tuto proménnou muzeme definovat libovolné.

Uvédomte si, ze z jedné tabulky obecné nedostaneme vSechna pravdivostni ohodnoceni,
ve kterych je puvodni mnozina pravdiva. Pii jiném pofadi proménnych jsme mohli dostat
jind ohodnoceni.
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Téz se muze stat, ze pii zpétném postupu v nékterém fadku, feknéme logické proménné
t, nezbude ani 0, ani 1. V takovém piipadé musime zkusit obé moznosti — definovat u(t) =1
a kdyz tato volba nevede k cili, tak u(t) = 0. Jedna z moznosti povede k cili.

1.8.18 Diikaz tvrzeni|[1.8.12] Pripomenme postup, jehoz spravnost budeme dokazovat.
Méme konecnou mnozinu klauzuli S, kde zadna klauzule neni tautologii. Zvolime jednu
logickou proménnou (ozna¢me ji x), kterd se v nékteré z klauzuli z S vyskytuje.

e Rozdélime klauzule mnoziny S do ti{ skupin:
My se sklada ze vSech klauzuli mnoziny S, které neobsahuji logickou proménnou .
M, se skldd4 ze vsech klauzuli mnoziny S, které obsahuji positivni literal z.

M_,, se sklada ze vSech klauzuli mnoziny S, které obsahuji negativni literdl —z.

e Oznac¢ime N mnozinu vSech resolvent klauzuli mnoziny S podle literdlu x, které nejsou
tautologiemi; tj. N = {D|D = res,(C,C"),C € M,,C’" € M_, a D neni tautologie}.

e Polozime S; = My U N.
Dokazeme, ze Sy je splnitelnd préavé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S.

Dikaz: Piedpoklddejme, ze mnozina klauzuli S je splnitelnd. To znamena, ze existuje
pravdivostni ohodnocen{ u takové, ze u(S) = 1.

Pak u(My) = 1, protoze My C S. Navic u(N) = 1, protoze v N jsou jen resolventy klauzul{
z mnoziny S a ty jsou (podle|1.8.7) pravdivé v u. Tedy u(S1) = 1 a Sp je splnitelnd mnozina.

Predpokladejme, ze mnozina S; je splnitelna. Existuje proto ohodnoceni u takové, ze
Nyn{ u(My) = 1, protoze My C S;. Ukdzeme, Ze muzeme zadefinovat hodnotu u(x) tak,
aby také obé mnoziny M, a M_, byly pravdivé v u.

Muze nastat jeden ze dvou ptipadu

1. V8echny klauzule v M, jsou pravdivé nezavisle na ohodnoceni logické proménné ux;
jinymi slovy, v kazdé klauzuli z M, je pravdivy aspon jeden literal jiny nez x.

V tomto piipadé polozme u(z) := 0, tj. u(—x) = 1 a vSechny klauzule z M_, jsou
automaticky pravdivé v u, protoze obsahuji literal —z. Tedy u(S) = 1.

2. Existuje klauzule C' € M,, jejiz vSechny literdly rizné od literdlu = jsou nepravdivé;
jinymi slovy, u(C'\ z) = 0.

Uvazujme libovolnou klauzuli C" € M_,. Ukédzeme, ze u(C’' \ —x) = 1, tj. ukdzeme, zZe
C' je pravdivd v u nezdvisle na literdlu —x.

Protoze D = res,(C,C") patii do mnoziny N, je u(D) = 1. Pfitom D = (C'\ z) V (C"\
—z). Vime, ze u(C \ ) = 0, mus{ proto byt u(C"\ —z) = 1, a tudiz klauzule C" \ -z je
pravdivd v u nezdvisle na hodnoté z. To ndm umoziuje definovat u(z) = 1. Tim jsme
dostali ohodnoceni, ve kterém jsou pravdivé obé mnoziny M, i M_,; tedy je pravdiva
i celd mnozina S.

1.9 Prirozena dedukce

V piedchozim textu jsme se zabyvali sémantickym dusledkem ve vyrokové logice. Matematickd
logika studuje také tzv. logicky dusledek, to je otdzku, ktery vyrok/formule logicky vyplyva
z dané mnoziny vyroku/formuli. Formalizace tohoto pojmu je zhruba nésledujici: Formule
a je logickym dusledkem mmnoziny formuli S, jestlize je mozno ji odvodit z S v nékterém
»Spravném“ odvozovacim systému. Spravny odvozovaci systém pro nas bude ten, ktery je
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e bezesporny — odvozovanim z prazdné mnoziny predpokladi nevyplyvé aspoil jedna
formule,

e a uplny — v8e, co je pravdivé v ném odvodime, tj. odvodime kazdy sémanticky dusledek.
V nésledujicim textu ptiblizime odvozovaci systém, ktery se nazyva prirozend dedukce.
Uvédomte si, ze se bude jednat jen o velmi struény ¢astec¢né ,intuitivni“ avod do problematiky

Zminime zde dva odvozovaci systémy:

e Hilbertuv systém: obsahuje tii typy axiomu — formuli, které se ,mohou pouzit“

kdekoli, a jedno jediné odvozovaci pravidlo, tzv. Modus ponens, kde z formuli « a a =
lze vyvodit formuli 5.

e Prirozena dedukce, odvozovaci systém, ktery nema axiomy, ale vyuziva pomocnych
predpokladu uvniti odvozeni.

1.9.1 Ptirozena dedukce ve vyrokové logice. Systém odvozovacich pravidel pfirozené
dedukce obsahuje pro kazdou logickou spojku —, V, A a = pravidla. Pravidla, kterad spojku
yzavadi®, tj. umoznuji napsat formuli s touto spojkou, druha spojku ,odstranuji“. Prvnim
pravidlum F{kdme I-pravidla (,,I* pro introduction, tj. zaveden{), druhym E-pravidla (,E¢ pro
elimination, neboli odstranénf).

1.9.2 Odvozeni. Posloupnost formuli ¢1, @2, ..., @, se nazyva odvozeni z predpokladi S
praveé tehdy, kdyz

e kazd4 formule ¢; je bud pfedpoklad (tj. ¢; € S), nebo je pomocny piedpoklad,
nebo vznikla z pfedchazejicich formuli pomoci nékterého odvozovactho pravidla, ktera
popiseme déle;

e vSechny pomocné piredpoklady jsou jiz pasivni, téz vysvétlime dale.

O

1.9.3 Odvozovaci pravidla. Jsou dany formule ¢, ¥ a a. Nejprve uvedeme pravidla,

ktera nepotiebuji tzv. boxy — ,vlozena odvozeni“:
I-pravidla pro A: ¢, ¥ p, Y E-pravidla pro A: pAY pAY
eAY YA @ (4
E-pravidlo pro = (také zvané Modus Ponens): ¢, ¢ = 9
(g
I-pravidla pro V: %) © E-pravidlo pro —: -
eVY YV ¢

Dalsi pravidla vyzaduji vlozena odvozeni, téz ,boxy“. Boxy se pouzivaji tak, ze box za¢ing
tzv. pomocnym piredpokladem, pro kazdy box pouze jeden pomocny predpoklad, ktery uvnitf
celého boxu muzeme ,,volné“ pouzivat. Box je mozné uzaviit pouze na zakladé nékterého
pravidla, které boxy obsahuje. Tim, Ze toto pravidlo pouzijeme, stava se pomocny predpoklad
Lpasivni“ a box uzavirame.

Prvni z nich je

I-pravidlo pro = @

el
=1

Marie Demlova: Logika a grafy Pf. 5: 6/3/2018



1.9. Ptirozena dedukce [190526-1209) 21

Pii pouzivani I-pravidla pro = budeme tikat, ze ¢ je pomocny predpoklad aktivni uvniti
celého pododvozeni. Dospéjeme-li k zdvéru (tj. formuli ¢ = ), fekneme, Ze jsme tento
pomocny piedpoklad eliminovali a on se stal pasivnim pomocnym predpokladem.

Dalsi pravidla s pododvozenimi jsou

E-pravidlo pro V: © W
eV, a |, «@ nebo VY, p=a, V=«
a a
I-pravidlo pro —: (%
a N\ o
e

1.9.4 Logicky dusledek. Formule ¢ je logicky dusledek mnoziny formuli S (fikdme jim
predpoklady), téz logicky vyplyvd z S, jestlize existuje odvozeni z S takové, ze ¢, = ¢.
Zapisujeme S F ¢. O

1.9.5 Theorém. Formule « se nazyva theorém, jestlize je logickym dusledkem prazdné
mnoziny piedpokladu. O

1.9.6 Véta o uplnosti. Pro kazdou mnozinu formuli S a formuli ¢ plati
St ¢ prave tehdy, kdyz S ¢.

d

1.9.7 Poznamka. Uk&zat, ze formule o, kterd mé odvozeni z predpokladi S, je sémantickym
disledkem mnoziny S, neni obtizné. Je to proto, ze zavér kazdého pravidla ptirozené dedukce
je sémantickym dusledkem predpokladu. Toto ukazuje, Ze prirozena dedukce je bezespornym
odvozovacim systémem.

Druhou implikaci, totiz, ze kazdy sémanticky dusledek a mnoziny formuli S ma téz
odvozeni z S, je daleko tézsi dokazat. Dukaz je neptimy; ukaze se, ze neni mozné, aby odvozeni
nemél. Tato implikace pak tika, ze prirozena dedukce je uplny odvozovaci systém.

1.9.8 7 véty o uplnosti také vyplyva nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni. Formule je theorém pravé tehdy, kdyz je to tautologie. ([
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Kapitola 2

Predikatova logika

Ne vsechny logicky spravné tsudky se daji zachytit/zduvodnit vyrokovou logikou. Napf. z
pravdivosti vét: Ndslednik sudého cisla je cislo liché. Cislo 3 je ndslednik cisla 2. Cislo 2 je
sudé. vyplyva tvrzeni Cislo 3 je liché.

Takovyto tsudek v predikatové logice zduvodnit lze.

2.1 Syntaxe predikatové logiky

Nejprve zavedeme syntaxi predikatové logiky, tj. uvedeme pravidla, podle nichz se tvori
syntakticky spravné formule predikatové logiky. Vyznam a pravdivostni hodnota nas bude
zajimat az dale.

Spravné utvorené formule budou fetézce (posloupnosti) symbola tzv. jazyka predikdtové
logiky.

2.1.1 Jazyk predikatové logiky L. Jazyk predikdtové logiky se sklada z
1. logickych symbolu, tj.:

a) spocetné mnoziny individudlnich proménnych: Var = {z,y,..., z1,22,...}
b) vyrokovych logickych spojek: T, =, A,V, =, <, F

¢) obecného kvantifikdtoru V a existenéniho kvantifikdtoru 3
2. specidlnich symboli, tj. po dvou disjunktnich mnozin Pred, Kons a Func, kde

a) Pred je mnozina predikatovych symbola (neni prazdnd)
b) Konsje mnozina konstantnich symbola (muze byt pradzdnd)

¢) Func je mnozina funkénich symbolu
3. pomocnych symbolu, jako jsou zévorky ,(, [ ,) ,]* a ¢érka ,,“

Pro kazdy predikatovy i funkéni symbol mame dano prirozené ¢islo n, které udava kolika
objektu se dany predikdt tykd, nebo kolik proménnych funkéni symbol ma. Tomuto ¢&islu
tikdme arita nebo téz cetnost predikdtového symbolu nebo funkéniho symbolu. Funkéni
symboly maji aritu vétsi nebo rovnu 1, predikatové symboly pfipoustime i arity 0. O

2.1.2 Poznamka. Predikdtové symboly budeme vétSinou znacit velkymi pismeny, t;j.
napi. P,Q,R,..., P, Ps,...; konstantni symboly malymi pismeny ze zac¢dtku abecedy, t;j.
a,b,c,...,a,..., a funkéni symboly vétsinou f,g,h,..., f1, f2,.... Formule predikatové lo-
giky budeme oznacovat malymi Feckymi pismeny (obdobné, jako jsme to délali pro vyrokové
formule). Kdykoli se od téchto konvenci odchylime, tak na to v textu upozornime.
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Poznamenejme, ze prestoze ¢asto budeme mluvit o n-arnich predikatovych symbolech a
n-arnich funkénich symbolech, v bézné praxi se setkdame jak s predikaty, tak funkcemi arity
nejvyse tii. Nejbéznéjsi jsou predikaty a funkéni symboly arity 1, tém fikdme téZ undrng, nebo
arity 2, tém tikame téz bindrni.

Predikdtové symboly arity 0 piedstavuji nestrukturované vyroky (netykaji se zddného

70

objektu). Timto zpusobem se v predikatové logice da popsat i vyrok: ,Prsi“.

Poznamenejme jesté, ze nékter{ autofi konstantni symboly zahrnuji pod nularni funkéni
symboly (tj. funkéni symboly arity 0).
2.1.3 Termy.

Definice. Mnozina terma je definovana témito pravidly:
1. Kazda proménnd a kazdy konstantni symbol je term.

2. Jestlize f je funkéni symbol arity n a t1,ts,...,t, jsou termy, pak f(t1,t2,...,t,) je
také term.

3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim pravidel 1 a 2, neni term.

O

2.1.4 Poznamka. Term je zhruba feceno objekt, pouze muze byt slozitéji popsdn nez jen
proménnou nebo konstantou. V jazyce predikatové logiky termy vystupuji jako ,podstatnd
jména‘.

2.1.5 Atomické formule.

Definice. Atomickd formule je fetézec P(t1,to,...,t,), kde P € Pred kladné arity n a
ty,to, ..., t, je n-tice termu, nebo je fetézec P, kde P € Pred je predikdtovy symbol arity 0.
O

Jinymi slovy, atomickd formule je bud predikdtovy symbol arity 0, nebo predikdtovy
symbol kladné arity aplikovany na tolik termi, kolik je jeho arita.

2.1.6 Formule.

Definice. Mnozina formuli je definovédna témito pravidly:
1. Kazd4 atomickd formule je formule.

2. F je formule a jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak —p, (¢ A ), (¢ V), (¢ = ¥), (p < )
jsou opét formule.

3. Je-li p formule a x proménnd, pak (Vz ¢) a (3x ¢) jsou opét formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoci konetné mnoha pouziti bodu 1 az 3, neni formule.

O

2.1.7 Poznamka. Formule predikatové logiky jsme definovali obdobné jako vyrokové for-
mule: Nejprve definujeme ,ty nejjednodussi“ formule (atomické formule) a potom pomoci lo-
krok daleko jednodussi, protoze atomické vyroky (logické proménné) nebyly strukturované.
Vlastni konstrukce formuli je vsak v obou piipadech podobné.
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2.1.8 Konvence.

1. Uplné vné&jsi zévorky formule nepiSeme. Piseme tedy napf. (3z P(z)) V R(a,b) misto
((3x P(2)) V R(a,b)).

2. Spojka ,negace* ma vzdy prednost pred vyrokovymi logickymi spojkami a proto piseme
napi. Vo (-P(z) = Q(z)) misto Va ((—P(z)) = Q(x)).

2.1.9 Syntakticky strom formule. Ke kazdé formuli predikatové logiky muzeme ptifadit
jejl syntakticky strom (nékdy nazyvany derivacni strom) podobnym zpusobem jako jsme to
udélali v pfipadé vyrokovych formuli. Rozdil je v tom, ze kvantifikdtory povazujeme za undrni
(tj. maji pouze jednoho néslednika), a také pro termy vytvaiime jejich syntakticky strom.
Listy syntaktického stromu jsou vzdy ohodnoceny proménnou, konstantou, predikatovym
symbolem arity 0 nebo F.

2.1.10 Podformule.

Definice. Podformule formule ¢ je libovolny podietézec ¢, ktery je sdm formuli. Jinymi
slovy: Podformule formule ¢ je kazdy fetézec odpovidajici podstromu syntaktického stromu
formule ¢, uré¢enému vrcholem ohodnocenym predikatovym symbolem, logickou spojkou nebo
kvantifikdtorem. O

2.1.11 Volny a vazany vyskyt proménné.

Definice. Mame formuli ¢ a jeji syntakticky strom. List syntaktického stromu obsazeny
proménnou x je vyskyt proménné x ve formuli ¢.

Vyskyt proménné x je wdzany ve formuli ¢, jestlize pii postupu od listu ohodno-
ceného timto x ve sméru ke kofeni syntaktického stromu narazime na kvantifikator s touto
proménnou. V opacném piipadé mluvime o volném vyskytu proménné x. ([

2.1.12 Sentence, otevirena formule.

Definice. Formule, kterdA ma pouze vazané vyskyty proménné, se nazyva sentence, téz
uzavrend formule.

Formuli, kterd mé pouze volné vyskyty proménné, se ik otevrrend formule. O

2.1.13 Legalni prejmenovani proménné. Prejmenovani vyskytu proménné x ve for-
muli ¢ je legdlnim pfejmenovanim proménné, jestlize

e se jednd o vyskyt vdzané proménné ve ;

e piejmenovavame vsechny vyskyty x vazané danym kvantifikatorem;

e po prejmenovani se zadny diive volny vyskyt proménné nesmi stat vazanym vyskytem.

O

2.1.14 Rovnost formuli.
Definice. Dvé formule povazujeme za stejné, jestlize se lisi pouze legdlnim piejmenovanim
vazanych proménnych. (I

Kazdou formuli ¢ lze napsat tak, Ze kazd4 proménnd m4 ve formuli bud’ jen volné vyskyty
nebo jen vazané vyskyty. Takovym formulim se tadé #ika formule s cistymi proménnymi.
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2.2 Sémantika predikatové logiky
Nyni se budeme zabyvat sémantikou formuli, tj. jejich vyznamem a pravdivosti.

2.2.1 Interpretace jazyka predikatové logiky.
Definice. Interpretace predikatové logiky s predikatovymi symboly Pred, konstantnimi sym-
boly Kons a funkénimi symboly Func je dvojice (U, [—]), kde
e U je neprazdnd mnozina nazyvana universum;
e [—] je pritazeni, které
1. kazdému predikdtovému symbolu P € Pred arity n > 0 pfifazuje podmnozinu [P]
mnoziny U", tj. n-arni relaci na mnoziné U, kazdému predikdtovému symbolu P
arity 0 pfifazuje bud 0 nebo 1.
2. kazdému konstantnimu symbolu a € Kons piitazuje prvek z U, znaéime jej [a],
3. kazdému funkénimu symbolu f € Func arity n prifazuje zobrazeni mnoziny U™ do

U, znac¢ime je [f].

O
Mnozina U se nékdy nazyva domain a oznacuje D.

2.2.2 Kontext proménnych, update kontextu proménnych.

Definice. Je ddna interpretace (U,[—]). Kontext proménnych je zobrazeni p, které kazdé
proménné x € Var piifadi prvek p(z) € U.
Je-li p kontext proménnych, z € Var a d € U, pak

oznacuje kontext proménnych, ktery ma stejné hodnoty jako p, a lisi se pouze v proménné z,
kde m4 hodnotu d. Kontextu proménnych p[z := d] téz fikdme update kontextu p o hodnotu
dv . (]

2.2.3 Interpretace termu pri daném kontextu proménnych.

Definice. Je ddna interpretace (U, [—]) a kontext proménnych p. Pak termy interpretujeme
nésledujicim zptsobem.

1. Je-li term konstantni symbol a € Kons, pak jeho hodnota je prvek [a], = [a]. Je-li term
proménnd z, pak jeho hodnota je [z], = p(z).

2. Je-li f(t1,...,t,) term, pak jeho hodnota je

[[f(th e 7tn)ﬂp = [[f]]([[tl]]pv R [[tn]]p)'

(Jinymi slovy, hodnotu termu f(ti,...,t,) ziskdme tak, ze funkei [f] provedeme na
n-tici prvka [t1],, ..., [tn], 2z U.)

O
Poznamenejme, ze neobsahuje-li term ¢ proménnou, pak jeho hodnota nezalezi na kontextu
proménnych p, ale pouze na interpretaci.

Tuto formélni definici si muzete priblizit jesté takto. Vezmeme term t a utvoiime jeho
syntakticky strom. Listy stromu ohodnotime tak, jak ndm Fikd interpretace (pro konstantn{
symboly) a kontext proménnych (pro proménné). Pak jdeme v syntaktickém stromu smérem
ke koteni. Vrchol, ktery odpovida n-arnimu funkénimu symbolu f a ma nésledniky ohodnoceny
prvky dy, da, ..., d, (v tomto pofadi zleva doprava), ohodnotime prvkem [f](d1,...,dn), tj.
obrazem n-tice (dy,...,d,) v zobrazeni [f]. Prvek, kterym je ohodnocen kofen, je hodnota
celého termu v dané interpretaci a daném kontextu. Uvédomte si, Ze se jedna o presné stejny
postup jako napf. pfi vyhodnocovani algebraickych vyrazu.
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2.2.4 Pravdivostni hodnota formule v dané interpretaci a daném kontextu.
Nejprve definujeme pravdivost formuld v dané interpretaci (U,[—]) pri daném kontextu
proménnyjch p:

1. Je ddna atomickd formule ¢ = P(t1,...,t,), kde P je predikdtovy symbol arity n > 0
aty,...,t, jsou termy. Pak ¢ je pravdivd v interpretaci (U, [—]) a kontextu p préve
tehdy, kdyz

([t - - -+ [tnl,) € [P]-

(Jinymi slovy: ¢ je v nas{ interpretaci a kontextu proménnych pravdivd prévé tehdy,
kdyz n-tice hodnot termu ([t1],, ..., [tn],) mé vlastnost [P].) Je-li P predikét arity 0,
pak ¢ = P je pravdiva prave tehdy, kdyz [(JP) # 0.

2. Jsou-li p a v formule, jejichz pravdivost v interpretaci (U, [—]) a kontextu p jiz zndme,
pak

e F je nepravdiva.

e — je pravdiva praveé tehdy, kdyz ¢ neni pravdiva.

@ A1 je pravdiva prave tehdy, kdyz ¢ i ¢ jsou pravdivé.

@ V 1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¢ jsou nepravdivé.

e © = 1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdiva a i je nepravdiva.

e © & 1 je pravdiva praveé tehdy, kdyz bud obé formule ¢ a v jsou pravdivé, nebo
obé formule ¢ a 1 jsou nepravdivé.

3. Je-li ¢ formule a z proménna, pak

e Vx ¢(x) je pravdiva pravé tehdy, kdyz formule ¢ je pravdivd v kaZdém kontextu
plx :=d], kde d je prvek U.
e Jx ¢(z) je pravdiva pravé tehdy, kdyz formule ¢ je pravdivd v aspori jednom

kontextu p[z := dJ, kde d je prvek U.

O

2.2.5 Pravdivostni hodnota sentence.

Definice. Sentence ¢ je pravdivd v interpretaci (U,[—]), jestlize je pravdivd v kazdém
kontextu proménnych p. |

Poznamenejme, Ze pro sentence jsme v piedchozi definici mohli pozadovat pravdivost
v alespon jednom kontextu.

2.2.6 Model sentence.

Definice. Interpretace (U, [—]), ve které je sentence ¢ pravdivd, se nazyvd model sentence
P- [l

2.2.7 Tautologie, kontradikce, splnitelna sentence.

Definice.

e Sentence @ se nazyva tautologie, jestlize je pravdivd v kazdé interpretaci.
e Sentence se nazyva kontradikce, jestlize je nepravdiva v kazdé interpretaci.
e Sentence se nazyva splnitelnd, jestlize je pravdiva v aspon jedné interpretaci.

O

Predchozi definice jsme také mohli definovat pomoci pojmu ,model“. Tautologie je

sentence, pro kterou je kazda interpretace jejim modelem; sentence je splnitelna, mé-li model;
sentence je kontradikce, nemé-li model.
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2.2.8 Piiklady. Naésledujici sentence jsou tautologie. (P je undrni predikdtovy symbol, @
je bindrni predikatovy symbol a a je konstantni symbol.)

1. (Vz P(z)) = P(a);
2. P(a) = (3o P(2));

3. ~(Vz P(z)) & (3z—P(2));

4. =(32 P(z)) & (Vo -P(x));

5. (VzVyQ(z,y)) & (VyVz Q(z,y));
6. (Fz Iy Q(z,y)) & By Iz Q(z,y)).

2.2.9 Nasledujici sentence jsou splnitelné formule:

L. Vo 3y Q(z,y),

2. VaVy (z+y=y+zx),
kde @ a = jsou bindrni predikatové symboly, + je bindrni funkéni symbol. (Upozoriujeme,
Ze misto zapisu =(t1,t2) a +(x,y) pouzivdme citelngjsi zdpis t; =t2 a © + y.)

Uvédomte si, ze i kdyz funkéni symbol znaéime +, jeho interpretace muze byt libovolnd

bindrni operace na mnoziné U; tedy ne nutné komutativni. Interpretaci, ve které je tteti
sentence pravdivé, je kazdd neprazdnad mnozina spolu se symetrickou binarni relaci.

2.2.10  Zvlastni piiklady kontradikci neuvadime. Kontradikce jsou presné ty formule,
jejichz negace jsou tautologie. Tak napf. formule (Vz P(z) A =(Vz P(z)) je kontradikce. Je
dobré si uvédomit, ze jde o ,dosazeni“ formule VY P(x) do vyrokové kontradikce p A —p.

2.2.11 Splnitelné mnoziny sentenci.

Definice. Mnozina sentenci M je splnitelnd, jestlize existuje interpretace (U, [—]), v niz jsou
vSechny sentence z M pravdivé. Takové interpretaci pak fikAme model mnoziny sentenci M.

Mnozina sentenci M je nesplnitelnd, jestlize ke kazdé interpretaci (U, [—]) existuje formule
z M, kterd je v (U, [—]) nepravdivd, tj. nemd model. O

Z posledn{ definice vyplyvd, Zze prdzdnd mnozina sentenci je splnitelnd. (Porovnejte s
vyrokovou logikou.)

2.3 Tautologicka ekvivalence

Obdobné jako ve vyrokové logice zavadime i v predikatové logice pojem tautologicky ekuvi-
valence. V predikatové logice ale pouze pro sentence, tedy formule bez volnych vyskytu
proménnych.

2.3.1 Tautologicka ekvivalence sentenci.
Definice. Rekneme, ze dvé sentence ¢ a 1 jsou tautologicky ekvivalentns, jestlize maji stejné
modely, tj. jsou pravdivé ve stejnych interpretacich. Tento fakt zna¢ime ¢ H . O

Neékdy se téz tika, ze sentence jsou sémanticky ekvivalentni misto, ze jsou tautologicky
ekvivalentni.

2.3.2 Poznamka. D4 se jednoduse dokézat, ze tautologickd ekvivalence je relace ekviva-
lence na mnoziné vsech sentenci daného jazyka L a ze ma podobné vlastnosti jako tautologicka
ekvivalence formuli vyrokové logiky.
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2.3.3 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:
v H ¢ prave tehdy, kdyz ¢ < 1 je tautologie.

O

2.3.4 Poznamka. Ze znamych tautologii dostavame nasledujici tautologické ekvivalence
~(Yz P(x)) H 3z ~P(z)),
2. ~(3z P(x)) H (Vo ~P(x)),
3. vy Q. y) H Yy ¥e Q(a,y),
4. 33y Q(a,y) H 3y 3 Q(x.y).
2.3.5 Tvrzeni. Plati, ze ndsledujici sentence jsou tautologicky ekvivalentni (P a @ jsou
unérni predikdtové symboly).

L (Y P(x)) A (Ve Q(x)) H Vo (P(z) A Q(x));
2. (3z P(x))V (32 Q(x)) H 3z (P(x) v Q(x));
3. (Vo P(x)) V (Vy Q(y)) H vV vy (P(x) V Q(y));
4. (Fz P(z)) A Gy Q(y)) H 3= 3y (P(z) A Q(y))-
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2.4 Sémanticky dusledek

Obdobné jako ve vyrokové logice definujeme i v predikatové logice pojem sémanticky dusledek
(téz konsekvent, tautologicky disledek); tentokrét vsak jen pro mnoziny sentenci.

2.4.1 Sémanticky dusledek.

Definice. Je déna mnozina sentenci S a sentence ¢. Rekneme, ze ¢ je sémantickym disledkem,
téz konsekventem, mnoziny S, jestlize kazdy model mnoziny S je také modelem sentence .
Tento fakt znacime S = ¢. O

Muzeme téz tici, ze sentence ¢ neni konsekventem mnoziny sentenci S, jestlize existuje
model mnoziny S, ktery neni modelem sentence . To znamend, Ze existuje interpretace
(U,[-]), v niz je pravdiva kazda sentence z mnoziny S a nenf pravdivd sentence ¢. Jednd se
tedy o obdobny pojem jako ve vyrokové logice, ,pouze* misto o pravdivostnim ohodnoceni
mluvime o interpretaci. (Je dobré si ale uvédomit, ze mezi pojmy pravdivostni ohodnocen{
a interpretace je podstatny rozdil — napft. to, ze pro interpretace neexistuje nic obdobného
pravdivostnim tabulkdm.)

2.4.2 Konvence. Jestlize mnozina sentenci S je jednoprvkovd, tj. S = {¢}, pak piseme
1 = ¢ misto {¢} = ¢. Je-li mnozina S prazdnd, piseme = ¢ misto 0 = .

2.4.3 Priiklady. Jsou-li P a @ undrni predikdtové symboly a R bindrni predikatovy
symbol, pak

1. Vz P(z) | 3z P(x).

Zduvodnéni: Jestlize vSechny objekty z daného universa maji vlastnost odpovidajici
predikatovému symbolu P, pak existuje alespon jeden objekt, ktery tuto vlastnost mé.
(Uvedomte si, ze Jx P(x) je sémantickym dusledkem sentence Va P(x) z toho duvodu,
Ze universum U interpretace nikdy neni prézdnd mnozina.)

2. Jdx P(x) £ Va P(z).

Zduvodnén{: Neni tézké najit interpretaci (U, [—]), ve které je pravdivé sentence 3z P(x)
a sentence Va P(z) pravdivd neni. Polozme napi. U = N, tj. nase objekty jsou pfirozend
¢isla, a vlastnost P je vlastnost byti sudym éislem, tj. [P] je mnozina sudych pfirozenych
¢isel. V této interpretaci je sentence 3z P(z) pravdiva (napf. ¢islo 2 je sudé), ale Va P(x)
pravdiva neni (napf. ¢islo 3 neni sudé).

3. {Vz (P(z) = Q(x)), 3z P(z)} = Tz Q(x).
Zduvodnéni: Jestlize v néjaké interpretaci existuje objekt, ktery ma vlastnost od-
povidajici predikdtovému symbolu P, pak z pravdivosti implikace Va (P(z) = Q(z))
tento objekt musi mit vlastnost odpovidajici predikatovému . Pravdivost sentence
Jz P(z) zarucuje, ze stejny objekt, ktery mé vlastnost odpovidajici P, ma i vlastnost
odpovidajici Q.

4. (Vo P(z)) v (Vz Q(x)) | Vz (P(z) V Q(x)).
Zduvodnén{: Sentence (Va P(z))V (Vz Q(z)) a sentence (Vz P(x))V (Vy Q(y)) jsou stejné
(lisf se pouze legdlnim pfejmenovanim vézané proménné z na y), budeme tedy pracovat
s ni.
Sentence (Vz P(z))V (Vy Q(y)) je pravdiva v kazdé interpretaci, ve které viechny objekty
maji vlastnost odpovidajici P nebo vSechny objekty maji vlastnost odpovidajici @

(nebo obé vlastnosti). To ale znamend, ze kazdy z objekti m& aspon jednu z vlastnost{
odpovidajici P a Q. Tedy sentence Vz (P(x) V Q(x)) je pravdiva.

5. (Vo (P(z) vV Q(x)) = (Va (P(x)) V (Va Q(x)).
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2.4.4

Tvrz
1.
2.
3.
4.

Zduvodnéni: Neni tézké najit interpretaci, ve které je pravdivd sentence Va (P(z) V
Q(x)), tj. kazdy objekt této interpretace ma aspon jednu z vlastnosti odpovidajicich P a
Q, a pritom nékteré objekty maji jen P a nékteré jen ). Tudiz neni pravdivé, ze vSechny
objekty maji vlastnost odpovidajici P nebo v8echny objekty maji vlastnost odpovidajici
Q; proto sentence (Vo P(x))V (Vx Q(x)) je nepravdiva. Uvedeme konkrétn{ interpretaci,
ve které je sentence Vz (P(z) V Q(x)) pravdivd, ale sentence (Va P(x)) V (Vx Q(x))
nepravdiva.

Uvazujme interpretaci, kde U je mnozina pfirozenych ¢isel, vlastnost odpovidajici P
je vlastnost byt sudym ¢islem, vlastnost odpovidajici @ je vlastnost byt lichym ¢éislem.
Pak plati, ze kazdé piirozené ¢islo je sudé nebo liché, ale neplati, ze by vSechna piirozend
¢isla byla sudd nebo Ze by vS8echna prirozend ¢isla byla licha.

- (Vo P(z)) v (Vy Q(y)) = Vo vy (P(x) V Q(y))-

Zduvodnéni: Nejprve oznatme
a= (Ve P(x)V(VyQy) a f=VeVy(P(z)VQ(y)).

Zduvodnéni tohoto tvrzeni je trochu obtiznéjsi. Pujdeme na to tak, ze ukdzeme, Ze neni-
li sentence B pravdiva, neni pravdivd ani sentence «. Tim bude tvrzeni z piikladu 6)
dokéazano.

Fakt, ze sentence ( je pravdivd v interpretaci (U,[—]) znamend toto: vybereme-li
libovolnou dvojici objektu ¢,d € U, pak objekt ¢ mé vlastnost [P] nebo objekt d ma
vlastnost [Q]. Predpoklddejme tedy, ze sentence 5 neni pravdivd v interpretaci (U, [—]).
To znamend, ze mame (aspoii) jednu dvojici ¢,d € U takovou, Ze ¢ nemd vlastnost [P]
a d nemd vlastnost [Q]. Pak ale nemuze byt pravdivd ani sentence Va P(z) (¢ nemd
vlastnost [P]), ani sentence Vy Q(y) (d nemé vlastnost [Q]). Proto je nepravdivé i
sentence «.

. JzVy R(x,y) E Yy 3z R(z,y).

Zduvodnéni: Sentence JzVy R(x,y) je pravdivd ve vSech interpretacich, ve kterych
existuje prvek ¢ € U takovy, ze ¢ s kazdym prvkem d € U m4 vlastnost odpovidajici
R, tj. (¢,d) € [R]. Pak je vsak pravdiva i sentence Vy 3z R(x,y), protoze pro libovolné
d € U muzeme do proménné x dosadit prvek c.

. Vz 3y R(x,y) ¥ JyVe R(z,y).

Zduvodnén{: Najdeme lehce interpretaci, ve které je sentence Vy Iz R(x,y) pravdivd,
ale sentence Vz 3y R(z,y) nikoli:

Jako U zvolime mnozinu vSech pfirozenych ¢isel a predikdt R(z,y) interpretujeme jako
x < y. (Tj. [R] je mnozina viech uspoiddanych dvojic (m,n), kde m < n.) Pak sentence
Vx 3y R(x, y) je pravdivé, protoze opravdu pro kazdé pFirozené ¢islo n existuje éislo vétsi,
napt. n + 1. Sentence Jy Va R(x,y) pravdivd v této interpretaci nenf; jeji pravdivost by
znamenala, Ze bychom museli mit nejvétsi prirozené ¢islo (a to by jesté muselo byt veétsi
nez ono samo) a takové ¢&islo neexistuje.

Obdobné jako pro vyrokovou logiku, dostavame fadu jednoduchych pozorovani.

eni. Pro mnoziny sentenci M, N a sentenci ¢ plati:
Jelipe M, je M E .

Je-li p tautologie, pak M = ¢ pro kazdou mnozinu sentenci M.
Je-li = ¢, pak ¢ je tautologie.

Je-li M nesplnitelnd mnozina, pak plati M = ¢ pro kazdou sentenci .
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5. Je-li N C M a plati N | ¢, pak plati i M | .

6. Je-li ¢ konsekventem mnoziny sentenci {c, ..., o} a kazd4 sentence «; je konsekven-
tem mnoziny sentenci M, pak ¢ je konsekventem M.

7. Jestlize M = o i M |= -« pro n&jakou sentenci «, pak M je nesplnitelnd mnozina

sentenci.

O

2.4.5 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:

o H ¢ pravé tehdy, kdyz v a v = g,
d
Ano, oboje znamend, ze sentence ¢ a ¥ maji stejné modely.
2.4.6 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:
¢ E v prave tehdy, kdyz ¢ = 1 je tautologie.

d

Ano, oboje znamend, ze neexistuje interpretace, kterd by byla modelem ¢ a nebyla
modelem ).

2.4.7 Veéta. Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:
S ¢ prave tehdy, kdyz S U{—¢} je nesplnitelnd mnozina.
O

Zduvodnéni je stejné jako ve vyrokové logice (viz z ?7), pouze misto o pravdivostnim
ohodnoceni mluvime o interpretacich.

2.5 Rezolucni metoda v predikatové logice

Rezoluéni metoda v predikdtové logice je obdobna stejnojmenné metodé ve vyrokové logice.
v logickém programovani a je zakladem programovaciho jazyka Prolog. Postupujeme obdobné
jako ve vyrokové logice (je dobré sledovat to, co je spolecné, i to, co je rozdilné, s rezoluéni
metodou vyrokové logiky).

Nejprve zavedeme literaly a klauzule v predikatové logice.

2.5.1 Literal.

Definice. Literdl je atomickd formule (tzv. pozitivni literdl), nebo negace atomické formule
(tzv. negativnd literdl). Komplementdrnd literdly jsou dva literdly, z nichz jeden pozitivni, jeden
je negativni a ten negativni je negaci pozitivniho. ([

2.5.2 Klauzule

Definice. Klauzule je sentence takovda, ze vSechny kvantifikdtory jsou obecné, stoji na
zacatku sentence (na jejich poradi nezdlezi) a za nimi nésleduji literdl nebo disjunkce koneéné
mnoha literald.

Za klauzuli budeme povazovat jesté formuli F zastupujici kontradikci, kterou budeme
nazyvat prdzdnd klauzule. O

Ve vyrokové logice jsme pro kazdou formuli a nasli k ni tautologicky ekvivalentni mnozinu
klauzuli S, a to tak, ze a1 S, byly pravdivé ve stejnych pravdivostnich ohodnocenich. Takto
jednoducha situace v predikatové logice neni. UkéZeme si nejprve, jak k dané sentenci ¢ najit
mnozinu klauzulf S, a to tak, Ze ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S,.
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2.5.3 Prevedeni sentence na . Pro kazdou sentenci ¢ existuje mnozina klauzuli S, ta-
kovd, ze sentence ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S,. (Poznamenejme,
ze se jednd o obdobu CNF formule pro danou vyrokovou formuli.)

2.5.4 Postup. Uvedeme postup, kterym pro danou sentenci ¢ zkonstruujeme mnozinu
klauzuli S,,.

1. Pfejmenujeme proménné sentence ¢ tak, aby kazdy vstup kvantifikdtoru vazal jinou
proménnou. (Tj. napf. formuli Vaz P(z) V Va Q(z,a) nahradime formuli Vz P(z) V
Yy Q(y,a).)

2. Spojky =, & nahradime spojkami —, V a A na zakladé znamych tautologickych rovnosti

a = nahradime —-aVpj
a < f nahradime (—aV B)A (aV-p)

3. Presuneme spojku — ,co nejnize“ v derivaénim stromu formule, tj. az pred atomické
formule. Pouzijeme k tomu vztahy

—dra nahradime V-«
—=Vra nahradime dxr-a
—(aV fB) nahradime -aA-f
—(aAB) nahradime -aV -f

——-« nahradime o«

s~ W

4. Presuneme spojku V ,co nejnize“ v deriva¢nim stromu formule pomoci vztahu

aV (BAv) nahradime (aVpB)A(aVy)
aV (FzB) nahradime 3Tz (aV )
aV (VzB) nahradime Vz(aV j)

Ptitom davame pfednost prvnim dvéma rovnostem. Teprve v ptipadé, Ze ani prvni, ani
druhou rovnost nelze aplikovat, pouzivame tieti rovnost. Uvédomte si, ze tfeti rovnost
je opravdu tautologicka ekvivalence pouze proto, ze formule o neobsahuje proménnou x
(viz krok 1).

5. V pripadé, ze formule i obsahuje existen¢ni kvantifikator, provedeme skolemizaci, ktera
je vysvétlena a popsana v dalsich odstavcich.

6. Pouzijeme tautologickou ekvivalenci
Vo (a A B) nahradime (Vo)A (VafS3)

k distribuci obecného kvantifikatoru. Dostali jsme sentenci 1, kterd je konjunkci klau-
zuli. Sentenci 1 nahradime mnozinou jejich klauzuli — a to je hledand mnozina S, .

2.5.5 Poznamka. Misto abychom skolemizovali az v kroku 5, mohli jsme skolemizaci
pouzit jiz v kroku 4. V takovém pripadé bychom nemuseli pfesunovat existenéni kvantifikator
ve stromé formule ,nahoru“ nad logickou spojku V. Nesmime ale skolemizovat pred krokem
3, tj. pfed pfesunutim negace pred atomické formule.
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2.5.6 Skolemizace. Poznamenejme, ze terminy ,skolemizace®, ,skolemiza¢ni konstanta‘
a ,skolemiza¢ni funkéni symbol“ jsou odvozeny od jména norského matematika — logika
Thoralfa Skolema.

Skolemizaci nahradime sentenci 1) sentenc{ v’ takovou, Ze sentence 1 je splnitelnd prave
tehdy, kdyz je splnitelnd sentence ¢’ (obecné ale muze existovat interpretace, ve které je v
pravdiva, ale ¢’ nikoli). Di{ve nez ukdzeme obecny postup, uvedeme ¢tyfi pifklady.

2.5.7 Piiklad 1. Najdéme klauzuli ¢’, ktera je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd
sentence ¢ = Iz P(z).

Hledanou sentenci je ¢’ = P(a), kde a je néjaky novy konstantni symbol. Neni obtizné
nahlédnout, ze formule 1) je tautologickym dusledkem formule v’. Navic, ma-li 1) model,
muzeme interpretovat konstantu a tak, abychom dostali model v’

Konstantni symbol a pouzity v minulém piikladé, se nazyva skolemizacni konstanta.

2.5.8 Piiklad 2. Najdéme klauzuli ¢’, kter4 je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd
sentence ¢ = Iz Iy Q(z, y).

Nejprve skolemizujeme prvni existenéni kvantifikator, tj. 3z. Tim dostaneme sentenci je
JyQ(a,y), kde a je néjaky novy konstantni symbol. Nyn{ skolemizujeme druhy existencn{
kvantifikdtor Vy a dostavame klauzuli ¢/’ = Q(a, b). Opét musi platit, Ze b je novy konstantn{
symbol, ktery se nikde jinde neobjevuje.

Opét neni obt{zné nahlédnout, Ze sentence v je tautologickym dusledkem sentence v'.
Navic, méa-li 1) model, muzeme interpretovat konstanty a, b tak, abychom dostali model 7.

2.5.9 Piiklad 3. Najdéme klauzuli ¢’, kter4 je splnitelnd préavé tehdy, kdyz je splnitelnd
sentence ¢ = Yz Jy Q(z, y).

Formuli ¢ nahradime sentenci ¢ = VaQ(z, f(z)), kde f je novy undrni funkéni symbol.
Nynf jiz opét plati, ze sentence v je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd sentence 1)’.

Funkénimu symbolu f se fika skolemizacni funkéni symbol.

2.5.10 Piiklad 4. Najdéme klauzuli v)’, kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splniteln
sentence ¢ = Vo JyVz Ju R(z,y, z, u).

Skolemizovat za¢neme kvantifikdtory od kofene syntaktického stromu v; tedy nejprve od-
stranime Jy. Protoze pred timto kvantifikatorem je jeden obecny kvantifikdtor V, nahradime
Jy novym undrnim funkénim symbolem f(z). Dostdvame tedy sentenci Va Vz Jv R(z, f(x), z,v.
Nyni pfi skolemizaci v od tohoto kvantifikdtoru do korene syntaktického stromu méame dva
universalni kvantifikdtory; ano, Vz a Vz. Zavedeme tedy novy bindrni funkéni symbol g(z, 2).
Vysledna sentence v’ je rovna ¢’ = VaVz R(z, f(2), 2, g(x, 2)), kde f je novy undrni funkéni
symbol a g je novy binarni funkéni symbol. Nyni opét plati, Ze sentence ¢ je splnitelnd pravé
tehdy, kdyz je splnitelné formule )’

2.5.11 Obecny postup (bod 5 z postupu [2.5.4).

5. Obsahuje-li formule existenéni kvantifikator, nahradime kazdou uzavienou podformuli
tvaruVay ... Vo, Iy a(xy, ..., x,,y) formuli Va, ... Vo, a(zy, ..., 2, f(z1,...,2,)), kde
f je libovolny novy funkéni symbol arity n. Je-li n = 0, pouzijeme novy konstantni
symbol a. Tomuto procesu se fikd skolemizace, funkénimu symbolu f skolemizacéni
funkénd symbol, konstanté a skolemizacni konstanta. Pokra¢ujeme podle kroku 6 z

Uvédomte si, ze proménné xi,...,T, jsou pravé vSechny proménné viazané obecnym
kvantifikdtorem, na které narazime pfi postupu syntaktickym stromem od Jy smérem ke
koteni.
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2.5.12 Resolventy klauzuli. Ve vyrokové logice jsme resolventy vytvareli tak, ze jsme
si vzdy vzali dvé klauzule, které obsahovaly dvojici komplementarnich literala, a vyslednd
resolventa byla disjunkci v8ech ostatnich literdlu z obou klauzuli. Situace v predikatové logice
je slozitejsi. Diive nez zadefinujeme pojem resolventy dvou klauzuli v predikatové logice,
uvedeme postup vytvareni resolvent na piikladech.

2.5.13 Priklad 1. Najdéme resolventu klauzuli
Ky =VzVy (P(x) V-Q(z,y)) a Ky =VaVy(Q(z,y)V R(y)),

kde P a R jsou unarni predikatové symboly a @) je binarni predikdtovy symbol, z,y jsou
proménné.

Klauzule K7 a K3 obsahuji dvojici komplementdrnich literalu, totiz —-Q(z,y) je literdl K,
a Q(x,y) je literdl K5. Obdobné jako ve vyrokové logice resolventou klauzuli K; a Ks je
klauzule K = VaVy (P(x) V R(y)). (Uvédomte si, ze jsme v klauzulich K; a Ks vynechali
dvojici komplementédrnich literdlu a klauzule K se sklada ze zbylych literdlu.)

2.5.14 Priklad 2. Najdéme resolventu klauzuli
Ky =Va (P)V-Q(z) a Kz=Q(a)V R(),

kde P, @ jsou unérni predikatové symboly a a, b jsou konstanty.

Klauzule K; a K, neobsahuji dvojici komplementarnich literal, nebot negace literalu
Q(a) nenf literdl —Q(x) a naopak. Pritom vsak literdl =Q(z) odpovidd formuli Vz -Q(z), a
tedy zahrnuje i =Q(a). Proto pii substituci konstanty a za proménnou x dostdvame klauzule

K| =P(a)V-Qa) a K}=Q(a)VR()
a jejich resolventa je klauzule P(a) vV R(b). (Uvédomte si, ze plati K; = K7.)
2.5.15 Piiklad 3. Najdéme resolventu klauzuli
K =VaVy (-P(z,y) VQ(z,y,a)) a Ko =VzVu(—-Q(g(v),z,2)V R(v, z)),

kde P, R jsou binarni predikatové symboly, @ je predikatovy symbol arity 3 a a je konstanta.

Pokusime se vhodnou substituci vytvorit z Q(z,y,a) a —Q(g(v), 2, z) dvojici komple-
mentéarnich literalt. Toho doséhneme substituci: za proménné y a z dosadime konstantu a, a
za proménnou z dosadime term g(v). Tim dostaneme komplementdrni literdly

Q(g(v),a,a) ﬁQ(g(v),a, CL).

Provedenim substituce na celé klauzule, dostaneme klauzule K| a K}, jejichz resolventa
bude i resolventou klauzuli K;, Ky. Tedy K = Yv—-(P(g(v),a) V Q(g(v),a,a)), K) =
Yo (=Q(g(v), a,a)VR(v,a)) ahledand resolventa je K = Vv (=P (g(v),a)VR(v,a)). (Uvédomte
si, ze plati K7 E K| a Ks E KJ.)

2.5.16 Poznamka. Ne vzdy resolventa existuje. Resolventa klauzuli

Ky =Vz (=P(x) VQ(f(x),a)) a Ky=VyVz(=Q(y,y) Vv R(f(y),2)),

neexistuje (zde P je undrni predikdtovy symbol, @ a R jsou bindrni predikdtové symboly,
f je unédrni funkéni symbol a a je konstanta). Pfipady, kdy existuje ¢i neexistuje vhodnd
substituce, fesi unifika¢ni algoritmus. V pfipadé, ze substituce existuje, unifika¢ni algoritmus
najde nejobecnéjsi substituci (tj. provedeme pouze nutné substituce a zadné jiné).
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2.5.17 Unifikaé¢ni algoritmus.

Vstup: Dva pozitivni literdly L, Lo, které nemaji spole¢né proménné.
Vystup: HlaSen{ neexistuje v pripadé, ze hledand substituce neexistuje,
v opa¢ném piipadé substituce ve tvaru mnoziny prvka tvaru x/t,
kde x je proménnd, za kterou se dosazuje,
at je term, ktery se za proménnou x dosazuje.

1. Polozme Ey := Ly, Ey := Lo, 6 := (.

2. Jsou-li Ey, Ey préazdné fetézce, stop. Mnozina 6 urcuje hledanou substituci. V opa¢ném
piipadé polozime Ey := E16, Es := E5f (tj. na Ey, Ey provedeme substituci 6).

3. Oznacime X prvni symbol fetézce E1, Y prvni symbol fetézce Fo.

4. Je-li X =Y, odstranime X a Y z pocatku E; a E,. Jsou-li X a Y predikatové nebo
funkéni symboly, odstranime i jim pfislusné zavorky a jdeme na krok 2.

5. Je-li X proménnd, nedélame nic.
Je-1i Y proménnd (a X nikoli), prehodime F, Fy a X, Y.
Neni-li ani X ani Y proménnd, stop. Vystup neexistuje.

6. Je-li Y proménnd nebo konstanta, polozime 6 := 6 U {X/Y}. Odstranime X a Y ze
zac¢atku fetézcu Ey a Fy (spolu s ¢arkami, je-li tfeba) a jdeme na krok 2.

7. Je-li Y funkéni symbol, oznac¢ime Z vyraz skladajici se z Y a vSech jeho argumentu
(véetné zdvorek a ¢érek). Jestlize Z obsahuje X, stop, vystup neexistuje.
V opacném piipadé polozime 6 := 0 U {X/Z}, odstranime X a Z ze zacitka FE; a Es
(odstranime ¢arky, je-li tieba) a jdeme na krok 2.

2.5.18 Definice resolventy. Mame dvé klauzule K; a K,. Pfredpokladejme, ze K7 obsa-
huje literdl L; a K5 obsahuje literdl Lo pro néz existuje substituce 0 takova, ze 6(L1) a 8(La)
tvori dvojici komplementarnich literala.
Pak resolventa klauzuli K7 a K5 je klauzule K, ktera je ur¢ena vSemi literaly obsazenymi
v (K1) \ 0(L1) a 6(K3) \ 0(La); (tj. literdly doplnéné o obecné kvantifikdtory vsech
proménnych, které se nachdzeji v 0(K7) \ 0(L1) a 0(K2) \ 6(L2)). O
Neformélné feceno, resolventu K dostaneme tak, ze v ,téle“ klauzule nechdme vSechny

literdly z v 8(K1) \ 6(L1) a v (K3) \ 8(L2) a na zacatek doplnime obecné kvantifikdtory se
vSemi proménnymi, které v klauzuli zbyly.

2.5.19 Veéta. Jsou dany dvé klauzule K; a K. Jestlize existuje jejich resolventa K, pak
plati: kdykoli jsou pravdivé klauzule K; a Ky v nékteré interpretaci, pak v této interpretaci
je pravdiva i jejich resolventa K. O

Jinymi slovy, mnoziny klauzuli {K;, K2} a {K;, Ko, K} maji stejné modely.

2.5.20 Rezoluéni princip. Je obdobny jako rezolu¢ni princip ve vyrokové logice:
Je dana mnozina klauzuli S. Oznac¢me

R(S) = S U{K | K je resolventa nékterych klauzuli z S}
R(S) = S

R™Y(S) = R(RY(S)) pro i€N
R (S) = [J{R'(S)]i>0}

Jestlize existuje ptirozené éislo ng takové, ze R™(S) = R+l Pak R*(S) = R™(S).

Véta. Mnozina klauzuli S je splnitelnd prave tehdy, kdyz R*(S) neobsahuje préazdnou klauzuli
F. O

Marie Demlova: Logika a grafy Pi. 9: 26/3/2018



36 [190526-1209) Kapitola 2. Predikatova logika

2.5.21 Poznamka. Rezoluéni princip pouzivame i pro zjisténi, zda z mnoziny sentenci S
vyplyvé sentence a (tj. zda S |= «) a to takto.

Postupujeme podle véty Nejprve vytvorime mnozinu S U {—a} a pak upravujeme
sentence této mnoziny na klauzéalni tvar; mnozinu klauzuli, kterou dostaneme, ozna¢me M.

Jestlize pfi vytvafeni mnoziny R*(M) ziskdme prazdnou klauzuli, pak mnozina SU {-a}
je nesplnitelnd a tvrzen{ S | « je pravdivé; jestlize jsme vytvorili celou mnozinu R*(M) a
prazdnd klauzule do ni nepatii, pak S U {—a} je splnitelnd a tvrzeni S | a neni pravdivé.

2.5.22 Priklad. Je ddna mnozina tii sentenci

S = {Va vy (P(z) A Q(z,y)) = R(y)), Yz Q(f(x), g(x)), P(f (b))}

a sentence ¢ = R(g(b)), (zde P je undrni predikdtovy symbol, @ je bindrn{ predikdtovy
symbol, f a g jsou bindrni funkéni symboly a b je konstantni symbol).

Rezoluén{ metodou rozhodnéte, zda plati S = .

Reseni. Nejprve vytvoifme mnozinu S U {—¢}, ta je rovna

{va vy (P(z) A Q(z,y)) = R(y)), Ve Q(f (), g(x)), P(f (b)), ~R(g(b))}.

Nyni pfevedeme sentence na klauzalni tvar. Pfitom pfejmenujeme proménné tak, aby v celé
mnoziné kazdy kvantifikdtor vézal jinou proménnou. (Posledni t¥i sentence uz jsou klauzule.)
Dostaneme mnozinu klauzuli

M = {ve vy (~P(z) V =Q(z,y) V R(y)), ¥z Q(f(2), 9(2)), P(f (b)), ~R(g(b))}.

Oznacéme jednotlivé klauzule: Ky = VaVy (-P(z) V ~Q(z,y) V R(y)), Ko = V2 Q(f(2), 9(2)),
K3 = P(f(b)) a K4 =~R(g(b)).

Nejprve utvoiime resolventu klauzuli K; a K3. Abychom resolventu mohli utvofit, za
proménnou z dosadime term f(b). Dostaneme klauzuli

K1 =Vy (=P (f(b)) V -Q(f(0),y) V R(y))-

Klauzule K/ a K3 obsahuj{ dvojici komplementarnich literdlu, totiz =P (f(b)) v K{ a P(f(b))
v K3. Jejich resolventa je klauzule

K5 =Yy (=Q(f(b),y) V R(y)).

Nyni utvoiime resolventu klauzuli K, a Kj;. Provedeme substituci: za proménnou y
dosadime term f(b). Dostaneme klauzule K} = =Q(f(b),g(b)) V R(g(b)) a K4 = —~R(g(b)).
Jejich resolventa je klauzule K¢ = =Q(f(b), g(b)).

Nyni vybereme klauzule K5 a Kg. Po dosazeni konstanty b za proménnou z, dostavame
klauzule K5 = Q(f(b), g(b)) a K¢ = =Q(f(b), g(b)), jejichz resolventa je prazdnd klauzule F.

Proto je mnozina S U {—¢} nesplnitelnd a S |= ¢ plati. O

Poznamenejme, Ze jsme nekonstruovali celou mnozinu R*(S U {—¢}); nebylo to potfeba
proto, ze prazdnou klauzuli jsme dostali jiz v R3(M).

2.5.23 Priklad. Je dédna sentence
¢ = (Jz (M(z) A =P(2)) AVy (M(y) = S(y))) = 32 (S(2) A =P(2)).

Rezoluéni metodou rozhodnéte, zda se jedna o tautologii.
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2.5.24 ReSeni. ¢ je tautologie pravé tehdy, kdyz je sentence —¢ nesplnitelna. K sentenci
- najdeme mnozinu klauzuli S, ktera je splnitelna praveé tehdy, kdyz je splnitelna sentence

Sentenci —p ptrevedeme na klauzalni tvar a dostaneme mnozinu S, kde

S ={M(a),=P(a), Yy (=M(y) V 5(y)),Vz (=5(2) V P(2))}.

Resolventa klauzuli K1 = M(a) a K3 = Vy (=M (y) vV S(y)) je klauzule S(a). Déle resolventou
klauzuli Ko = —P(a) a K4y = Vz(=S(z) V P(z) je klauzule =S (a). Nyni resolventa klauzul
S(a) a =S(a) je prazdnd klauzule.

Protoze jsme dostali prazdnou klauzuli (F € R?(S)), je mnozina S nesplnitelnd a ¢ je
tautologie. O

2.5.25 Poznamka. Pomoci rezoluéni metody muZzeme také zjistovat, zda dvé sentence
jsou nebo nejsou tautologicky ekvivalentni. Ukazeme si to na piikladeé.

2.5.26 Piiklad. Pro dveé sentence ¢ a ¢ rezolu¢ni metodou rozhodnéte, zda ¢ H 9, kde
p=3VyQ(z,y) ay =VyIrQ(z,y).

Reseni. Abychom ovéfili, ze ¢ H v, musime ovérit, zda plati

eEY a YEo

Ad 1. Utvofime mnozinu {p, =}. Této mnoziné odpovidd mnozina sentenci (prejmenovali
jsme promeénné v sentenci —))

{FzVy Q(z,y), It Vz-Q(2,1)}.

Skolemizujeme a dostaneme mnozinu klauzuli

S = {Vy Q(a7y)7vz j62(27 b)}

Substituci vytvotime takto: za proménnou y dosadime konstantu b a za proménnou z dosadime
konstantu a. Tim dostaneme dvojici klauzuli K7 = Q(a,b) a K2 = =Q(a,b); jejich resolventa
je prazdnd klauzule. Proto ¢ = 1 je pravdivé.

Ad 2. Obdobné utvorime mnozinu {9, ~¢}. Této mnoziné odpovidd mnozina sentenci

{Vy Iz Q(z,y),Vt Iz -Q(t,2)}.

Skolemizujeme a dostaneme mnozinu klauzuli

S= {va(f(y)7y)7Vt _‘Q(thg(t))}'

Nyni sice muZzeme za proménnou t dosadit term f(y), ale dostdvdme dvé klauzule K; =
YyQ(f(y),y) a Ko = Vy—-Q(f(y),9(f(y))), jejichz resolventa neexistuje (za y nemuzeme
dosadit term f(g(y)), protoze term f(g(y)) jiz proménnou y obsahuje). Proto ¢ = ¢ neni
pravdivé a pravdivé proto neni ani ¢ H . (I
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2.5.27 Teorie. Axiomatickd teorie T v predikdtové logice je ddna volbou jazyka pre-
dikatové logiky a mnozinou sentenci T'. O prvcich mnoziny 7' mluvime jako o aziomech teorie
T. Model teorie T je kazdé interpretace, ve které jsou vsechny axiomy z T" pravdivé.

Priklad: Jazyk predikatové logiky se skldda z jednoho bindrniho predikatového symbolu R
a axiomy jsou nasledujici t¥i sentence:

Va R(z,x); Ve Vy(R(z,y) = R(y,x));
VaVyVz (R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2)).

Pak modelem této teorie je kazda neprazdnd mnozina U, na které je predikdt R interpretovan
jako binarni relace, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni; tudiz jedna se o mnozinu a
na ni danou relaci ekvivalence R.

2.5.28 Teorie s rovnosti je teorie, kde kromé mnoziny predikatovych symbola Pred médme
jesté binarni predikatovy symbol =, ktery ma vlastnosti rovnost a vzdy se interpretuje jako
rovnost objektu ,svéta“, tj. universa U. (Poznamenejme, ze v piipadé teorie s rovnosti uz
muze byt mnozina predikdtovych symbola prézdnd.)

2.5.29 Pouiitf rezoluéni metody v programovacim jazyce Prolog. Prevzato z
predndsky prof. Stépankové (PROLOG, PROgramovan{ v LOGice.)

Program v Prologu je teorie v predikatové logice. Presnéji: Logicky program je mnozina
klauzulf s pravé jednim pozitivnim literdlem. (Klauzulim, které obsahuj{ pravé jeden pozitivn{
literdl, se také ikd Hornovy klauzule.)

Logicky program tvoii
e fakta — elementarni pravdivé tvrzeni vyjadiené jako jeden atom.

e Pravidla — podminénd tvrzent ,jestlize jsou splnény soucasné vSechny podminky tvoiici
télo pravidla, pak plat{ i hlava p“ (hlava je vzdy popséna jedinym atomem).

Program se spousti pomoci dotazu.

2.5.30 Poznamka. V Prologu se pravidla vétsinou pisi ve formé implikace, ale ,naopak®,
tj. nejprve se napiSe hlava pravidla p, pak symbol : — (ktery m4 vyznam implikace zprava do
leva) a pak teprve predpoklady implikace.

2.5.31 Priiklad. Jazyk predikatové logiky se skladé z

e Pred = {rodic,zena, muz,matka}, kde rodic a matka jsou bindrn{ predikdtové symboly
a zena a muz jsou unarni predikdtové symboly.

e Kons = {boleslav7 drahomira, ludmila, spytihnev, vaclav, vratislav}.

Program:
o Fakta:
rodic(ludmila, spytihnev), rodic(ludmila,vratislav),
rodic(drahomira, vaclav), rodic(drahomira,boleslav),
rodic(vratislav,vaclav), rodic(vratislav,boleslav).
zena(ludmila), zena(drahomira), muz(vaclav), muz(boleslav).
e Pravidla:

matka(z,y)) : —Va Vy ((zena(z) A rodic(z,y))

Toto pravidlo je ekvivalentni klauzuli

Va Vy (—zena(x) V —rodic(z,y) V matka(z,y)).
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Dotaz muze byt 3zmatka(z, vaclav)?

K programu pfiddme negaci dotazu, tedy fakt
—Jzmatka(z, vaclav) H Vz —-matka(z, vaclav)

a pouzijeme rezolu¢ni metodu ke zjisténi, zda program spolu s negaci dotazu tvoii nesplnitel-
nou mnozinu (pak odpovéd je ano), nebo splnitelnou mnozinu (pak odpovéd je ne).

Neni tézké zjistit, ze
e Resolventa klauzuli
Vz —matka(z,vaclav) a Va Vy (-zena(x) V —rodic(z,y) V matka(x,y)))
(druh4 klauzule je pravidlo programu) je klauzule

Va (—zena(z) V —rodic(x, vaclav)).

e Rezolventa klauzuli
Va (—zena(z) V —rodic(z,vaclav)) a zena(drahomira)
(druhd klauzule je fakt programu) je klauzule

—rodic(drahomira,vaclav).

e Rezolventa klauzuli
—rodic(drahomira,vaclav) a rodic(drahomira, vaclav)
(druhd klauzule je fakt programu) je préazdnd klauzule F.

Zjistili jsme, ze program spolu s negaci dotazu tvoii nesplnitelnou mnozinu klauzuli, a proto
odpovéd Prologu je ano.

2.6 Prirozena dedukce v predikatové logice

Upozornujeme ¢tenaie, ze zde uvadime jen velmi ,letmé* priblizeni ptirozené dedukce. Jedna
se o roz§iteni prirozené dedukce z vyrokové logiky o odvozovaci pravidla pro kvantifikatory V
a 3.

Pravidla pro kvantifikdtory jsou v podstaté nasledujici:

E-pravidlo pro V:  Vz ¢(2) I-pravidlo pro V: o(x)
p(t) vz p(z)
I-pravidlo pro 3: o(t) E-pravidlo pro 3: Jz ()
Tr(z) ©(y)
Y
(G

Aby tato ¢ty odvozovaci pravidla byla opravdu ,spravné“, tj. aby zavéry pravidel byly
sémantickym dusledkem predpokladi pravidla, musi byt jesté splnéno:

e V E-pravidle pro V a I-pravidle pro 3 musi byt term ¢ ,,volny pro z*, tj. musi obsahovat
pouze proménné, které jsou volné ve formuli ¢z := t], kde jsme za proménnou z dosadili
term ¢.

e V I-pravidle pro V a E-pravidle pro 3 nesmi byt proménnd z volna v zddném aktivnim
predpokladu.

1 v predikatové logice definujeme odvozeni a logicky dusledek stejné jako v a
A co je dulezité, i v predikatové logice, podobné jako ve vyrokové logice, plati véta o iplnosti
11.9.0l
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2.6.1 Odvozeni. Posloupnost sentenci @1, @sa, ..., @, se nazyva odvozeni z predpokladi S
prave tehdy, kdyz

e kazd4 sentence ; je bud piedpoklad (tj. ¢; € S), nebo je pomocny piedpoklad, nebo
vznikla z pfedchézejicich sentenci pomoci nékterého odvozovaciho pravidla;

e vSechny pomocné predpoklady jsou jiz pasivni.
2.6.2 Logicky dusledek. Sentence ¢ je logicky dusledek mmnoZiny predpokladi S, téz
logicky vyplgvd z S, pravé tehdy, kdyz existuje odvozeni z S takové, ze ¢, = @. Zapisujeme
SF .

2.6.3 Veéta o uplnosti. Pro kazdou mnozinu sentenci S a sentenci ¢ plati

S+ ¢ prave tehdy, kdyz S E .

Marie Demlova: Logika a grafy Pi. 11: 9/4/2018



41

Kapitola 3

Graty

3.1 Orientované a neorientované grafy

3.1.1 Orientovany graf. Definice. Orientovany graf G je trojice (V,E,¢), kde V je
neprazdna kone¢nd mnozina vrcholi (t€z zvanych uzli), E je koneénd mnozina jmen hran (téz
zvanych orientovanych hran) a € je prirazeni, které kazdé hrané e € F prifazuje usporddanou
dvojici vrcholu a nazyva se vztah incidence. O
Dalsi pojmy spojené s orientovanymi grafy. Jestlize e(e) = (u,v) pro u,v € V, fikdme,
ze vrchol u je pocdteéni vrchol hrany e a vrchol v je koncovy wrchol hrany e; znacime
PV(e) = uw a KV(e) = v. O vrcholech u,v iikdme, Ze jsou krajni vrcholy hrany e, téz ze
jsou incidentni s hranou e. Jestlize poc¢atecni a koncovy vrchol jsou stejné, fikdame, ze hrana
e je orientovand smycka. O

3.1.2 Neorientovany graf. Definice. Neorientovany graf je trojice G = (V, E,¢), kde V
je neprazdnd kone¢nd mnozina vrcholi (t6z zvanych wuzli), E je koneénd mnoZina jmen hran
a ¢ je piifazeni, které kazdé hrané e € E piifazuje mnozinu {u, v} (kde u,v € V' jsou vrcholy)
a nazyva se vztah incidence. ]
Dalsi pojmy spojené s neorientovanymi grafy. Jestlize (e) = {u,v} pro u,v € V,
tikdme, ze u,v jsou krajni vrcholy hrany e, téz ze jsou incidentni s hranou e. Je-li u = v,
fikdme Ze e je (neorientovand) smycka. O

3.1.3 Paralelni hrany. Definice. Jestlize v orientovaném nebo neorientovaném grafu
existuj{ dvé ruzné hrany ej,es, pro které plati, ze e(e;) = e(eq), fkdme, ze hrany eq, ey
jsou paralelns. O

Uvédomte si, ze pro orientované grafy to znamenad, ze pocatecni vrcholy i koncové vrcholy
hran ey, e5 jsou stejné, zatimco pro neorientované grafy to pouze znamend, ze krajni vrcholy
hran ey, es jsou stejné.

3.1.4 Prosty graf. Definice. Graf (orientovany nebo neorientovany) se nazyva prosty
graf, nema-li paralelni hrany. ([l

3.1.5 Poznamka. V nékteré literatufe se terminem graf rozumi prosty graf a grafium, at
jiz orientovanym nebo neorientovanym, které maji paralelni hrany, se ikd multigrafy. Vzhle-
dem k tomu, ze v fadé aplikaci hraji paralelni hrany podstatnou roli, my tuto terminologii
nebudeme pouzivat.

3.1.6 Stupné vrcholi. Definice. Je dén orientovany graf G = (V, E, ). Vstupnd stupen
vrcholu v, znaéime jej d~(v), je roven poctu hran, pro které je v koncovym vrcholem (které
do vrcholu v vstupuji), tj.

d”(v) =|{e € E; KV (e) =v}|.
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Vijstupnd stuperi vrcholu v, znaéime jej d¥ (v), je roven poétu hran, pro které je v poc¢ateénim
vrcholem (které z vrcholu v vystupuji), tj.

dt(v) = |{e € E; PV(e) = v}|.
Stuperi vrcholu v, znacime jej d(v), je roven poctu hran, které jsou incidentni s vrcholem v,
tj.
d(v) =d~ (v) +dt(v).

Je dén neorientovany graf G = (V, E, €). Stuper vrcholu v, znaéime jej d(v), je roven poctu
hran, které jsou incidentni s vrcholem v, kde smycka je poc¢itana dvakrat. O

Vsimnéte si, ze v definici stupné vrcholu je smycka zapocitana dvakrat i v piipadé

orientovanych grafu.

3.1.7 Tvrzeni. Pro kazdy graf G (orientovany nebo neorientovany) plati

S d(v) = 2|2,

veV

kde |E| znaci pocet hran grafu G. O
3.1.8 Dusledek. Kazdy graf mé sudy pocet vrcholu lichého stupné. O

3.1.9 Zadavani grafu. Orientovany i neorientovany graf mizeme zadat seznamem jeho
vrcholtl, a pro kazdy vrchol seznamem hran, které v ném zac¢inaji a/nebo v ném konéi. Graf
téz muzeme zadat matici sousednosti nebo matici incidence.

3.1.10 Matice sousednosti. Je ddn graf G = (V, E,¢), kde jsme ocislovali vrcholy, tj.
V = {v1,v2,...,0,}. Ctvercovd matice M = (m(i,j)) fadu n se nazyva matice sousednosti
grafu G, spliiuje-li:

e Pro orientovany graf je m(i,j) roven poc¢tu hran, pro néz je v; pocétecni vrchol a v;
koncovy vrchol.

e Pro neorientovany graf je m(i,j) roven poctu hran s krajnimi vrcholy v; a v;.

Poznamenejme, ze pro neorientovany graf je matice sousednosti symetricka.

3.1.11 Matice incidence. Je ddn graf G = (V,E,e) bez smycek. Ocislujme vrcholy
V ={v1,v2,...,vn} ahrany E = {e1,ea,...,en}. Matice B = (b(4, j)) typu (n,m) se nazyva
matice incidence grafu G, spliuje-li:

e Pro orientovany graf je

1, jestlize v; je pocatecni vrchol hrany e;,
b(i,j) = ¢ —1, jestlize v; je koncovy vrchol hrany e;,
0, v ostatnich piipadech.

e Pro neorientovany graf je

bi, j) = 1, jestlize v; je krajni vrchol hrany e;,
“J) =3 0, v ostatnich pifpadech.

O
Matice incidence orientovaného grafu mé v kazdém sloupci jednu 1 a jednu -1, pro
neorientované grafy ma v kazdém sloupci dvé 1.
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3.1.12 Porovnavani grafti. Definice. Rekneme, ze dva grafy G = (V,E,e) a G' =
(V',E’,&") jsou si rovny, jestlize V=V'  E=FE ae=¢".

Rekneme, 7e dva grafy G = (V,E,¢) a G' = (V', E’,¢') jsou isomorfni, jestlize existujf
bijekce f:V — V' a g: E — E’ takové, Ze pro orientované grafy

e(e) = (u,v) prévé tehdy, kdyz £'(g(e)) = (f(u), f(v))

a pro neorientované grafy

e(e) = {u,v} prave tehdy, kdyz £'(g(e)) = {f(u), f(v)}.

O

3.1.13 Sled v orientovaném grafu. Definice. Je ddn orientovany graf G = (V, E,¢).
Orientovany sled v G je posloupnost vrcholi a hran

U1,€1,0V2,€2,...,V—-1,€k—1,Vk

takova, ze pro kazdé i = 1,2,...,k — 1 plati v; = PV(e;) a v;41 = KV (e;).

Neorientovany sled v G je posloupnost vrcholu a hran
U1, €1,V2,€2;...,Vk—1,€Ck—1,Vk
takovéd, ze pro kazdé i = 1,2,...,k — 1 plati ze vrcholy v; a v;4+1 jsou krajni vrcholy hrany e;.

O

Pozndmka: Neorientovany sled se od orientovaného sledu li§i tim, ze muzeme ,jit proti
sméru“ hrany.

3.1.14 Sled v neorientovaném grafu. Definice. Je dan neorientovany graf. Pak neori-
entovany sled je posloupnost vrcholu a hran

U1,€1,0V2,€2,...,Vk—-1,€k—1,Vk

takovéd, ze hrana e; je incidentni s vrcholy v; a v;41 pro vSechny ¢ =1,2,..., k — 1. (I

3.1.15 Trivialni sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a zadnou hranu. Povazujeme
ho jak za orientovany, tak za neorientovany.

3.1.16 Uzaviené sledy. Mame dan orientovany nebo neorientovany sled vy, e1, ..., ex_1, k.
Rikame, ze vrchol vy je pocdtecnim vrcholem sledu a vy je koncovym vrcholem sledu. Téz
tikame, ze sled wvede z vrcholu vy do vrcholu vy.

Definice. Orientovany (neorientovany) sled se nazyvéd uzavieny, jestlize k > 1 a v = vi. V
opacném piipadé mluvime o otevieném sledu. O

Tedy trividlni sled nepovazujeme za uzavieny.

3.1.17 Tah a cesta. Definice. Orientovany (neorientovany) sled nazyvédme orientovanym
(neorientovanym) tahem, jestlize se v ném neopakuji hrany.

Orientovany (neorientovany) tah je cestou, jestlize se v ném neopakuji vrcholy s tou
vyjimkou, ze muze byt uzavieny, tj. muze byt v; = vg. Uzaviend orientovand cesta se nazyva
cyklus, uzaviend neorientovana cesta se nazyva kruznice. ([l
Poznamka. Kazd4 cesta je zaroven tahem i sledem, naopak to ale neplati. Také kazdy cyklus
je zéroven kruznici, ale ne kazda kruznice je cyklem.

Poznamenejme, ze trividlni sled je téz tahem i cestou mens vSak ani kruznici ani cyklem.
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3.1.18 Dostupnost. Definice. Mame dén graf G = (V, E, ). Rekneme, ze vrchol v je ori-
entované (neorientované) dostupny z vrcholu w, jestlize existuje orientovand (neorientovand)
cesta z w do v. (]

Poznamka. V definici dostupnosti jsme mohli pozadovat existenci sledu (misto cesty) a
dostali bychom stejny pojem. Kdyz totiz existuje orientovany (neorientovany) sled z vrcholu
w do vrcholu v, pak také existuje orientovand (neorientovand) cesta z vrcholu w do vrcholu
.

3.1.19 Souvisly graf. Definice. Rekneme, ze (orientovany nebo neorientovany) graf je
souwvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v grafu existuje neorientovand cesta z u do v. [

Poznamka. Vzdy existuje cesta z vrcholu u do sebe — totiz trividlni cesta. Také plati, ze
neorientovand cesta z vrcholu w do vrcholu v je také neorientovanou cestou z v do u (staci
cestu ,,Cist pozpatku*).

3.2 Stromy

3.2.1 Definice. Orientovany nebo neorientovany graf se nazyva strom, je-li souvisly a
neobsahuje-li kruznici. (I

3.2.2 Tvrzeni. V kazdém stromu s alespon dvéma vrcholy existuje vrchol stupné 1. O

Kdyby totiz v néjakém grafu mél kazdy vrchol stupen alespon 2, pak by v grafu existovala
kruznice.

3.2.3 Veéta. Kazdy strom o n vrcholech mé n — 1 hran. O

Zdivodnéni: Vétu je mozné dokazat indukei podle poctu vrcholu n. Tvrzeni ziejmé plati pro
stromy o 1 nebo 2 vrcholech.

Predpokladejme, ze tvrzeni véty plati pro vSechny stromy s n vrcholy. Vezméme libovolny
strom G s n + 1 vrcholy. Oznacme G’ strom, ktery dostaneme tak, ze z G odstranime vrchol
stupné 1. Graf G’ je opét strom a mé n vrcholu, tedy obsahuje pfesné n — 1 hran. Proto G
man—141=mn hran.

3.2.4 Dusledek. V kazdém stromu s alespon dvéma vrcholy existuji (alespori) dva vrcholy
stupné 1. 0

Zduvodnénd: Ma-1i souvisly graf n vrcholu (n > 1) a n — 1 hran, nemuZze mit jen jeden vrchol
stupné 1.

Také neni tézké nahlédnout, ze vezmeme-li v grafu, ktery nema kruznice, cestu o nejvétsim
poctu hran, pak oba koncové vrcholy této cesty musi mit stupen 1.

3.2.5 Poznamka. Meéjme souvisly graf G. Pfiddme-1i k nému hranu (aniz bychom zvétsili
mnozinu vrchola), zustane graf souvisly.

Megjme graf G bez kruznic. Odebereme-li v grafu G hranu, vznikly graf opét nebude
obsahovat kruznici.

Strom je graf, ktery ma nejmensi pocet hran, aby mohl byt souvisly, a sou¢asné nejvétsi
pocet hran, aby v ném neexistovala kruznice.

Poznamenejme, ze pridanim hrany zde rozumime pfidani hrany mezi jiz existujici vrcholy
(dalsi vrcholy nepriddvame).
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3.2.6 Tvrzeni. Je dan graf GG, pak nésledujici je ekvivalentni.

1. G je strom.

2. Graf G nem4 kruznice a pfiddame-li ke grafu libovolnou hranu uzavieme piesné jednu
kruznici.

3. Graf G je souvisly a odebranim libovolné hrany prestane byt souvisly.

O
Poznamenejme, ze pridanim hrany zde rozumime pridani hrany mezi jiz existujici vrcholy
(dalsi vrcholy nepfiddvame).

3.2.7 Podgrafy. Definice. Je ddn graf G = (V, E,¢). Podgraf grafu G je trojice G' =
(VI,E', &), kde V! C V, E' C E a & je restrikce ¢ na mnoziné E’, takovd, Ze trojice
G' = (V',E' ¢') je také graf.

Podgraf G’ = (V', E',€') se nazyvé faktor grafu G, jestlize V' = V.

Podgraf G' = (A, E’,£’) se nazyvé podgraf indukovany mnozinou A, A CV, jestlize kazd4d
hrana grafu G, kterd md oba krajni vrcholy v mnoziné A, lez{ v E’. Podgraf indukovany
mnozinou A se téz nazyva uplng podgraf na mnoziné A. O
Jinymi slovy, podgraf dostaneme tak, ze z grafu G vynechdme nékteré (nebo zadné) vrcholy

a nékteré (nebo zadné) hrany a to tak, ze nechdme-li v podgrafu hranu e, pak tam nechdme
i oba krajni vrcholy této hrany.

Faktor je podgraf, kde jsme ponechali vsechny vrcholy. Podgraf indukovany mnozinou
vrcholt A je podgraf s mnozinou vrcholu A obsahujici vechny hrany grafu G, které obsahovat
muze.

3.2.8 Komponenty souvislosti. Definice. Mdme dén (orientovany nebo neorientovany)
graf G. Komponenta souvislosti (nékdy téz komponenta slabé souvislosti) je maximdln{
mnozina vrcholu A takova, ze indukovany podgraf uréeny A je souvisly. O

Maximélni mnozinou zde rozumime takovou mnozinu A, pro kterou plati, ze pridame-li k
mnoziné A libovolny vrchol, podgraf indukovany touto vétsi mnozinou uz souvisly nebude.

3.2.9 Poznamka. Graf je souvisly ma-li jedinou komponentu souvislosti.

3.3 Minimalni kostra

3.3.1 Kostra grafu. Definice. Je dén graf G. Faktor grafu G, ktery je stromem, se nazyva
kostra grafu G. O

3.3.2 Tvrzeni. Graf G ma kostru pravé tehdy, kdyz je souvisly. O

3.3.3 Minimalni kostra. Je ddn souvisly graf G spolu s ohodnocenim hran ¢, tj. pro
kazdou hranu e € E(G) je ddno ¢islo c(e) (¢islo ¢(e) nazgvame cenou hrany e).

Definice. Minimdini kostra grafu G = (V, E) je takova kostra grafu K = (V, L), ze ) _ ., c(e)
je nejmensi (mezi vSemi kostrami grafu G). O

3.3.4 Tvrzeni. V kazdém souvislém ohodnoceném grafu existuje minimélni kostra. Ne-
musi v8ak byt jedina. (I

Marie Demlova: Logika a grafy Pf. 13: 17/4/2018



46 [190526-1209) Kapitola 3. Grafy

3.3.5 Kruskaluv algoritmus. Jednd se o modifikaci postupu [3.3.8}

1. Settidime hrany podle ceny do neklesajici posloupnosti, tj.
cler) <clea) < ... < clem)
Polozime L =0, § = {{v};v € V}.

2. Probirame hrany v daném poradi. Hranu e; pfidame do L, jestlize ma oba krajni vrcholy
v ruznych mnozindch 5,5 € S. V 8§ mnoziny S a S’ nahradime jejich sjednocenim. V
opacném piipadé hranu pfeskocime.

3. Algoritmus kondi, jestlize jsme pfidali n — 1 hran (tj. S se sklddé z jediné mnoziny).

O
Uvédomte si, ze v tomto piipadé vybirdme a priddvame vzdy hranu, ktera je nejlevnéjsi
pro obé& mnoziny S a S’.

3.3.6 Primuv algoritmus. Jedna se o modifikaci postupu [3.3:8}
1. Vybereme libovolny vrchol v. Polozime L =, S = {v}.

2. Vybereme nejlevnéjsi hranu e, ktera spojuje néktery vrchol z z mnoziny S s vrcholem
y, ktery v S nelezi. Vrchol y pfiddme do mnoziny S a hranu e ptidame do L.

3. Opakujeme krok 2 dokud nejsou vsechny vrcholy v mnoziné S.

O

Uvédomte si, ze prestoze v Primové algoritmu ,neudrzujeme® systém komponent grafu

(V, L), komponenty zndme. Jsou to: komponenta S obsahujici na za¢dtku vybrany vrchol v,

ostatni komponenty jsou jednoprvkové. Hrana, kterou pridavame, je vzdy nejlevnéjsi hrana,
ktera vede ven z komponenty S.

3.3.7 Piiklad. Je dadn neorientovany graf G = (V, E) s mnozinou vrcholu V = {1,...,7}
kde nésledujici matice uddva ceny hran (to znamena, ze na misté (i, j) mame bud c({i,j}),
kdyz {i,j} € E, nebo” =", jestlize {i,j} ¢ E). Najdeme minimaln{ kostru grafu (G, ¢) nejprve
Kruskalovym algoritmem

-6 9 - — — 9
6 — 2 1 3 — -
9 2 — 1 - — 15
-1 1 - 10 13

-3 — 10 — 10 1
- - 13 10 — 15
9 — 15 3 1 15 —

Reseni. Nejprve uspoidddme hrany podle ceny neklesajicim zptsobem (v zdvorce je vzdy
cena odpovidajici hrany)

e1 =1{2,4}(1),e2 = {3,4}(1),e3 = {5,7}(1),ea = {2,3}(2),e5 = {2,5}(3),e6 = {4, 7}(3),
er = {1,2}(6),es = {1,3}(9),e9 = {1,7}(9), e10 = {4,5}(10),e11 = {5,6}(10), e12 = {4,6}(13),
€13 = {3, 7}(15), €14 = {6, 7}(15)
Polozime T'= 0, S = {{i} |i € V'}.

Nyni prochazime hrany v tomto pofadi a hranu e; pfiddme do L pravé tehdy, kdyz
neuzavie kruznici. P¥itom upravime komponenty souvislosti grafu (V,T).
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1. ey neuzavie kruznici, proto T := {{2,4}}, komponenty souvislost v S jsou {1}, {2,4},

{3}, {5}, {6} a {7}.

2. ey neuzavie kruznici, proto T := {{2,4},{3,4}}, komponenty souvislost v S jsou {1},

{2,3,4}, {5}, {6} a {7}.

3. e3 neuzavte kruznici, proto T := {{2,4}, {3,4}, {5, 7}}, komponenty souvislost v S jsou
{1}, {2,3,4}, {5,7} a {6}.
4. e4 uzavie kruznici tvofenou e, es a ey, proto T' i S jsou stejné jako v 3.
5. es neuzavie kruznici, proto T := {{2,4},{3,4}, {5, 7}, {2, 5} }, komponenty souvislost v
S jsou {1}, {2,3,4,5,7} a {6}.
6. eg uzavie kruznici tvofenou ey, es5, ez a eg, proto T'i S jsou stejné jako v 5.
7. er neuzavie kruznici, proto T := {{2,4},{3,4},{5,7},{2,5},{1,2}}, komponenty sou-
vislost v § jsou {1,2,3,4,5,7} a {6}.
8. eg uzavie kruznici tvofenou eg, eq,e7 a eg, proto T i S jsou stejné jako v 7.
9. eg uzavie kruznici tvofenou es, es, er a eg, proto T'i S jsou stejné jako v 7.
10. e1p uzavie kruznici tvofenou eq, e5 a e1g, proto T i S jsou stejné jako v 7..
11. ey; neuzavie kruzmici, proto T := {{2,4},{3,4},{5,7},{2,5},{1,2},{5,6}}, v S je
jedind komponenta souvislosti a to {1,2,3,4,5,6,7}.

Protoze T obsahuje 6 hran (a S je jednoprvkovéd, algoritmus konéf a

T ={{2,4},{3,4},{5,7},{2,5},{1,2},{5,6}}

je mnozina hran minimaln{ kostry grafu G. Cena konstry L je
e(T)=1+1+1+3+6+10=22.

3.3.8 Obecny postup pro hledani minimalni kostry. Je dédn prosty souvisly graf
G = (V, E) a ohodnoceni hran c.

1. Na zacatku polozime L = (). S je mnozina vSech komponent souvislosti grafu K = (V, L);
tj. na zacatku je S = {{vh;v € V}.

2. Dokud nenf graf K = (V,L) souvisly (tj. dokud S se nesklddd z jediné mnoziny),
vybereme hranu e podle téchto pravidel:

(a) e spojuje dvé ruzné komponenty souvislosti S, S’ grafu K (tj. dvé mnoziny z S)

(b) a pro S nebo S’ je nejlevnéjsi hranou, kterd vede z komponenty ven.
Hranu e pfiddme do mnoziny L a mnoziny S a S’ nahradime jejich sjednocenim.

3. Vysledkem je mnozina hran L.

3.3.9 Tvrzeni. Obecny postup [3.3.8] skonéi po koneéné mnoha krocich a vysledkem je
nékterd minimélni kostra. (]
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3.4 Korenové stromy

3.4.1 Koien. Definice. Je ddn orientovany graf G = (V, E, ¢). Rekneme, ze vrchol r € V
je koren grafu G, jestlize pro kazdy vrchol v € V existuje orientovana cesta z r do v. (]

Jinymi slovy, vrchol r je kofen grafu G pravé tehdy, kdyz kazdy vrchol grafu G je
orientované dostupny z vrcholu 7.

3.4.2 Poznamka. Uvédomte si, ze pro vrchol r existuje orientovana cesta z r do r, totiz
trivialni cesta.

Kazdy orientovany graf, ktery mé koten, je souvisly. Naopak to neplati; existuji oriento-
vané souvislé grafy, které nemaji koren.

Orientovany graf muze mit i nékolik kofenu; napi. v cyklu je kazdy vrchol kofenem.

3.4.3 Korenovy strom. Definice. Orientovany graf, ktery mé kofen a je stromem, se
nazyva korenovy strom. O

Protoze kazdy graf ktery ma kofen je souvisly, mohli jsme kofenovy strom definovat jako
graf, ktery ma kofen a nema kruznice.

3.4.4 Tvrzeni. Je-li G kofenovy strom, pak ma pouze jeden koten. (I

Zduvodnéni. Kdyby néjaky strom mél dva kofeny, feknéme r; a 7o, pak by existovala
orientovand cesta z r; do 7y, a také orientovand cesta z ro do r1. Spojenim téchto dvou
cest bychom dostali uzavieny orientovany sled, a ten vzdy obsahuje cyklus, tedy i kruznici a
to strom obsahovat nemuze.

3.4.5 Naslednik, predchiudce a list. Definice. Je dan kofenovy strom G = (V,E).
Jestlize (u,v) je hrana grafu G, pak fikdme, ze vrchol u je predchidce vrcholu v a vrchol v je
ndslednik vrcholu u. Vrchol, ktery nemé naslednika, se nazyva list. ([l

3.4.6 Hladiny a vyska kotfenového stromu. Definice. Je dén kofenovy strom G =
(V, E) s kotenem r. Rekneme, ze vrchol v lezi v hladiné k, jestlize orientovand cesta z r do v
ma presné k hran.

Vyska korenového stromu je nejvétsi k takové, ze k-té hladina je neprazdna. O
Vime, ze pro kazdy vrchol v v kofenovém stromé existuje pravé jedna orientovand cesta z

kofene r do vrcholu v. Proto jsou hladiny kofenového stromu korektné definované.

Vysku korenového stromu jsme také mohli definovat jako pocet hran v nejdelsi orientované
cesté (ta musi vést z kofene do nékterého z listi).

3.4.7 Podstrom uréeny vrcholem. Definice. Je dan kotfenovy strom G. Podstrom
uréeny vrcholem v je podgraf G indukovany mnozinou vSech vrcholu, které jsou orientované
dostupné z vrcholu v. O

Poznamka. Uvédomte si, ze podstrom urceny vrcholem v je sdm kofenovym stromem a jeho
koten je v.

3.4.8 Binarni kofenové stromy. Definice. Kofenovy strom se nazyva bindrni kotenovy
strom, jestlize kazdy vrchol mé nejvyse dva nasledniky. (I

V bindrnim kofenovém stromé mluvime o pravém a levém ndsledniku vrcholu. Levy pod-
strom, resp. pravy podstrom vrcholu v je podstrom uréeny levym, resp. pravym naslednikem
vrcholu v.
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3.4.9 Halda. Jednou z cetnych aplikaci kofenovych stromu je datovd struktura zvana
halda. Je napt. zékladem algoritmu Heapsort pro fazeni.

Halda je stromova datova struktura s touto vlastnosti: Je-li vrchol v orientované dostupny
z vrcholu x, pak ¢iselnd hodnota ve vrcholu v je vétsi nebo rovna ¢éiselné hodnoté ve vrcholu .
Navic se jednd o uplny bindrni strom; tj. kazdy vrchol s vyjimkou listu a vrchola v predposledni
hladiné ma vzdy dva nésledniky, a jestlize v pfedposledni hladiné ma vrchol pouze jeden
naslednik, pak je to levy naslednik a vSechny vrcholy , vpravo“ od ného jsou jiz listy.

Z definice haldy je zfejmé, ze nejmensi hodnotu mé kofen haldy, proto je nalezeni minima
velmi jednoduché. Musi se vsak vyresit dvé tlohy — a to odstranéni kotfene a vlozeni prvku
do haldy. Obé tyto operace je mozné provést v case umérném log, n, kde n je pocet prvki,
které ma halda.

Velkou vyhodou haldy je to, ze ji v poc¢itac¢i nemusime drzet jako stromovou strukturu,
ale muzeme se v haldé ,pohybovat“ pomoci ndsobeni dvéma a celoc¢iselného déleni dvéma.

3.5 Acyklické grafy

3.5.1 Definice. Orientovany graf se nazyva acyklicky, jestlize neobsahuje zadny cyklus.
O

3.5.2 Topologické ocislovani vrcholu. Definice. Je dn orientovany graf G = (V, E, ¢)
s n vrcholy. O¢islovani vrchola

U1, V2,...,Un
se nazyva topologické ocislovdnt, jestlize pro kazdou hranu e s pocate¢nim vrcholem v; a
koncovym vrcholem v; plati i < j. 0

Jinymi slovy, hrany musi vést vzdy z vrcholu s mensim indexem do vrcholu s vét$im
indexem.

3.5.3 Topologické oé&islovani hran. Definice. Je ddn orientovany graf G = (V, E,¢) s
m hranami. Oc¢islovani hran

€1,€2,...,€m
se nazyvé topologické ocislovdni, jestlize pro kazdé dveé hrany e;, e; pro které koncovy vrchol
hrany e; je po¢atecnim vrcholem hrany e; plati ¢ < j. O

Jinymi slovy, kdykoli hrana e’ navazuje na hranu e, musi byt v posloupnosti hrana e
vypséna difve nez hrana e’.

3.5.4 Poznamka. Definici topologického oé¢islovani hran jsme mohli formulovat i nasledujicim
zpusobem:

Pro kazdy vrchol v plati: vypisujeme-li do posloupnosti libovolnou hranu s poc¢atecnim
vrcholem v, musely jiz byt vypsany vSechny hrany, které ve vrcholu v kongi.

3.5.5 Tvrzeni. V kazdém acyklickém grafu existuje vrchol, ktery ma vstupni stupen roven
0. O

Myslenka dukazu. Kdyby kazdy vrchol néjakého grafu mél vstupni stupen alespon 2, pak
bychom (podobnou tivahou jako v dukazu faktu, ze kazdy strom o n > 1 vrcholech m4 aspon
jeden vrchol stupné 1) dostali existenci cyklu.

3.5.6 Veéta. Pro orientovany graf G jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1. G je acyklicky;

2. G ma topologické o¢islovani vrcholu;
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3. G ma topologické ocislovani hran.

O
Nastin zduvodnéni. Neni tézké ukdzat, ze méa-li graf topologické ocislovani vrcholu, m4 i
topologické oc¢islovani hran — sta¢i hrany vypisovat takto: Nejprve vypiSeme hrany zacinajici
v prvnim vrcholu (topologického oéislovéni), pak v druhém vrcholu, atd. (Uvédomte si, ze z
posledniho vrcholu topologického oéislovani vrcholi uz zadnd hrana nevede.)

Obdobné se ukaze i opacnéd implikace; totiz, ze graf, ktery méa topologické oc¢islovani
hran, ma i topologické oc¢islovani vrcholu. Vypisujeme pocateéni vrcholy hran v topologickém
oCislovani hran a to vzdy prvni vyskyt vrcholu. Na konci ndm zustanou nékteré vrcholy (aspon
jeden) a ty pak vypiSeme na konec v libovolném pofadi.

Také je ziejmé, ze cyklus neni mozné topologicky usporddat. Tudiz, ma-li graf cyklus,
nem4d topologické ocislovdni (ani vrcholu, ani hran). Fakt, ze acyklicky graf ma topologické
otislovani vrcholu ukdzeme nésledujicim algoritmem.

3.5.7 Postup na nalezeni topologického oéislovani vrcholt. Je dan prosty oriento-
vany graf G = (V, E). Ukolem je je najit nékteré topologické o¢islovani vrcholu G.

1) Pro kazdy vrchol v spocitdme vstupni stupen d=(v).

2) Do mnoziny M déme vsechny vrcholy se vstupnim stupném 0,
polozime 7 := 1.

3) Dokud M # ) provedeme

3a) Vybereme vrchol v z mnoziny M a odstranime ho z M.
Polozime v; := v, 1 := ¢+ 1.

3b) Pro kazdou hranu e s PV (e) = v provedeme
d=(KV(e)):=d (KV(e))—1
a v piipade, ze d~ (K'V(e)) = 0, piidame vrchol KV (e) do mnoziny M.

3.5.8 Veéta. Postup skoné¢i po koneéné mnoha krocich a po skonceni je posloupnost
v1,...,U, topologické oc¢islovani vrcholu grafu G. O

3.5.9 Poznamka. Kdybychom chtéli ziskat topologické ocislovani hran, stacilo by vypiso-
vat hrany do posloupnosti v pofadi, jak je zpracovdvame v kroku 3b).
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3.5.10 Jadro grafu. Definice. Podmnozina K vrcholu orientovaného grafu G se nazyva
jadro grafu, jestlize spliuje nésledujici podminky:

1. Pro kazdou hranu e s poc¢ateénim vrcholem PV (e) € K plati KV (e) ¢ K.
2. Pro kazdy vrchol v, ktery nelez v K, existuje hrana e s PV(e) =v a KV(e) € K.

O

Podminka 1 vlastné fikd, Zze neexistuje hrana, kterd by vedla z mnoziny K do sebe.
Podminka 2 se da formulovat: z kazdého vrcholu, ktery lezi mimo K, se muzeme dostat
po hrané zpét do K.

3.5.11 Tvrzeni. V kazdém acyklickém grafu existuje jadro a je urceno jednozna¢né. [

Dikaz. Jadro je mozné sestrojit z topologického ocislovani vrcholi a to nésledujicim
zpusobem: Piedpokladejme, ze
V1,0V2,...,Upn

je topologické oéislovani vrcholu grafu G. Do jadra K vlozime posledni vrchol v := v, a
z posloupnosti vyskrtdme vSechny vrcholy, ze kterych vede hrana do zafazeného vrcholu v.
Jestlize jesté nebyly vyskrtany vSechny vrcholy, vezmeme nevyskrtnuty vrchol s nejvétsim
indexem v; zafadime ho do jadra K a opét vyskrtneme ze zbylé posloupnosti vSechny vrcholy,
z nichz vede hrana do v;. Postup opakujeme, dokud neni posloupnost prazdné.

Neni tézké nahlédnout, ze postup je spravny; staci si uvédomit, ze vrchol z néhoz nevychézi
zadnd hrana, musi lezet v jadre.

Predpoklddejme, ze v nékterém acyklickém grafu by existovala dvé razna jadra K; a Ko.
Protoze jsou ruznd, je mnozina (K; \ K3) U (K3 \ K1) neprdzdna.

Uvazujme topologické o¢islovani vrcholu acyklického grafu G
V1,V2,y...,Un.

Z mnoziny (K; \ K3) U (K3 \ K1) vybereme vrchol s nejvétsim potradovym &islem v,
Predpokladejme bez jmy na obecnosti, ze v, € K; a v, & Ko. Protoze v, ¢ Ka, existuje
hrana e s PV (e) = v, a KV (e) = vs. Musi platit s > r a vy € K; (v opaéném piipadé by K,
nebylo jadro grafu). A to je spor s volbou vrcholu v;..

3.6 Silna souvislost

3.6.1 Silné souvislé grafy. Definice. Rekneme, Ze orientovany graf G je silné souvisly,
jestlize pro kazdou dvojici vrcholu u, v existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v a
orientovand cesta z vrcholu v do vrcholu u. O

3.6.2 Poznamka. V definici silné souvislého grafu jsme mohli pozadovat pouze existenci
orientované cesty z vrcholu v do vrcholu v. Je to proto, ze existenci takové cesty vyzadujeme
pro v8echny dvojice vrcholu, tedy i pro dvojici v, u.

3.6.3 Tvrzeni. Souvisly graf je silné souvisly prave tehdy, kdyz kazd4 hrana lezi v néjakém
cyklu. O

Zduvodnéni. Predpokladejme, ze graf G je silné souvisly a vyberme jeho libovolnou hranu e s
PV(e) = z, KV (e) = y. Protoze je graf silné souvisly, existuje orientovand cesta z vrcholu y
do vrcholu z. Priddme-li k této cesté hranu e, dostaneme cyklus, ktery e obsahuje.

Predpokliadejme, ze graf G je souvisly a kazda jeho hrana je obsazena v nékterém cyklu.
Vyberme libovolné dva vrcholu u,v v grafu. Protoze je graf souvisly, existuje neorientovand
cesta z vrcholu u do vrcholu v. Kazdou hranu v této cesté, kterou jde cesta ,proti sméru
hrany“, nahradme éasti cyklu, ktery tuto hranu obsahuje. Tim dostaneme orientovany sled z
u do v, a ten jisté obsahuje orientovanou cestu. Ukazali jsme, ze G je silné souvisly.
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3.6.4 Silné souvislé komponenty. Definice. Je dan orientovany graf G. Mnozina vr-
choli B se nazyva silné souvislda komponenta, téz komponenta silné souvislosti, jestlize je
maximalni podmnozina vrcholu takové, podgraf indukovany B je silné souvisly. (I

Poznamenejme, ze termin ,,maximalni“ zde znamend ,neda se ptridat vrchol pii zachovani
silné souvislosti“. Jinymi slovy, pro kazdy vrchol v ¢ B graf indukovany mnozinou B U {v}
neni silné souvisly.

3.6.5 Poznamka. Kazdy vrchol orientovaného grafu lezi presné v jedné silné souvislé
komponenté. O hrandch uz takové tvrzeni neplati — mohou existovat hrany, které vedou mezi
silné souvislymi komponentami.

3.6.6 Hledani silné souvislych komponent — Kosaraju, Sharir algoritmus.

Vstup: Orientovany graf G.
Vystup: Silné souvislé komponenty grafu G.

1. Prohleddme graf do hloubky a vypiSeme vrcholy v poradi, ve kterém jsme vrcholy
opousteéli.

2. V grafu G obréatime hrany, dostaneme graf G.
3. Prohleddme graf G’ do hloubky a to v poradi opatném poradi v kroku 1.

4. Vrcholy stromtu druhého prohleddvéani jsou pak vrcholy jednotlivych silné souvislych
komponent.

3.6.7 Tarjanuv algoritmus pro nalezeni silné souvislych komponent. Existuje al-
goritmus, ktery nalezne silné souvislé komponenty a je rozsifenim algoritmu pro prohledavani
do hloubky DFS. Autorem algoritmu je Robert Tarjan.

Uvedeme myslenku rozsiteni DFS pro nalezeni silné souvislych komponent. Kromé
poradovych ¢&isel budeme vrcholim pfirazovat tzv. zpétna Cisla. Vrcholy budeme délit do
t¥1 skupin:

e JeSté nenavstivené vrcholy, to budou vrcholy, které jesté nemaji poradové ¢&islo ani
zpétné cislo.

e Vrcholy, které jiz byly navstiveny, ale jesté nejsou zarazeny do zadné komponenty silné
souvislosti.

e Vrcholy, které jiz byly zafazeny do nékteré komponenty silné souvislosti.

Vstup: orientovany graf G.
Vystup: silné souvislé komponenty grafu G.

Pomocné proménné: Kazdy vrchol x bude mit ptifazen dvé ¢&isla — poradové ¢islo P(z) a
zpétné &islo Z(x). Cislo P(z) udavé pofadi, ve kterém byl vrchol z poprvé navstiven
pii prohleddvéni do hloubky; ¢islo Z(x) uddvéd nejmensi poradové ¢éislo vrcholu, ktery
je z x orientované dostupny a to orientovanou cestou, ktera je tvorena nékolika hranami
prohledavani a nejvyse jednou hranou zpét.

Déle pouzivdme zdsobnik ZAS z prohleddavani do hloubky.

1. [Inicializace.] Vsechny vrcholy jsou nenavstivené a zdsobnik ZAS je prézdny.

2. [Volba wrcholu]. Vybereme libovolny dosud nenavstiveny vrchol z, oznac¢ime ho wv,
pritadime v jeho pofadové ¢islo P(v), Z(v) := P(v) a vlozime v na vrchol zdsobniku
ZAS.

Jestlize nenavstiveny vrchol neexistuje, vypocet kondci.
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3. [Volba hrany e]. Vezmeme nékterou dosud nepouzitou hranu e zaéinajici ve vrcholu v a
oznacime w koncovy vrchol této hrany e.

Pokud hrana neexistuje, pokracujeme krokem 7.

4. [Koncovy vrchol e nebyl navstiven.] Je-li vrchol w jesté nenavstiveny, prifadime mu
poradové ¢islo P(w), polozime Z(w) := P(w), zafadime w na vrchol zasobniku ZAS a
polozime v := w. Pokracujeme krokem 3.

5. [Koncovy vrchol e byl navstiven, ale neni zatazen do nékteré komponenty.] Je-1i vrchol
w jesté nezarazeny do nékteré komponenty silné souvislosti, zkontrolujeme, zda Z(v) >
P(w). Jestlize ano, polozime Z(v) := P(w) a pokrac¢ujeme krokem 3.

6. [Koncovy vrchol e je zarazen do nékteré komponenty.] Je-li vrchol w jiz zafazen do
nékteré komponenty silné souvislosti, pokra¢ujeme krokem 3.

7. [Moznd novd komponenta.] Jestlize Z(v) = P(v), utvoifme novou komponentu silné
souvislosti. Komponenta bude obsahovat dosud nezatazené vrcholy w, pro které plati
P(w) > P(v). Vrcholy komponenty odstranime ze zdsobniku, pokra¢ujeme krokem 8.

Je-li Z(v) < P(v), pokrac¢ujeme krokem 8.

8. [Test, zda je ZAS prdzdny.] Je-li zdsobnik ZAS prazdny, pokracujeme krokem 2.
Neni-li prazdny, oznac¢ime z vrchol zasobniku ZAS
Jestlize nebyla uzaviena komponenta a Z(z) > Z(v), polozime Z(x) := Z(v).

Déle polozime v := x a pokracujeme krokem 3.

3.6.8 Poznamka. Oba algoritmy pracuji v linearnim case, to je v Case imérném poctu
hran a po¢tu vrcholtu. Tarjanuv algoritmus pouzije pouze jedno prohleddvani do hloubky, al-
goritmus autoru Kosaraju a Sharir dvé prohleddvéani do hloubky. Poznamenejme, ze Tarjanuv
algoritmus je soucdsti velmi rychlého (také linedrniho) algoritmu pro zjisténi, zda dany graf
lze nakreslit do roviny tak, aby se jednotlivé hrany nekiizily (to je, zda je rovinny).

3.6.9 Kondenzace grafu. Definice. Je ddn orientovany graf G = (V, E). Kondenzace
grafu G je graf G = (V,E), kde V je mnozina viech silné souvislych komponent grafu G
a hrana vede z komponenty K; do komponenty Ko pravé tehdy, kdyz K1 # Ky a existuji
vrcholy u € Ky, v € Ky takové, ze (u,v) je hrana grafu G. O

3.6.10 Poznamka. Kondenzace grafu uz je vzdy acyklicky graf. Kdyby totiz nebyl, pak
byly Spatné spocitané silné souvislé komponenty.
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3.7 Eulerovy grafy

3.7.1 Pripomenme, ze tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany. Jinymi slovy, tah obsahuje
hrany grafu vzdy nejvyse jedenkrat.

3.7.2 Eulerovské tahy. Definice. Tah v grafu se nazyvéa eulerovsky, jestlize prochézi
kazdou hranou. (]

Jinymi slovy, tah se nazyva eulerovsky, jestlize obsahuje kazdou hranu piesné jedenkrat.
Eulerovské tahy se déli na uzaviené a oteviené, orientované a neorientované.

3.7.3 Euleruv graf. Definice. Orientovany (neorientovany) graf G se nazyvé eulerovsky
graf, jestlize v ném existuje uzavieny orientovany (neorientovany) eulerovsky tah. O

3.7.4 Aplikace. Eulerovské tahy maji radu aplikaci.

e Kresleni s co nejmensim poctem tahu. Je ddn neorientovany souvisly graf. Ukolem
je najit co nejmensi pocet hranové disjunktnich taht tak, aby vSechny hrany grafu byly
obsazeny v nékterém z nich (to znamen4, ze kazdd hrana bude obsazena v pfesné jednom
tahu).

Je ziejmé, ze existuje-li v grafu eulerovsky tah, pak je tento tah hledanym feSenim.
Resen{ tohoto problému se dd vyuzit napt. pii kresleni pomoci pocitace (chceme co
nejméné ,pirejezdu).

e Uloha &inského postaka. Postak musi pii své obchiizce projit viechny ulice. Jak to
mé udélat, aby usel co nejméné kilometra?

Vytvoiime neorientovany graf takto: vrcholy jsou kfizovatky a hrany ulice mezi nimi,
kterymi musi postdk projit. Hrany jsou ohodnoceny poétem kilometrii, které dan ulice
ma.

Jestlize v grafu existuje eulerovsky tah, pak je to nejkratsi mozné feseni — postak
projde kazdou ulici piesné jednou. Jestlize eulerovsky tah neexistuje, mus{ postak projit
nékterou ulici dvakrat. Tedy hledame ,zdvojeni“ nékterych hran tak, aby vznikly graf
byl eulerovsky a aby soucet pfidanych hran byl nejmensi mozny.

e De Bruijnova posloupnost. Je dano prirozené cislo k& > 1. Ukolem je najit co
nejdelsi cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby zaddné dvé po sobé néasledujici k-tice
této posloupnosti nebyly stejné. Uloha se d4 fesit nalezenim uzavieného orientovaného
eulerovského tahu ve specialnim orientovaném grafu.

3.7.5 Tvrzeni. V souvislém orientovaném grafu existuje uzavieny orientovany eulerovsky
tah pravé tehdy, kdyz pro kazdy vrchol v grafu plati

d~(v) =d*(v).

(Tj. v kazdém vrcholu kondf stejny pocet hran jako v ném zacing.)

V souvislém grafu existuje uzavieny neorientovany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz kazdy
vrchol ma sudy stupen. O

3.7.6 Postup hledani uzavieného orientovaného eulerovského tahu. Vybereme
libovolny vrchol v grafu. Protoze graf je souvisly, v kazdém vrcholu za¢ina i konéi alespon
jedna hrana.

7 vrcholu v vytvarime ndhodné orientovany tah; tj. prochazime hrany tak, abychom
zddnou hranou neprosli dvakrat. Takto pokracujeme, dokud je to mozné, tj. dokud se
nevratime do vychoziho vrcholu v a ve vrcholu v jiz neza¢ind zadna dosud nepouzitd hrana.
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Tim jsme dostali uzavieny tah C'. Jestlize C' obsahuje vSechny hrany, je to hledany
uzavieny eulerovsky tah.

vvvvvv

nepouzitd hrana. (To vyplyvé ze souvislosti grafu.) Tah C ve vrcholu w rozpojime a vlozime
do néj ndhodné zkonstruovany uzavieny tah z dosud nepouzitych hran, ktery zac¢ind (a konéf)
ve vrcholu w. Dostaneme novy tah C’.

Jestlize C’ obsahuje vSechny hrany, je to hledany eulerovsky tah. V opa¢ném ptipadé opét
najdeme na C’ vrchol, ve kterém zacind dosud nepouZitd hrana a postup opakujeme dokud
nedostaneme tah obsahujici vSechny hrany.

3.7.7 Algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu.

Vstup: Souvisly orientovany graf G = (V, E), kde pro kazdy vrchol plati d*(v) = d~ (v).
Vystup: Orientovany uzavieny eulerovsky tah F' v grafu G.

Pomocné proménné: Seznam F', ktery je na zacatku préazdny a na konci obsahuje hledany
tah; mnozina jesté nepouzitych hran H.

1. [Inicializace]

F:=0;H:=FE

2. [Pocdtek tahu]
zvolime libovolny vrchol v; vlozime v do F

3. [Test ukoncend]
if H = () then stop
else v := posledni vrchol tahu F'

4. [ProdlouZeni tahu]
if existuje (v,w) € H, then do
begin
priddme hranu (v, w) a vrchol w do tahu F'
H = H\ {(0,0)};
end
go to 3

5. [Tah se nedd prodlouZit]
else neexistuje hrana (v,w) € H, then do
begin
najdeme vrchol y v F takovy, ze existuje (y, z) € H;
rozpojime F' ve vrcholu y, tj. y je posledni vrchol F
end
go to 3

3.7.8 De Bruijnova posloupnost podruhé. Je dano ptirozené ¢cislo k > 1. Ukolem je
najit co nejdelsi cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby zaddné dvé po sobé nésledujici k-tice
této posloupnosti nebyly stejné.

Utvorime orientovany graf G = (V, E), kde vrcholy jsou vsechny ruzné k — 1-tice 0 a 1; z
vrcholu aq, as, ..., ar_1 vedou presné dvé orientované hrany a to do vrcholu as, as, ..., ax_1,0
a do vrcholu as, as,...,ax_1,1. Prvni hrana je ohodnocena 0, druhé hrana 1.

Je ziejmé, 7e graf G je souvisly a m4 2¥ hran. Pro kazdy vrchol v plati d* (v) = 2 = d~ (v).
Proto v ném existuje eulerovsky uzavieny tah. Vytvoiime-li posloupnost z ohodnoceni
jednotlivych hran v eulerovském tahu, dostaneme hledanou cyklickou posloupnost.
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3.7.9 Tvrzeni. V souvislém orientovaném grafu existuje otevieny orientovany eulerovsky
tah pravé tehdy, kdyz existuji vrcholy uq, us takové, ze

df(ul) = d+(u1) + 1, di(UQ) = d+(U2) — 1,

a pro kazdy jiny vrchol v grafu plati d~(v) = d* (v).

V souvislém grafu existuje otevieny neorientovany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz v
grafu existuji presné dva vrcholy lichého stupné. O

Dikaz je podobny jako dikaz véty Pouze pii konstrukei otevieného eulerovského tahu
musime zacinat ve vrcholu us, tj. z vrcholu, ze kterého vychézi o jednu hranu vic nez do ného
vchézi.

3.7.10 Tvrzeni. Je dén souvisly neorientovany graf G s 2k, k > 0, vrcholy lichého stupné.
Pak existuje k hranové disjunktnich otevienych tahu takovych, ze kazdd hrana grafu G lezi
v pravé jednom z téchto tahi. O

3.8 Hamiltonovské grafy

Pfipomertime, 7e cesta je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy (s vyjimkou uzaviené cesty, kdy
se prvn{ vrchol rovnd poslednimu).

3.8.1 Hamiltonovské cesty, kruznice, cykly. Definice. Je dan graf G. Oteviend cesta
se nazyva hamiltonovskd cesta, obsahuje-li vSechny vrcholy (a tudiz vSechny vrcholy pfesné
jedenkrat). Obdobné hamiltonovskd kruznice je kruznice, kterd obsahuje kazdy vrchol grafu;
hamiltonovsky cyklus je cyklus, ktery obsahuje kazdy vrchol grafu. 0

3.8.2 Hamiltonovské grafy. Definice. Orientovany (neorientovany) graf G se nazyvéa
hamiltonovsky, jestlize obsahuje hamiltonovsky cyklus (hamiltonovskou kruznici). O

3.8.3 Ijlohy spojené s hamiltonovskymi cestami délime na existenéni, vyhodnocovaci a
optimaliza¢ni. V existen¢ni tloze jde o to zjistit, zda v daném grafu existuje hamiltonovska
cesta, kruznice nebo cyklus. Ve vyhodnocovaci tiloze jde o to najit (aspon) jednu hamilto-
novskou cestu, kruznici nebo cyklus v piipadé, ze existuji. V optimaliza¢nich tlohdch mame
hrany grafu navic ohodnoceny délkami a pozaduje se nalezeni hamiltonovské cesty, kruznice
nebo cyklu s co nejmensim souctem délek jednotlivych hran cesty, kruznice nebo cyklu.

Na rozdil od hledani eulerovskych tahi, je hleddni hamiltonovskych cest, hamiltonovskych
kruznic a hamiltonovskych cykli velmi obtiznd tloha. Presnéji, neni zndm algoritmus, ktery
by pro obecny graf zjistil, zda v daném grafu existuje hamiltonovska cesta, kruznice nebo
cyklus, a pfitom provedl pocet kroku, ktery zavisi na poc¢tu vrcholi a hran daného grafu jen
polynomiélné. Presto, nebo pravé proto, jsou ulohy tohoto typu v praxi rozsitené.

3.8.4  Existujl jednoduché nutné podminky proto, aby v daném grafu existovala hamil-
tonovska cesta, hamiltonovskd kruznice ¢i hamiltonovsky cyklus. Uvedeme nékolik takovych
tvrzeni.

e Existuje-li v grafu G hamiltonovska cesta, musi byt graf G souvisly.

e Existuje-li v grafu G hamiltonovska kruznice, musi mit kazdy vrchol G stupen alespon
2.

e Fxistuje-li v grafu G hamiltonovsky cyklus, musi byt graf G silné souvisly.

Netrividlni nutnd a postacujici podminka pro zjisténi, zda dany (obecny) graf obsahuje
hamiltonovskou cestu, kruznici nebo cyklus, neni znama.
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3.8.5 Véta. Je ddn neorientovany prosty graf G = (V, E) s n > 3 vrcholy. Ozna¢me
dy <dy<d3<...<d,

posloupnost stupni grafu G (tj. v posloupnosti jsou stupné vsech vrcholu grafu G a jsou
uspoiaddny neklesajicim zpusobem). Jestlize plati ndsledujici podminka:

kdykoli existuje k < 4 takové, ze dp < k, pak plati d,, > n —k,

pak graf G je hamiltonovsky. O

3.8.6 Predchozi véta se nazyva Chvatalova véta. Jedna se o nejlepsi moznou postacujici
podminku pro existenci hamiltonovské kruzmice zalozenou pouze na vlastnostech stupnu
vrcholt. Plati totiz: Jestlize posloupnost

dy <dy<ds<...<d,

nespliiuje podminku véty, pak existuje prosty neorientovany graf GG, ktery neni hamiltonovsky
a jeho posloupnost stupiu majorizuje posloupnost di, ... ,d,. (To znamend, Ze je pro kazdé
alespon tak velkd jako d;.)

Dukaz Chvatalovy véty neni jednoduchy a je nad ramec této prednasky.
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3.8.7 Aplikace hamiltonovskych cest. Uvedeme tii aplikace hamiltonovskych cest.

e Problém obchodniho cestujiciho. Jde o probém nalezeni nejkratsi hamiltonovské
kruznice v iplném neorientovaném ohodnoceném grafu.

e Dopravni ilohy. Jedna se o optimalizaci pohybu néjakého dopravniho prostiedku;
napf. pii rozvozu zbozi, vybirani schranek apod. Casto se jedna o nalezeni oteviené
hamiltonovské cesty. Napf. pfi rozvozu pracovniki na roztrouSend pracovisté muzeme
pozadovat, aby se po skonc¢eni smény dopravni prostifedek nevracel prazdny, ale aby
svezl pracovniky (v opa¢ném poradi). Hleddme proto nejkratsi hamiltonovskou cestu
z daného vrcholu, koncovy vrchol cesty obvykle neni urcen.

e Plianovani procest. Mdme néjaké vyrobni zai9zeni na kterém se provadéji procesy
P1,D2,--.,Pn. Piitom pro nékteré dvojice procesit p;, p; plati, Ze mé-li po skonceni
procesu p; nasledovat proces pj, je tfeba zafizeni vycistit, pfestavét atd., tedy musime
zaplatit jistou cenu, aby po skonceni procesu p; mohl nédsledovat proces p;. Ukolem je
najit takové poradi procesu p1,ps,...,p, aby cena byla nulovd. V piipadé, ze takové
potradi neexistuje, muzeme zadat poradi procesu tak, aby cena byla nejmensi. Tento
druhy pripad vede na problém obchodniho cestujiciho.

3.8.8 Protoze doposud neni znam zadny rychly algoritmus, ktery by nasel hamiltonovské
cesty, kruznice ¢i cykly, ¢asto se jejich hledani provadi metodou vétvi a mezi. Jak metoda vétvi
a mezi pracuje, si ukdzeme na tloze hledani nejlevnéjsi hamiltonovské cesty v ohodnoceném
grafu.

3.8.9 Hledani nejkratsi hamiltonovské cesty. Vyjdeme z nasledujicich pozorovani:
Kazda hamiltonovska cesta v grafu G je

1. kostrou grafu G,
2. ve které ma kazdy vrchol stupen nejvyse 2.
Tohoto pozorovani vyuzijeme takto:

V daném grafu G najdeme minimélni kostru K grafu G. Je-li tato kostra cesta, dostali
jsme nejkratsi hamiltonovskou cestu v grafu G.

Neni-li tato kostra cesta, tj. obsahuje-li vrchol v stupné aspon 3, zakdzeme vzdy jednu
hranu incidentni s v. Tim rozvétvime danou ulohu na k poduloh, kde k je stupen vrcholu v.
Pritom kazdd z podiloh mé méné hran nez puvodni tloha. Nyni kazdou z poduloh fesime
podobné.

Navic, cena kterékoli jiz ziskané hamiltonovské cesty je horni odhad délky nejkratsi
hamiltonovské cesty. Jestlize se v nékteré podiloze stane, ze délka minimalni kostry je delsi
nebo stejnd jako délka dosud znamé hamiltonovské cesty, nemusime se danou podulohou jiz
zabyvat — nemuzeme dostat cestu s mensi délkou.

Obdobne, jestlize v nékteré podiloze jiz minimélni kostra neexistuje (zakdzali jsme tolik
hran, ze graf pfestal byt souvisly), nemusime se touto podilohou zabyvat.

3.8.10 Poznamka. Pro zjisténi horniho odhadu nejkratsi hamiltonovské cesty nemusime
¢ekat na to, az jako minimalni kostru dostaneme nékterou hamiltonovskou cestu. Casto
nejprve vytvorime nékterou hamiltonovskou cestu (tfeba ,hladovym postupem®) a ta ndm
pak slouzi jako ,prvotni“ odhad.

Poznamenejme, Ze popsand metoda muze pracovat dlouho. Proto v praxi priddvame casové
omezeni; prekroci-li doba préace toto omezeni, bereme jako ,nejlepsi“ feseni to nejlepsi z dosud
znamych feseni.

Popsand metoda je zvlastnim pripadem tzv. metody vétvi a mezi, kterou popiSeme presnéji
v nasledujicim odstavci.
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3.8.11 Metoda vétvi a mezi. Potfebujeme vyfesit optimalizacni tlohu U, kterd je dana
podminkami P a tcelovou funkci c¢. Piipustné reSeni je kazdé reSeni, které spliiuje podminky
P, optimélni je pak to pfipustné reseni, které ma nejlepsi hodnotu tcelové funkce c. Mnozinu
piipustnych feseni dlohy U budeme znacit PR(U).

Podminky P rozdélime na ,jednoduché* podminky A a ,slozité“ podminky B. Jako U’
oznacime optimalizaéni ilohu, ktera je ddna pouze podminkami A a se stejnou uc¢elovou funkei
c.

Nejprve fesime tdlohu U’ (tj. zapomeneme na podminky B — f{kdme, ze podminky B
relaxujeme) a najdeme optiméln{ feseni opt tilohy U’. Hodnota ucelové funkce pro feseni opt
ndm slouzi jako odhad, jaké ,nejlepsi“ feseni tiloha U (tedy dloha dand podminkami P) muze
mit. Spliuje-li nalezené fesent opt i podminky B (tj. je-1i opt pifpustné fesenf tilohy U), dostali
jsme optimalni feseni ulohy U.

Jestlize Tesen{ opt nespliiuje podminky B, rozdélime tlohu U (vétvime ilohu) na podilohy
Uy, Us, ..., Uy a to tak, ze

1. k>2a

2. kazdé pripustné feSeni tlohy U je pripustnym feSenim nékteré z poduloh U, ..., Ug.
Tj.

PR(U) = PRU,) U...U PR(Uy).

Podminka 2 nam zarucuje, ze optimalni feseni tilohy &/ bude nékteré z optimalnich feseni iloh
U, ..., Uyg.

Jestlize tloha U; jiz nemé pfipustné feSeni, nebo odhad pro optimalni feSeni je horsi
nebo stejny jako jiz znamé piipustné feseni, ilohou se ddle nezabyvéame (dlohu umrtvime). V
opacném piipadé fesime U; stejnym zpusobem.

Je-li mozné vybrat z nékolika podiloh, vybirdme vzdy podilohu s nejlepsim odhadem.
Vypocet ukonéime tehdy, kdyZ pro viechny podilohy jsme bud’ nasli optiméalni feseni, nebo
jsme je umrtvili.

3.8.12 Poznamka. Pro ptripad hledani nejlevnéjsi hamiltonovské cesty C mame:

e A — hamiltonovskd cesta je kostra,
e B — kazdy vrchol v hamiltonovské cesté ma stupen nejvyse 2,
e pro kazdou mnozinu hran C' je hodnota ucelové funkce rovna souctu cen jednotlivych

hran v C,
e cena minimalni kostry slouzi jako odhad optimélniho feseni dané podiilohy.

3.8.13 Poznamka. Pro zmenseni poctu vétveni pii vypoctu nejkratsi hamiltonovské cesty
muzeme pouZzit jeSté jiny zpusob vétveni 1lohy nez je uveden vyse.

Ozna¢me v vrchol, ktery mé v miniméln{ kostfe stupen d(v) = k > 3 a oznatme e,
e ...,e, hrany, s krajnim vrcholem v. Ulohu U/ rozdélime ma tii podulohy U;, Us a Us takto:

s

U; — zakazeme hranu eq;
U — vynutime hranu e; a zakdzeme hranu es;
Us — vynutime hrany e; a es a zakdzeme vSechny hrany es, ey, ..., eg.

Nyni plati
PR(U) = PR(U;) U PR(Us) U PR(Us3)

a navic mnoziny pfipustnych feseni iloh U, Us a Us jsou po dvou disjunktni.
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3.9 Nezavislost, kliky a barevnost grafu

3.9.1 Nezdvislé mnoziny. Definice. Je ddn neorientovany (orientovany) graf G. Mno-
zina vrcholi A se nazyva nezdvisld mnozina vrcholi, jestlize zddnd hrana grafu G nemé oba
krajni vrcholy v mnoziné A. (]

Jinymi slovy, podgraf indukovany mnozinou A je diskrétni.

3.9.2 Maximalni nezavislda mnozina. Definice. Je dan graf G. Nezdvisld mnozina N
se nazyva mazimdlni nezdvisla mnozina, jestlize jakdkoli jeji nadmnozina uz neni nezavisla.
O

Jinymi slovy, nezdvislda mnozina N je maximalni nezavisla mnozina, jestlize pro kazdy
vrchol v, ktery nelezi v N, existuje vrchol w € N takovy, ze v G existuje hrana mezi v a w.

3.9.3 Nezavislost grafu. Definice. Je dan neorientovany nebo orientovany graf G. Pocet
vrcholll v nejpocetnéjsi nezavislé mnoziné grafu G se nazyva nezdvislost grafu G a znacime

jej a(G). O

3.9.4 Poznamky.

1) Nejpocetnéjsi nezavisld mnozina je jisté také maximélni, ale ne kazdd maximdln{
nezavisla mnozina je souc¢asné nejpocetnéjsi.

2) J&dro orientovaného grafu G definované v je nezavisld mnozina grafu G; to
vyplyva z prvni podminky, kterou jadro musi spliovat. OvSem ne kazda nezavisla
mnozina orientovaného grafu G je soucasné jadrem grafu G; jadro musi jesté spliovat i
druhou podminku z(3.5.10

3.9.5 ijlny neorientovany graf. Pripomenme pojem uplného grafu; jednd se o graf,
ktery ma nejvice hran a je prosty a bez smycek.

Definice. Neorientovany graf G se nazyva uplnym grafem, jestlize je prosty, nema smycky a
kazdé dva ruzné vrcholy jsou spojené hranou. (I

- . . ’ ¢ n(n—1)
Uplny neorientovany graf G s n vrcholy md ——— hran.

3.9.6 Kilika v grafu. Definice. Je dan neorientovany graf G. Mnozina vrcholu K grafu G
se nazyva klika v grafu G, jestlize kazdé dva rtiizné vrcholy z mnoziny K jsou spojeny hranou
a je maximalni s touto vlastnosti. O

Jinymi slovy, podgraf uré¢eny mnozinou vrcholu K je uplny a kdykoli v je vrchol, ktery
nelezi v mnoziné K, tak v K existuje vrchol w, ktery s v spojen hranou neni.

3.9.7 Doplikovy graf. Definice. Je din neorientovany graf G = (V, E') bez smycek. Pak
dopliikovyj graf grafu G je graf G4°P = (V, B4°P), kde

{u,v} € E™ prave tehdy, kdyz w#v a {u,v} ¢ E.
([

3.9.8 Tvrzeni. Mnozina N vrcholi grafu G je maximalni nezavisla mnozina grafu G praveé
tehdy, kdyz je to klika v doplitkovém grafu G9°P.

Mnozina K vrcholu grafu G je klika v grafu G pravé tehdy, kdyz je to maximalni nezavisla
mnozina doplitkového grafu G4oP. t

Marie Demlova: Logika a grafy Pf. 18: 16/5/2016



3.9. Nezavislost, kliky a barevnost grafu [190526-1209) 61

3.9.9 Obarveni grafu. Definice. Je ddn neorientovany graf G bez smycek. Obarveni
vrcholu grafu je pfifazeni barev (prvka mnoziny B) vrcholum grafu G a to takovym zptsobem,
ze zéddné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu. (I

3.9.10 k-barevny graf. Definice. Graf G se nazyva k-barevny, jestlize ma aspon k
vrcholu a dé se obarvit k barvami (tj. jestlize existuje obarveni grafu G takové, ze mnozina
barev B mé k prvka). O

3.9.11 Barevnost grafu. Definice. Je dian neorientovany graf G bez smycek. Barevnost
grafu G (téz chromatické cislo grafu G) je nejmensi k takové, ze G je k-barevny. Barevnost
grafu G znacime x(G). O

3.9.12 Pozorovani. Kazdd mnozina vrcholu, kterd je obarvena stejnou barvou, tvori
nezavislou mnozinu grafu.

Graf je jednobarevny pravé tehdy, kdyz nema zadnou hranu.

3.9.13 Tvrzeni. Graf G je dvoubarevny pravé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici liché délky.
O

Zduvodnéni. Jestlize je graf G obsahuje kruznici liché délky, pak neni mozné jej obarvit
dvéma barvami (k obarveni kruznice liché délky je tieba 3 barev).

Druhou implikaci dokazuje nésledujici postup, jak zjistit, ze dany graf je dvoubarevny.

Metoda zjisténi, zda graf je dvoubarevny. Zjistit, zda je dany graf dvoubarevny, se da
jednoduchou modifikaci prohledavani do sitky. Jestlize graf neni souvisly, obarvime kazdou
komponentu souvislosti zvl4st. Budeme se proto nyni zabyvat jen souvislymi grafy.

Souvisly graf G prohleddme do sitky. Vrcholum, které lezely v sudych hladindch, pritadime
barvu 1; vrcholum, které lezely v lichych hladindch, pfifadime barvu 2.

D4 se dokazat, ze neobsahuje-li graf kruznici liché délky, jedna se o korektni obarveni grafu
a graf je tedy dvoubarevny. To je proto, ze vede-li hrana mezi dvéma vrcholy v hladindch
stejné parity, obsahuje graf kruznici liché délky a neni proto dvoubarevny.

3.9.14 Bipartitni grafy. Definice. Graf G se nazyva bipartitni, jestlize jeho mnozinu
vrcholu muzeme rozdélit na dvé neprazdné disjunktni mnoziny X a Y tak, ze kazd4 hrana
ma jeden krajni vrchol v mnoziné X a druhy krajni vrchol v mnoziné Y. (I

3.9.15 Tvrzeni. Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyz je dvoubarevny. O

3.9.16 Poznamka. Zjistit, zda dany graf je tiibarevny, je tézky problém (neznd se pro
jeho feSeni rychly algoritmus).

3.9.17 Tvrzeni. Pro kazdy prosty graf G, ktery ma m hran plati
1 1
G)< = 2 -.
X(G) <5+ \/2m + 1

Myslenka dakazu. Jestlize graf ma barevnost k, pak je k-barevny, to znamena, Ze je mozné
jeho vrcholy rozdélit do k disjunktnich mnozin, kde kazdd mnozina je nezavisla. Mame tedy
nezavislé mnoziny vrcholu Ny, ..., Ni. Kdyby mezi nékterymi z téchto mnozin nevedla zadné
hrana, byl by G i k — 1 barevny, coz neni. Tedy mezi kazdymi dvéma mnozinami N; a N;

L k(k—1
(i # j) vede hrana. Proto m > ( 5 )

O

, ipravou dostavame odhad z véty. (I
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3.9.18 Tvrzeni. Ozna¢me A nejvétsi stupen vrcholu grafu G. Pak
X(G) <A+ 1.

O

Predchozi tvrzeni dokdzeme tim, ze uvedeme postup, jak graf G obarvit A(G) + 1 barvami.

3.9.19 Sekvencni barveni. Nésledujici postup obarvi graf A + 1 barvami. Ozna¢me
mnozinu barev B = {1,..., A+ 1}.

1. Sefadime vrcholy grafu do posloupnosti (libovolné)

V1,V2,...,Un

2. Probirame vrcholy v tomto pofadi a vrcholu v; pfitadime vzdy tu nejmensi barvu,
kterou nemad zadny jeho soused.

3.9.20 Poznamka. Algoritmus sekvencéniho barveni davéd horni odhad pro barevnost
grafu. Jedna se ovéem o odhad, ktery muze byt velmi vzdélen od barevnosti grafu. Piesnéji,
existuji dvoubarevné grafy, které pii nevhodném uspotradani vrcholu v kroku 1, algoritmus

obarvi § barvami (kde n je pocet vrcholt grafu).

3.9.21 Tvrzeni. Pro kazdy neorientovany graf G bez smycek plati:
a(G)+ x(G)<n+1

kde n je pocet vrcholu grafu G. O

Piipomenme, Ze o(G) je nezdvislost grafu G, tj. pocet vrcholu v nejpocetnéjsi nezdvislé
mnoziné grafu G.
Zduvodnéni. Vytvorime obarveni barvami 1,2,...,a(G) + 1 barvami. Tim dokdzeme, ze
barevnost je nejvyse a(G) + 1.

Vyberme nezavislou mnozinu N o a(G) vrcholech. Tuto mnozinu obarvime jednou barvou.

Zbyvé n — a(G) neobarvenych vrcholi. Kazdy z téchto vrcholu obarvime jednou (jinou)
barvou. Tim jsme dostali pozadované obarveni. O
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3.10 Rovinné grafy

3.10.1 Nakresleni grafu. Je ddn neorientovany graf G s mnozinou vrchola V' a mnozinou
hran E. Nakresleni grafu se sklada z prifazeni, které vrcholum grafu pfifazuje ruzné body
roviny a hrandm piifazuje kiivky a to tak, ze 1. riznym hrandm jsou pfifazeny ruzné kiivky,
a 2. jestlize hrana e vede mezi vrcholy u, v, pak kfivka odpovidajici e vede mezi body
odpovidajicimi vrcholum wu, v. Forméalné:

Definice. Nakreslen{ grafu G = (V| E, ¢) je dvojice prostych zobrazeni f, g, takovych, ze f

prifazuje vrcholim v € V body eukleidovské roviny, g pfifazuje hrandm prosté kiivky a to
tak, ze plati
je-li e(e) = {z,y}, pak g(e) mé krajni body f(x) a f(y).
O

3.10.2 Rovinné nakresleni grafu. Definice. Nakresleni grafu G se nazyva rovinné,
jestlize se kiivky odpovidajici ruznym hrandm nekifZzi (tj. jestlize dvé kiivky, které odpovidaji
dvéma ruznym hrandm, maji spoleéné nejvyse krajni body). O

3.10.3 Rovinny (plandrni) graf. Definice. Graf G se nazyvad rovinng, jestlize md
rovinné nakresleni. O

Jinymi slovy, graf je rovinny, jestlize je mozné ho nakreslit v roviné tak, aby se jeho hrany
ynekiizily«.

Poznamenejme, ze i rovinny graf se dd (¢asto) nakreslit tak, aby se kiivky odpovidajici
jeho hrandm kiizily. K tomu, aby graf byl rovinny, sta¢i, abychom nasli jedno jeho nakresleni,
které je rovinné.

3.10.4 Definice. Rovinny graf spolu se svym rovinnym nakreslenim se nazyva topologicky
rovinny graf . O

3.10.5 Nakresleni grafu na kulové plose. Stejné jako jsme v a[3.10.2] definovali
nakresleni grafu v roviné, muzeme definovat nakresleni grafu (rovinné nakresleni grafu) na
kulové plose. Nedostaneme tim ovSem nic nového — grafy, které je mozno nakreslit aniz by se
jejich hrany kifzily na kulové plose, jsou presné rovinné grafy z definice [3.10.3]

3.10.6 Sténa grafu. Definice. Je ddno rovinné nakresleni grafu G. Sténa topologického
rovinného grafu G je minimalni ¢dst roviny, kterd je ohraniCena kiivkami odpovidajicimi
hranam grafu. Jedna ze stén je vzdy neomezend, ostatni jsou omezené. Dvé stény jsou sou-
sedni, jestlize spolecna ¢ast jejich hranice je tvorena jednou nebo vice kiivkami odpovidajicimi
hranam grafu.

Rekneme, ze sténa je incidentni s hranou, jestlize kiivka odpovidajici hrané je ¢ast{ hranice
stény nebo celd ve sténé lezi.

Stuperi stény je pocet hran s nimiz je sténa incidentni s tim, ze kazdou hranu, kterd lezi
celd v jedné sténé, pocitame dvakrat. ([

3.10.7 Tvrzeni. Secteme-li stupné vSech stén rovinného grafu, dostaneme dvojnasobek
poctu hran. ([

3.10.8 Veéta (Eulerova formule). Pro kazdy souvisly rovinny graf, ktery mé n vrchola,
m hran a s stén, plati
n+s=m-+2.

O

Zdavodnéni. Kazdy souvisly graf mé kostru. Kostra ma o jednu hranu méné nez je pocet
jejich vrcholt, a navic m4 jen jednu sténu — neomezenou. Tedy pro kostru tvrzeni plati.
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Ptiddnim libovolné hrany k jiz souvislému grafu zvétsime pocet stén o 1; ano, jednu sténu
rozdélime na dvé. Tvrzeni proto plati pro kazdy souvisly graf. O

3.10.9 Veéta. Je dan prosty souvisly rovinny graf bez smyc¢ek s n > 3 vrcholy a m hranami,
pak plati
m < 3n — 6.
O
Zdtvodnéni. Jestlize G je rovinny, souvisly, prosty a bez smycek, méa kazdd sténa stupen
alesponi 3. Pfitom soucet vSech stupiiu stén je roven dvakrat poc¢tu hran. Mame proto 2m > 3s,
tedy s < % m. Dosazenim do Eulerovy formule dostavame

2
m+2:n+8§n+§m, tj. 3m+6 < 3n 4+ 2m,
Posledni nerovnost dava m < 3n — 6.

3.10.10 Véta. Je dan prosty souvisly rovinny graf bez smycek a trojuhelniku s n > 3
vrcholy a m hranami, pak plati
m < 2n — 4.
O

Zdtvodnéni. Toto tvrzeni se dokazuje obdobné jako ptfedchozi; pouze v piipadé, ze graf
G neobsahuje trojihelnik, ma kazda sténa stupen alespon 4. Z tohoto vztahu dostavame
2m24s,tj.s§%ma

1
m+2§n+§m, tj. m < 2n —4.

O

3.10.11 Veéta. V kazdém prostém rovinném grafu G bez smycek existuje vrchol v, ktery
maé stupen nejvyse 5. O
Zduvodnéni. Ukazeme, ze kazdy prosty rovinny graf ma v kazdé komponenté souvislosti
aspon jeden vrchol stupné nejvyse 5. To je zfejmé pro komponenty s nejvyse 6 vrcholy. Pro
komponenty s aspon 7 vrcholy tvrzeni dokazeme sporem.

Predpokladejme, ze by existovala komponenta souvislosti prostého rovinného grafu bez
smycek, kde kazdy vrchol by mél stupen alespon 6. Pak by platilo
2m > 6n, tj. m > 3n > 3n — 6,

coz je ve sporu s vétou [3.10.9 O

3.10.12 Tvrzeni. Uplny neorientovany graf K5 na 5 vrcholech neni rovinny.

Zduavodnéni. Stad¢i si uvédomit, ze K5 ma n = 5 vrcholu a m = 10 hran, pfitom je prosty a
bez smycek. Nespliuje tedy |3.10.9 (]

3.10.13 Tvrzeni. Uplny bipartitni graf se stranami o tfech vrcholech K3 3 neni rovinny.

O

Zdtvodnéni. Staci si uvédomit, ze K33 ma n = 6 vrcholi a m = 9 hran, pfitom je prosty
a bez smycek a bez trojuhelniki. Nespliuje tedy [3.10.10

3.10.14 Véta o ¢étyrech barvach. Kazdy rovinny graf bez smycek lze obarvit ¢tyimi
barvami. 0

Véta o ctyfech barvach byla dlouho nedokézana. Nakonec ve druhé poloviné minulého
stoleti byla dokdzana s pomoci pocitacu.
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