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Kapitola 1

Úvod

1.1 Základńı pojmy

1.1.1 Algoritmus. Algoritmem rozumı́me dobře definovaný proces, tj. po-
sloupnost výpočetńıch krok̊u, který přij́ımá hodnoty (zadáńı, vstup) a vytvář́ı
hodnoty (řešeńı, výstup).

1.1.2 Problém, úloha. Úloha, též problém, je obecná specifikace vztahu
zadáńı/řešeńı. Instanćı problému, úlohy U rozumı́me konkrétńı zadáńı všech
parametr̊u, které daná úloha (problém) obsahuje. Jinými slovy, instance úlohy
je správný př́ıklad zadáńı.

1.1.3 Řekneme, že algoritmus A řeš́ı úlohu U , jestliže pro každý vstup
(každou instanci problému U) vydá správné řešeńı.

Poznamenejme, že předchoźı věta znamená, že každý algoritmus, který řeš́ı
nějakou úlohu, se vždy zastav́ı. To znamená, že algoritmus, který se na nějakém
vstupu nezastav́ı, nemůže řešit žádnou úlohu.

1.1.4 Analýza časové složitosti algoritmu. Existuj́ı dva základńı zp̊usoby
měřeńı časové náročnosti algoritmů.

1. Analýza nejhorš́ıho př́ıpadu. Jedná se o asymptotický odhad T (n) času
potřebného pro vyřešeńı každé instance velikosti n.

2. Pr̊uměrná složitost. Jedná se o asymptotický odhad Taver(n) pr̊uměrného
času, který je potřeba pro vyřešeńı instance velikosti n, kde bereme v
úvahu s jakou pravděpodobnost́ı se jednotlivé instance (typy instanćı)
vyskytuj́ı.

Pro posloupnost operaćı stejného druhu použ́ıváme ještě amortizovanou složitost.
Amortizovaná složitost je pr̊uměrná složitost nejhorš́ıho př́ıpadu pro posloup-
nost n operaćı/instrukćı stejného druhu.

1.2 Asymptotický r̊ust funkćı

Připomeňme základńı pojmy týkaj́ıćı se r̊ustu nezáporných funkćı.
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1.2.1 Symbol O. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je O(g(n)), jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0

tak, že

f(n) ≤ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
O(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

O(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 ∈ N tak, že f(n) ≤ c g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.2 Symbol Ω. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je Ω(g(n)), jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0

tak, že

f(n) ≥ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Ω(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Ω(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 ∈ N tak, že f(n) ≥ c g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.3 Poznámka. Fakt, že funkce f(n) je Ω(g(n)) je ekvivalentńı faktu, že
funkce g(n) je O(f(n)).

1.2.4 Symbol Θ. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je Θ(g(n)), jestliže existuj́ı kladné konstanty c1, c2 a přirozené č́ıslo
n0 tak, že

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Θ(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Θ(g(n)) = {f(n) | ∃c1, c2 > 0, n0 ∈ N tak, že c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.5 Poznámka. Plat́ı f(n) je Θ(g(n)) právě tehdy, když f(n) je zároveň
O(g(n)) a Ω(g(n)).

V daľśım zavedeme ještě dvě daľśı tř́ıdy funkćı, totiž o(g(n)) a ω(g(n)).

1.2.6 Symbol malé o. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je o(g(n)), jestliže pro každou kladnou konstantu c existuje přirozené
č́ıslo n0 tak, že

0 ≤ f(n) < c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
o(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

o(g(n)) = {f(n) | ∀ c > 0 ∃n0 ∈ N tak, že 0 ≤ f(n) < c g(n) ∀n > n0}.

1.2.7 Poznámka. Fakt, že nezáporná funkce f(n) je O(g(n)), zhruba řečeno
znamená, že funkce f(n) neroste asymptoticky v́ıce než funkce g(n). Naproti
tomu fakt, že nezáporná funkce f(n) je o(g(n)), znamená, že funkce f(n) roste
asymptoticky méně než funkce g(n).
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1.2.8 Symbol malé ω. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je ω(g(n)), jestliže pro každou kladnou konstantu c existuje
přirozené č́ıslo n0 tak, že

0 ≤ c g(n) < f(n) pro všechny n ≥ n0.

�
ω(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

ω(g(n)) = {f(n) | ∀ c > 0 ∃n0 ∈ N tak, že 0 ≤ c g(n) < f(n) ∀n > n0}.

1.2.9 Poznámka. Fakt, že nezáporná funkce f(n) je Ω(g(n)), zhruba řečeno
znamená, že funkce f(n) roste asymptoticky alespoň tak, jako funkce g(n).
Naproti tomu fakt, že nezáporná funkce f(n) je ω(g(n)), znamená, že funkce
f(n) roste asymptoticky v́ıce než funkce g(n).

1.2.10 Značeńı. Protože symboly O,Ω,Θ představuj́ı množiny funkćı, bu-
deme v daľśım textu psát f(n) ∈ O(g(n)). Je ovšem pravda, že v literatuře
najdete i zápis f(n) = O(g(n)). Při tomto zápisu je třeba mı́t na paměti, že
znak rovnosti v zápise f(n) = O(g(n)) nemá stejné vlastnosti jako klasická
rovnost. Obdobně pro ostatńı symboly.

1.2.11 Tvrzeńı. Jsou dány dvě nezáporné funkce f(n) a g(n). Pak plat́ı

1. f(n) ∈ o(g(n)) právě tehdy, když limn→∞
f(n)
g(n) = 0;

2. f(n) ∈ ω(g(n)) právě tehdy, když limn→∞
f(n)
g(n) =∞.

3. Jestliže limn→∞
f(n)
g(n) = a pro některé a ∈ R, a 6= 0, pak f(n) ∈ Θ(g(n))

Zd̊uvodněńı: 1) Naṕı̌seme, co znamená fakt limn→∞
f(n)
g(n) = 0:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ < ε.

Vztah | f(n)g(n) | < ε lze přepsat na f(n) < ε g(n). Označ́ıme-li c := ε, dostáváme

f(n) je o(g(n)).

3) Obdobně fakt limn→∞
f(n)
g(n) = a, a > 0, znamená, že

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

∣∣∣∣f(n)

g(n)
− a

∣∣∣∣ < ε.

Jinak zapsáno (a− ε)g(n) < f(n) < (a + ε)g(n). Zvoĺıme-li ε = a
2 , dostáváme

a

2
g(n) < f(n) <

3a

2
g(n);

tedy f(n) je Θ(g(n)). �
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1.2.12 Tranzitivita. Neńı těžké se přesvědčit, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı. Máme dány tři nezáporné funkce f(n), g(n) a h(n).

1. Jestliže f(n) ∈ O(g(n)) a g(n) ∈ O(h(n)), pak f(n) ∈ O(h(n)).

2. Jestliže f(n) ∈ Ω(g(n)) a g(n) ∈ Ω(h(n)), pak f(n) ∈ Ω(h(n)).

3. Jestliže f(n) ∈ Θ(g(n)) a g(n) ∈ Θ(h(n)), pak f(n) ∈ Θ(h(n)).

1.2.13 Reflexivita. Pro všechny nezáporné funkce f(n) plat́ı: f(n) ∈ O(f(n)),
f(n) ∈ Ω(f(n)) a f(n) ∈ Θ(f(n)).

1.2.14 Tvrzeńı. f(n) ∈ Θ(g(n)) právě tehdy, když g(n) ∈ Θ(f(n)). �

1.2.15 Př́ıklady.

1. Pro každé a > 1 a b > 1 plat́ı

loga(n) ∈ Θ(logb(n)).

2. V celém textu znač́ıme logaritmus o základu 2 symbolem lg, tj. lg(n) =
log2(n). Plat́ı

lg n! ∈ Θ(n lg n).

Druhá část tvrzeńı vyplývá např. z následuj́ıćı věty.

1.2.16 Věta (Gauss). Pro každé n ≥ 1 plat́ı

n
n
2 ≤ n! ≤

(
n + 1

2

)n

.

�

Zd̊uvodněńı: Využijeme fakt, že pro každá dvě kladná č́ısla a, b plat́ı a+b
2 ≥√

ab.

Přeṕı̌seme (n!)2 takto

(n!)2 = n (n− 1) . . . 2 · 1 · 1 · 2 . . . (n− 1)n =

n∏
i=1

(n− i + 1)i.

Odtud

n! =

n∏
i=1

√
(n− i + 1)i ≤

n∏
i=1

n + 1

2
=

(
n + 1

2

)n

,

protože pro každé i plat́ı
√

(n− i + 1)i ≤ n−i+1+i
2 . T́ım jsme dostali horńı

odhad.

Na druhé straně pro každé i plat́ı n ≤ (n − i + 1)i a proto je nn ≤ (n!)2.
Odmocněńım dostaneme dolńı odhad, totiž n

n
2 ≤ n!.
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1.2.17 Věta. Máme dánu nezápornou funkci f(n), která je neklesaj́ıćı. Jestliže
plat́ı f(n

2 ) ∈ Θ(f(n)), pak

n∑
i=1

f(i) ∈ Θ(n f(n)).

�

Krátké zd̊uvodněńı: Fakt, že
∑n

i=1 f(i) ∈ O(n f(n)) je zřejmý: f je nekle-
saj́ıćı.

Dále existuje kladná konstanta c taková, že pro dostatečně velká n plat́ı
c f(n) ≤ f(n

2 ). Proto plat́ı

n∑
i=1

f(i) ≥ f(
n

2
) + . . . + f(n) ≥ n

2
c f(n).

To znamená, že
∑n

i=1 f(i) ≥ c
2 n f(n) a proto

∑n
i−1 f(i) ∈ Ω(n f(n)).

1.2.18 Poznámka. Vlastnost z předchoźı věty má např. funkce f(n) = nd

pro přirozené č́ıslo d ≥ 1, nemá ji však funkce f(n) = 2n. Pro asymptotický
odhad

∑n
i=1 2i se dá využ́ıt následuj́ıćı metoda:

Matematickou indukćı dokážeme, že existuje c > 0 takové, že
n∑

i=1

2i ≤ c · 2n.

Základńı krok. Vı́me, že
∑1

i=1 2i = 2 a 2 ≤ c · 2 pro každou konstantu c ≥ 1.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že plat́ı
∑n

i=1 2i ≤ c · 2n. Pak

n+1∑
i=1

2i =

n∑
i=1

2i + 2n+1 ≤ c 2n + 2n+1 =

(
1

2
+

1

c

)
c · 2n+1.

Nyńı k dokončeńı d̊ukazu stač́ı zajistit, aby 1
2 + 1

c ≤ 1. A to je ekvivalentńı s
podmı́nkou c ≥ 2.

1.2.19 Ještě jeden zp̊usob źıskáńı odhadu. Tvrzeńı. Pro neklesaj́ıćı
nezápornou funkci f(n) plat́ı∫ n

0

f(x) dx ≤
n∑

i=1

f(i) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx.

Pro nerostoućı nezápornou funkci f(n) plat́ı∫ n+1

1

f(x) dx ≤
n∑

i=1

f(i) ≤
∫ n

0

f(x) dx.

K tomu, abychom se přesvědčili o výše uvedeném, stač́ı si nakreslit obrázek a
součet

∑n
i=1 f(i) si představit jako součet ploch obdélńık̊u s jednou stranou 1 a

jednou stranou f(i). �

Poznamenejme, že v některých př́ıpadech
∫ n

0
f(x) dx může být nevlastńı in-

tegrál. To řeš́ıme tak, že použijeme vztah
∑n

i=1 f(i) = f(1)+
∑n

i=2 f(i) a teprve∑n
i=2 f(i) omezujeme integrálem.
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