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1.3 Řešeńı rekursivńıch vztah̊u

V této části se zabýváme asymptotickým odhadem funkćı, kde funkčńı hodnota
T (n) záv́ıśı na několika hodnotách menš́ıch argument̊u a daľśı funkci.

Př́ıkladem takového vztahu/funkce je např. počet krok̊u tř́ıd́ıćıho algoritmu,
kde setř́ıděńı seznamu n č́ısel převedeme na roztř́ıděńı každé poloviny seznamu
nezávisle a pak

”
spojeńı“ takto roztř́ıděných seznamů. Tedy počet krok̊u se dá

vyjádřit následuj́ıćı rovnost́ı

T (n) = T (bn
2
c) + T (dn

2
e) + n.

1.3.1 Př́ımá metoda. Metoda spoč́ıvá v tom, že odhadneme asymptotický
r̊ust a odhad matematickou indukćı dokážeme. Ukažme si to na př́ıkladě:

Př́ıklad. Najděte asymptotické chováńı funkce T (n), kde

T (n) = 2T (
n

2
) + n, T (1) = 1.

Řešeńı. Náš odhad je: T (n) ≤ cṅ lg n.

Základńı krok: Pro n = 2 plat́ı T (2) = 2T (1) + 2 = 4. Tedy T (2) ≤ c · 2 pro
každou konstantu c ≥ 2.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že vztah plat́ı pro všechna m < n. Then

T (n) = 2T
(n

2

)
+ n ≤ 2 c · n

2
lg

n

2
+ n = cṅ(lg n− 1) + n.

Nav́ıc

cn lg n− cn + n = cn lg n + n(1− c) ≤ cṅ lg n,

protože c ≥ 2. Tedy T (n) ∈ O(n) lg n.

Obdobně se dá ukázat T (n) ∈ Ω(n lg n).

1.3.2 Řešeńı rekursivńıch vztah̊u pomoćı stromů rekurse. Źıskat
dobrý odhad pro př́ımou metodu neńı snadná záležitost. Nyńı si ukážeme použit́ı
rekursivńıch stromů, které nám pomůže když ne vždy rekursivńı vztah vyřešit,
tak

”
kvalifikovaný“ odhad naj́ıt. Tuto metodu si ukážeme na dvou př́ıkladech;

v prvńım př́ıpadě vztah př́ımo vyřeš́ıme, ve druhém źıskáme odhad, který pak
př́ımou metodou — t.j. indukćı dokážeme.

1.3.3 Př́ıklad 1. Řešme rekursivńı vztah

T (n) = 3T
(n

4

)
+ n2.

Řešeńı: Vytvoř́ıme si jednotlivé hladiny stromu, který popisuje rekursivńı
výpočet funkce T (n). V nulté hladině máme pouze T (n) a hodnotu n2, kterou
potřebujeme k výpočtu T (n) (známe-li T

(
n
4

)
).

V prvńı hladině se nám výpočet T (n) rozpadl na tři výpočty T (n4 ). K tomu
potřebujeme hodnotu 3 · (n4 )2 = 3

16 n
2.
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Při přechodu z hladiny i do hladiny i + 1 se každý vrchol rozděĺı na tři a
každý přispěje do celkové hodnoty jednou šestnáctinou předchoźıho. Je proto
součet v hladině i roven ( 3

16 )i n2.

Posledńı hladina má vrcholy označené hodnotami T (1) a t́ım rekurse konč́ı.
Počet hladin odpov́ıdá dlog4 ne. V posledńı hladině je 3log4 n = nlog4 3 hodnot
T (1). Proto plat́ı

T (n) =

dlog4 ne∑
i=0

(
3

16

)i
n2 + h(n),

kde h(n) = T (1) · nlog4 3 ∈ Θ(nlog4 3). Odtud

T (n) < n2
∞∑
i=0

(
3

16

)i
+ h(n) = n2 1

1− 3
16

+ h(n) =
16

13
n2 + h(n).

Nav́ıc, h(n) ∈ o(n2), protože log4 3 < 1. Ukázali jsme, že T (n) ∈ Θ(n2). �

1.3.4 Př́ıklad 2. Řešme rekurentńı vztah

T (n) = T
(n

3

)
+ T

(
2n

3

)
+ n.

Řešeńı: Vytvoř́ıme si jednotlivé hladiny stromu, který popisuje rekursivńı
výpočet funkce T (n). V nulté hladině máme pouze T (n) a hodnotu n, kterou
potřebujeme k výpočtu T (n) (známe-li T (n3 ) a T ( 2n

3 )).

V prvńı hladině se nám výpočet T (n) rozpadl na výpočet T (n3 ) a T ( 2n
3 ). K

tomu potřebujeme hodnotu n
3 + 2n

3 = n.

Ve druhé hladině se vrchol T (n3 ) rozpadne na T (n9 ) a T ( 2n
9 ); vrchol T ( 2n

3 )
se rozpadne na T ( 2n

9 ) a T ( 4n
9 ). Součet v druhé hladině je

n

9
+

2n

9
+

2n

9
+

4n

9
= n.

Nejpozději ve stromě skonč́ı větev odpov́ıdaj́ıćı člen̊um 2in
3i ; skonč́ı právě tehdy,

když 2in
3i = 1. (Prvńı člen ve stromu skonč́ı pro n

3i = 1.) Proto ve vyšš́ıch
hladinách už je součet menš́ı. Posledńı neprázdná hladina odpov́ıdá takovému
i, že

n→ 2n

3
→ 22n

32
→ . . .→ 2in

3i
= 1,

t.j. ( 2
3 )in = 1, nebo-li n = ( 3

2 )i a i = log 3
2
n.

Je ovšem zřejmé, že nevyužijeme celou posledńı hladinu — v posledńı hladině
bude pouze jediný list. Proto, přestože log 3

2
n je větš́ı než 1 (a také na základě

analogie s T (n) = 2T (n2 ) + n) zkuśıme odhad

T (n) ≤ d · n lg n.

Odhad je správný a proto plat́ı T (n) ∈ O(n lg n). �
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1.3.5 Řešeńı pomoćı Master Theorem

Věta —
”
Master Theorem“. Jsou dána přirozená č́ısla a ≥ 1, b > 1 a

nezáporná funkce f(n). Předpokládejme, že funkce T (n) je dána na přirozených
č́ıslech rekurentńım vztahem

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n),

kde n
b znamená bud’ bnb c nebo dnb e.

1. Jestliže f(n) ∈ O(nlogb a−ε) pro nějakou konstantu ε > 0, pak T (n) ∈
Θ(nlogb a).

2. Jestliže f(n) ∈ Θ(nlogb a), pak T (n) ∈ Θ(nlogb a lg n).

3. Jestliže f(n) ∈ Ω(nlogb a+ε) pro nějakou konstantu ε > 0 a jestliže
a f(nb ) ≤ c f(n) pro nějakou konstantu c < 1 pro všechna dostatečně
velká n, pak T (n) ∈ Θ(f(n)).

�

1.3.6 Poznámka. Věta 1.3.5 nepokrývá všechny možné př́ıpady. Př́ıpady,
které nejsou pokryty:

1. Funkce f(n) ∈ O(nlogb a), ale f(n) 6∈ O(nlogb a−ε) pro žádné ε > 0. Jinými
slovy, f(n) neńı polynomiálně menš́ı než O(nlogb a).

2. Funkce f(n) ∈ Ω(nlogb a), ale f(n) 6∈ Ω(nlogb a+ε) pro žádné ε > 0
(jinými slovy, f(n) neńı polynomiálně větš́ı než Ω(nlogb a)) nebo neplat́ı
a f(nb ) ≤ c f(n).

1.3.7 Myšlenka zd̊uvodněńı Master Theorem. Master Theorem zd̊uvod-
ńıme pouze pro n, která jsou mocninami b; jinými slovy, pouze v př́ıpadě,
kdy nemuśıme pracovat s horńı a dolńı celou část́ı. Zd̊uvodněńı je založeno na
následuj́ıćıch tvrzeńı.

Lemma 1. Jsou dána přirozená č́ısla a ≥ 1, b > 1 a nezáporná funkce f(n).
Předpokládejme, že funkce T (n) je dána na přirozených č́ıslech rekurentńım
vztahem

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n).

Pak plat́ı

T (n) =

logb n−1∑
j=0

ajf(
n

bj
) + h(n),

kde h(n) ∈ Θ(nlogb a). �

Lemma 2. Pro g(n) =
∑logb n−1
j=0 ajf( nbj ) z lemmatu 1 plat́ı:

1. Je-li f(n) ∈ O(nlogb a−ε) pro ε > 0, pak g(n) ∈ O(nlogb a).

2. Je-li f(n) ∈ Θ(nlogb a), pak g(n) ∈ Θ(nlogb a lg n).

3. Jestliže existuje c < 1 takové, že a f(nb ) ≤ c f(n), pak g(n) ∈ Θ(f(n)).

�
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1.3.8 Jak jsme uvedli výše, nepokrývá Master Theorem všechny př́ıpady.
Ukážeme ještě jedno tvrzeńı, které je zobecněńım Master Theorem a dovoluje
naj́ıt asymptotické odhady pro širš́ı tř́ıdu funkćı.

Tvrzeńı. Jsou dána č́ısla a ≥ 1, b > 0 a nezáporná funkce f(n). Jestliže
f(n) ∈ Θ(nlogb a lgk n) pro k ≥ 0, pak pro funkci T (n) danou rovnićı

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n),

plat́ı: T (n) ∈ Θ(nlogb a lgk+1 n). �

Důkaz je analogický d̊ukazu Master Theorem, bod 2. Stač́ı použ́ıt zobecněńı
bodu 2 z Lemmatu 2, viz 1.3.7.
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