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3.2 Pocitac s libovolnym pristupem — RAM

3.2.1 V tomto oddilu zavedeme dalsi z formélnich modelu algoritmu —
pocitac s libovolnym piistupem (tzv. RAM), ktery je blize ,klasickému* pocitaci
nez Turinguv stroj. Ukdzeme, Ze vSe, co lze piijmout/realizovat Turingovym
strojem, lze ,spocitat® pocitacem s libovolnym ptistupem. To ndm déle dovoli
volné prechdzet mezi pocitacovymi programy a Turingovymi stroji podle toho,
ktery model bude pro danou situaci pithodnéjsi.

3.2.2 Pocitac s libovolnym piistupem, téz nazyvany RAM se sklada
z programové jednotky, aritmetické jednotky, paméti a vstupni a vystupni
jednotky.

3.2.3 Programova jednotka obsahuje programovy registr a vlastni pro-
gram (programovy registr ukazuje na instrukci, kterd m4 byt provedena).

3.2.4 Aritmeticka jednotka provadi aritmetické operace sc¢itani, od¢itand,
néasobeni a celociselné déleni.

3.2.5 Pamét je rozdélena na pamétové buiiky, kazda buiika miize obsahovat
celé éislo. Predpokldaddme neomezeny pocet pamétovych bunék a neomezenou
velikost &isel ulozenych v paméfovych buiitkdch. Pofadové &fslo pamétové buiiky
je adresa této bunky.

Bunka s adresou 0 je pracovni registr, s adresou 1 je indexovy registr.

3.2.6 Vstupni jednotka je tvofena vstupni paskou a hlavou. Vstupni pdska
je rozdélena na pole (v kazdém poli muze byt celé ¢islo). Hlava snimé v kazdém
okamziku jedno pole. Po precteni pole se hlava posune o jedno pole doprava.

3.2.7 Vystupni jednotka je tvorena vystupni paskou a hlavou. Obdobné
jako v ptipadé vstupni jednotky je paska rozdélena na pole. Vystupni hlava
zapiSe ¢islo do pole vystupni pasky a posune se o jedno pole doprava.

3.2.8 Konfigurace pocitace slibovolnym ptistupem je piitazeni, které kazdému
poli vstupni i vystupni pasky, kazdé pamétové buiice a programovému registru
pritazuje celé ¢islo. Pocdteéni konfigurace je konfigurace, pro kterou existuje
prirozené ¢islo n s nasledujicimi vlastnostmi:

e kromé prvnich n vstupnich poli obsahuji vSechna pole, paméfové buniky
¢islo 0,

e programovy registr obsahuje ¢islo 1
e prvnich n poli obsahuje vstup pocitace.
3.2.9 Vypocet pocitace s libovolnym piistupem je posloupnost konfiguraci,

takova, ze za¢ind pocatecni konfiguraci a kazda nasledujici konfigurace je urcéena
b
programem pocitace.
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3.2.10 Program pocitace s libovolnym piistupem pouziva nasledujici prikazy:

e piikazy presunu: LOAD operand, STORE operand,

e aritmetické piikazy: ADD operand, SUBTRACT operand, MULTIPLY
operand, DIVIDE operand,

e vstupni a vystupni piikazy: READ, WRITE,
e piikazy skoku: JUMP navésti, JZERO navésti, JGE navesti,
e piikazy zastaveni: STOP, ACCEPT, REJECT.

3.2.11 Operand je bud é&islo j, zapisujeme = j, nebo obsah j-té pamétové
buiiky, zapisujeme 7, nebo obsah paméfové buiiky s adresou i -+ j, kde 7 je obsah
indexového registru, zapisujeme xj.

3.2.12 Naveésti je prirozené ¢islo, které uddava poradové ¢islo instrukcee, kterd
bude provadéna, dojde-li ke skoku.

3.2.13 Casova slozitost. Rekneme, 7e program P pro RAM pracuje s
casovou slozitosti O(f(n)), jestlize pro kazdy vstup délky n je pocet kroku
pocitace T'(n) ve tiide O(f(n)).

3.2.14 Pamétfova slozitost. Rekneme, ze program P pro RAM pracuje s
paméti velikosti m, jestlize béhem vypoctu nebyl proveden zadny piikaz, ktery
by mél adresu operandu vétsi nez m a byl proveden piikaz s adresou m. Déle
fekneme, Ze program P pracuje s pamétovou slozitosti O(g(n)), jestlize pro
kazdy vstup délky n program P pracuje s velikost{ paméti O(g(n)).

3.2.15 Poznamka. Jestlize se na néjakém vstupu program pro RAM neza-
stavi, neni definovdna ani ¢asov4 ani pamétova sloZitost.

3.2.16 Veéta. Ke kazdému Turingovu stroji M existuje program P pro RAM
takovy, ze oba maji stejné chovani. Navic, jestlize M potieboval n kroku, P ma
¢asovou slozitost O(n?).

3.2.17 Veéta. Pro kazdy program P pro RAM existuje Turinguv stroj M s
péti paskami takovy, ze P i M maji stejné chovani.

3.2.18 Veéta. Jestlize program P pro RAM spliiuje nasledujici podminky:

e program obsahuje pouze instrukce, které zvétsuji délku binarné zapsaného
¢isla maximalné o jednu;

e program obsahuje pouze instrukce, které Turinguv stroj s vice paskami
provede na slovech délky k& v O(k?) krocich,

pak Turingtv stroj z véty [3.2.17 simuluje n kroki programu P pomoci O(n?)
svych kroku.

3.2.19 Dusledek. Je dén program P pro RAM, ktery spliiuje podminky z
vety Pak existuje Turinguv stroj s jednou paskou, ktery ma stejné chovani
jako P a n kroku programu P simuluje pomoci O(n®) svych kroki.
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Kapitola 4

Tridy slozitosti

4.1 Rozhodovaci tlohy

4.1.1 Teorie slozitosti pracuje zejména s tzv rozhodovacimi ilohami. Rozho-
dovaci tlohy jsou takové tlohy, jejichz ,FeSenim* je bud odpovéd ,,ANO“ nebo
odpoved NE“.

4.1.2 Piiklad. SAT - spliiovdni Booleovskijch formuli: Je dana vyrokova
formule ¢ v CNF. Rozhodnéte, zda je ¢ splnitelnd.

Na danou formuli ¢ je tedy odpovéd (tj. feseni) bud ,ANO“ nebo ,NE*.
Vsimnéte si, ze v tomto piipadé se neptame po ohodnoceni, ve kterém je formule
pravdiva — zajimé néds pouze fakt, zda je splnitelna.

4.1.3 Rada praktickych tloh neni podobného druhu jako uvedeny pifklad.
Casto se jednd o tzv. optimalizaéni tlohy, tj. tlohy, kde mezi pi{pustnymi
fesenimi hledame piipustné feseni v jistém smyslu optimalni. Obvykle to byva
tak, Ze je déna ucelova funkce, kterd kazdému piipustnému feSeni piifadi
¢iselnou hodnotu, a tkolem je najit pifipustné feSeni, pro které je hodnota
uéelové funkce optimalni, tj. bud’ nejvétsi nebo naopak nejmensi. V dalsim textu
se s Tadou téchto uloh setkdme. Takovymi tilohami jsou napiiklad tlohy nalezeni
minimalni kostry v ohodnoceném neorientovaném grafu i nalezeni nejkratsich
cest v daném ohodnoceném orientovaném grafu.

Nyni uvedeme dalsi piiklad.

4.1.4 Problém obchodniho cestujictho — TSP. Jsou ddna mésta 1,2,
..., n. Pro kazdou dvojici mést 7, j je navic ddno kladné ¢islo d(i, j) (tak zvand
vzdélenost mést 4, j). Trasa je ddna permutac{ 7 mnoziny {1,2,...,n} do sebe.
Délka trasy T odpovidajici permutaci 7 je

n—1
d(T) =Y d(w(i),w(i + 1)) + d(m(n), 7(1)).
i=1
Neformélné, trasa je poradi mést, ve kterém ma obchodni cestujici mésta projit,
a to tak, aby kazdé mésto navstivil presné jednou a vratil se do toho mésta, ze
kterého vysel. Cena trasy je pak souctem vSech vzdalenosti, které pii své cesté
urazil.
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4.1.5 Rozhodovaci verze.

o Minimdlni kostra: Je ddn neorientovany graf G = (V,E), ohodnoceni
c: E — Nadaéle ¢islo K. Existuje miniméln{ kostra, jejiz cena je nejvyse K7

o Nejkratsi cesty: Je ddna matice délek A = (a(i, j)), vychozi vrchol r, cllovy
vrchol ¢ a ¢islo K. Existuje cesta z vrcholu r do vrcholu ¢ délky nejvyse K7

e Problém obchodniho cestujiciho: Kromé &isel d(i, j) z je dano ¢islo
K. Existuje trasa m délky nejvyse K7

4.1.6 Vyhodnocovaci verze.

e Minimdlni kostra: Je dén neorientovany graf G = (V,E) a ¢ E — N.
Najdéte cenu minimélni kostry ohodnoceného grafu.

o Nejkratsi cesty: Je dana matice délek A = (a(i,j)), vychozi vrchol r a
cilovy vrchol c¢. Najdéte délku nejkratsi cesty z vrcholu r do vrcholu c.

o Problém obchodniho cestujictho: Jsou déna ¢&isla d(i,j) a Najdéte
cenu optimélni trasy, tj. trasy s nejmensi moznou délkou.

4.1.7 Optimalizaéni verze.

e Minimdalni kostra: Je dén neorientovany graf G = (V,FE) a ¢ E — N.
Najdéte minimalni kostru ohodnoceného grafu.

e Je ddna matice délek A = (a(i,j)), vychoz{ vrchol r, cilovy vrchol ec.
Najdéte nejkratsi cestu z vrcholu r do vrcholu c.

e Jsou déna ¢isla d(i,7) a Najdéte optimélni trasu, tj. trasu s nejmensf
moznou délkou.

4.1.8 D& se dokézat, ze kdyz je kterdkoli verze dané tlohy polynomidlné
fesitelnd, jsou polynomialné fesitelné vsSechny tii verze. Ukazeme si to na
ptikladu obchodniho cestujiciho.

Predpokladejme, ze existuje algoritmus A, ktery rozhodne, zda pro instanci
TSP a ¢islo K existuje trasa délky nejvyse K.

Uvazujme libovolnou instanci TSP. Ozna¢me d nejvétsi d(i, j); déle oznaéme
A:=n-d, kde n je poCet mést. Zavoldme algoritmus A pro K := [%W Jestlize
algoritmus A d4 pro K odpovéd ,ano“, tak jako K volime stfed mezi 0 a K,
jestlize algoritmus A d4 pro K odpovéd ,ne“, tak jako K volime stfed mezi K a
2K. Takto postupujeme tak dlouho, dokud nem4 interval délku nula. Nyni je K
hodnota optimalni trasy, tj. feSeni vyhodnocovaci verze tlohy TSP. Uvédomte
si, ze vzhledem k tomu, Ze nas zajimaji pouze celoéiselna K, stane se to po
maximalné 1g(A4) = lg(n - d) coz je O(lg(n)) opakovani.

Ukézali jsme, ze po O(lg(n)) volanich algoritmu A zndme hodnotu optimaln{
trasy, oznacme ji Doy

Uvazujme tplny graf G na mnoziné V = {1,...,n} ohodnoceny délkami
d(i, 7). Nynf ,zorientujeme hrany* a to tak, ze hrané {7, j}, kde ¢ < j, prifadime
uspofddanou dvojici (i, j),a tyto dvojice usporadame lexikograficky. Probirdme
dvojice (i, j) v tomto pofadi a pro kazdou dvojici vytvoiime novou instanci I; ;
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TSP tak, ze z v pfedchoz{ instanci zménime pouze délku d(i,7) na hodnotu
d(,j) = n - d. Zavolame algoritmus A na instanci I; ; a K = D,p;. Jestlize
algoritmus A4 odpovi ,ano“, hrané (i, j) ponechdme tuto novou délku. Jestlize
algoritmus A odpovi ,ne“, hrané (i,j) vrdtime ptuvodni délku a prejdeme na
dalsi dvojici v usporddani. V okamziku, kdy mame pouze n hran s puvodni
délkou, téchto n hran tvori (nékterou) optimélni trasu TSP.

Uvédomte si, ze v druhé é4sti jsme pouzili pouze O(n?) volan{ algoritmu A.
Odtud dostavame: Kdyby existoval polynomidlni algoritmus na feSeni rozhodo-
vaci verze TSP, pak existuje i polynomidlni algoritmus na feSeni optimalizaéni
verze TSP.

4.2 Tiidy P a NP

4.2.1 Instance tlohy jako slovo nad vhodnou abecedou. Instance libo-
volné rozhodovaci tilohy muzeme zakdédovat jako slova nad vhodnou abecedou.
Ukazme si to na piikladé problému SAT a tlohy nalezeni nejkratsi cesty v daném
orientovaném ohodnoceném grafu.

e Pro problém SAT (spliovani booleovskych formuli) je instanci libovolnd
formule ¢ v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF). Oznaéme jednot-
livé logické proménné formule ¢ jako z1, xa, ...,x,. Pak ¢ muzeme
zakédovat jako slovo nad abecedou {z,0,1,(,),V,A, -} takto: proménnd
x; se zakdéduje slovem zw, kde w je binarni zapis ¢isla ¢, ostatni symboly
jsou zachovany.

Napiiklad formuli ¢ = (21 V =2 V 23) A (—21 V 24) odpovidé slovo

(1 V =210V 211) A (-2l V 2100).

e U tlohy nalezeni nejkratsi cesty z vrcholu r do vrcholu ¢ muzeme postupo-
vat takto: Instanci tvoii matice délek daného orientovaného ohodnoceného
grafu, dvojice vrcholu r a ¢ a ¢éislo k. Matici neni tézké zakdédovat jako
slovo, za ni pak nésleduje poradové ¢islo vrcholu r, pofadové ¢islo vrcholu
c a ¢islo k, vSe oddélené napi. symbolem #.

4.2.2 Uloha jako jazyk nad abecedou. Protoze feSenim rozhodovaci
ulohy je bud ,ANO“ nebo ,NE“ rozdélime instance tlohy na tzv. ,ANO-
instance®“ a ,NE-instance“. Jazyk tlohy U, znacime jej Ly, se sklada ze vSech
slov odpovidajicich ANO-instancim 1lohy U.

Uvédomte si, ze néktera slova nad abecedou Y nemusi odpovidat zadné
instanci dané ulohy. Tato slova chapeme jako ,NE-instance“. Muzeme proto
Fici, Ze mnozina véech NE instanci tvoi{ doplnék jazyka Ly, tj. je to X*\ Ly.

4.2.3 Tiida P. Rekneme, 7e rozhodovaci tloha U lezi ve t¥ide P, jestlize
existuje deterministicky Turinguv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly a pracuje v
polynomidlnim ¢ase; tj. funkce T'(n) je O(p(n)) pro néjaky polynom p(n).

4.2.4 Piiklady.

o Minimdlni kostra v grafu. Je dan neorientovany graf G s ohodnocenim
hran c. Je dano cislo k. Existuje kostra grafu ceny mensi nebo rovno k7
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o Nejkratsi cesty v acyklickém grafu. Je dan acyklicky graf s ohodnocenim
hran a. Jsou dany vrcholy r a c. Je dano ¢islo k. Existuje orientované cesta
z vrcholu r do vrcholu ¢ délky mensi nebo rovno k7

e Toky v sitich. Je déna sif s hornim omezenim ¢, dolnim omezenim [, se
zdrojem z a spotiebicem s. Déle je dano ¢islo k. Existuje piipustny tok
od z do s velikosti alespon k7

o Minimdln{ 7ez. Je ddna sit s hornim omezenim c, dolnim omezenim . Déle
je dano cislo k. Existuje tez, ktery mé kapacitu mensi nebo rovnu k7

Uvedli jsme vSechny tlohy v rozhodovaci verzi. Velmi casto se mluvi i o jejich
optimaliza¢nich verzich jako o polynomidlné fesitelnych tlohach.

4.2.5 Tiida N'P. Rekneme, ze rozhodovaci tloha U lezi ve tifde NP, jestlize
existuje nedeterministicky Turinguv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly a pracuje v
polynomidlnim case.

4.2.6 Poznamka. V definici [£:2.3] jsme misto existence Turingova stroje
mohli pozadovat existenci programu P pro RAM, ktery fesi U v polynomidlnim
¢ase. Abychom piiblizili, které jazyky (rozhodovaci ulohy) lezi ve tiide NP,
zavedeme pojem nedeterministického algoritmu jako analogii RAM.

4.2.7 Nedeterministicky algoritmus pracuje ve dvou fazich,

1. Algoritmus nahodné vygeneruje fetézec s (odpovida feseni dané dlohy).

2. Deterministicky algoritmus (Turinguv stroj, program pro RAM) na zékladé
vstupu a fetézce s d4 odpovéd ANO nebo NEVIM. (Deterministicky a po-
lynomiélné ovéri feseni.)

Rekneme, ze nedeterministicky algoritmus fesf dlohu U, jestlize

1. Pro kazdou ANO instanci ilohy U existuje fetézec s, na jehoz zakladé
algoritmus d4 odpovéd ANO.

2. Pro zadnou NE instanci tlohy U neexistuje fetézec s, na jehoz zakladé
algoritmus d4 odpovéd ANO.

Rekneme, 7e nedeterministicky algoritmus pracuje v ¢ase O(T(n)), jestlize
kazdy pruchod obéma fizemi 1 a 2 pro instanci velikosti n potiebuje O(T(n))
krok. O

4.2.8 Poznamka. Fakt, ze nedeterministicky algoritmus pracuje v poly-
nomialnim case, znamend, ze kazda z fazi vyzaduje polynomidlni ¢as a tudiz
i Fetézec s musi mit polynomidlni délku (vzhledem k velikosti instance).

V definici jsme misto existence nedeterministického Turingova stroje
mohli pozadovat existenci nedeterministického algoritmu, ktery fesi dlohu U v
polynomidlnim case.

4.2.9 Piiklady NP tloh.

e Kliky v grafu. Je ddn neorientovany graf G a ¢islo k. Existuje klika v grafu
G o alespon k vrcholech?

Marie Demlova: Teorie algoritmii Pred. 7: 2/4/2024



36 [240401-1609) Kapitola 4. Tiidy slozitosti

o Nejkratsi cesty v obecném grafu. Je dan orientovany graf s ohodnocenim
hran a. Jsou dény vrcholy r a v. Je déno ¢islo k. Existuje orientovand
cesta z vrcholu r do vrcholu v délky mensi nebo rovno k?

o k-barevnost. Je dan neorientovany graf G. Je graf G k-barevny?

e Problém batohu. Je ddno n predmétu 1,2, ..., n. Kazdy predmét ¢ ma cenu
¢; a vahu w;. Déle jsou déna ¢isla A a B. Je mozné vybrat predméty tak,
aby celkova véha neptevysila A a celkova cena byla alesponi B? Presnéji,

existuje podmnozina predmeétu I C {1,2,...,n} takova, ze
Z w; <A a Z c; > B?
icl iel

4.3 Trida N'PC

4.3.1 Redukce a polynomialni redukce tiloh. Jsou dany dvé rozhodovaci
tlohy U a V. Rekneme, ze tloha U se redukuje na tlohu V), jestlize existuje
algoritmus (program pro RAM, Turinguv stroj) M, ktery pro kazdou instanci I
ulohy U zkonstruuje instanci I’ dlohy V a to tak, ze

I je ANO-instance U pravé tehdy, kdyz I’ je ANO-instance V.
Fakt, ze tloha U se redukuje na tlohy V znacime

u<y.

Jestlize navic algoritmus M pracuje v polynomidlnim case, fikame, ze U se
polynomidlné redukuje na V a znacime

U<y V.

Fakt, ze se uloha U redukuje na tlohu V zhruba feceno znamena, ze U neni
obtiznéjsi nez V.

4.3.2 Tvrzeni. Jsou dany tii rozhodovaci tlohy U, V a W. Jestlize plati

U<V a VW, pak U< W.

4.3.3 NP tplné tlohy. Rekneme, ze rozhodovaci tloha U je NP dplnd,
jestlize

1. U je ve t¥ide N'P;
2. kazda NP tloha se polynomidlné redukuje na U.
Trida véech NP tplnych tloh se znaéi NPC.

“ s

4.3.4 Tvrzeni. Jsou ddny dvé NP tlohy U a V), pro které plati U <1, V. Pak
1. jestlize V je ve tridé P, pak také U je ve tridée P;
2. jestlize U je N'P tiplna tloha, pak také V je AN'P tiplna tloha.
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4.3.5 Tvrzeni. Kdyby nékterda NP 1plnd tloha pattila do tiidy P (tj. byla
by polynomidlné fesitelnd), pak P = A'P. Jinymi slovy, kazdd AP tloha by
byla polynomialné tresitelna.

4.3.6 NP obtizné tlohy. Jestlize o nékteré tiloze U pouze vime, Ze se na ni
polynomidlné redukuje nékterd A'P iplnd tloha, pak iikédme, ze U je NP tézk4,
nebo téz NP obtizni. Poznamenejme, Ze to vlastné znamend, ze U je alespon
tak tézka jako viechny NP tlohy.
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