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4.3.7 Cookova věta. Úloha SAT , splňováńı formuĺı v konjunktivńım nor-
málńım tvaru, je NP úplná úloha.

4.3.8 Důkaz. Neńı těžké se přesvědčit, že úloha SAT je ve tř́ıdě NP.
Prvńı fáze nedeterministického algoritmu vygeneruje ohodnoceńı logických
proměnných a na základě tohoto ohodnoceńı jsme schopni v polynomiálńım
čase ověřit, zda je v tomto ohodnoceńı formule pravdivá nebo ne.

V druhé části d̊ukazu ukážeme, že každáNP úloha se polynomiálně redukuje
na problém SAT . Pro každýNP problém U existuje nedeterministický Turing̊uv
stroj M , který přij́ımá jazyk této úlohy LU v polynomiálńım čase. To znamená,
že pro každé slovo w délky n nad danou abecedou se M zastav́ı po maximálně
p(n) kroćıch, a to bud’ v koncovém stavu, jestliže w ∈ LU , nebo v nekoncovém
stavu, jestliže w /∈ LU .

Proto stač́ı pro každý nedeterministický Turing̊uv stroj M a dané slovo w
zkonstruovat formuli ϕM,w v CNF takovou, že

w ∈ L(M) právě tehdy, když ϕM,w je splnitelná

Je dán nedeterministický Turing̊uv stroj M s množinou stav̊u Q, vstupńı
abecedou Σ, páskovou abecedou Γ, přechodovou funkćı δ, počátečńım stavem
q0 a koncovým stavem qf . Předpokládejme, že M přij́ımá slovo w a potřebuje
přitom p(n) krok̊u.

Zavedeme logické proměnné:

• hi,j , i = 0, 1, . . . , p(n), j = 1, 2, . . . , p(n); fakt, že hodnota proměnné hi,j
je rovna 1 znamená, že hlava Turingova stroje v čase i čte j-té pole pásky.

• sqi , i = 0, 1, . . . , p(n), q ∈ Q; fakt, že hodnota proměnné sqi je rovna 1
znamená, že Turing̊uv stroj v čase i je ve stavu q.

• tAi,j , i = 0, 1, . . . , p(n), j = 1, 2, . . . , p(n), A ∈ Γ; fakt, že hodnota proměnné

tAi,j rovna 1 znamená, že v čase i v j-tém poli pásky je páskový symbol A.

Nyńı je třeba formulemi popsat následuj́ıćı fakta:

1. V každém okamžiku je Turing̊uv stroj v právě jednom stavu.

2. V každém okamžiku čte hlava Turingova stroje právě jedno pole vstupńı
pásky.

3. V každém okamžiku je na každém poli pásky Turingova stroje právě jeden
páskový symbol.

4. Na začátku práce (tj. v čase 0) je Turing̊uv stroj ve stavu q0, hlava čte
prvńı pole pásky a na pásce je na prvńıch n poĺıch vstupńı slovo, ostatńı
pole pásky obsahuj́ı B.

5. Krok Turingova stroje je určen přechodovou funkćı, tj. stav stroje, obsah
čteného pole a poloha hlavy v čase i+ 1 je dána přechodovou funkćı.

6. V poĺıch pásky, které v čase i hlava nečte, je obsah v čase i+1 stejný jako
v i.

7. Jestliže se M dostane v čase i do koncového stavu, pak i v čase i + 1 v
koncovém stavu z̊ustane.
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8. Na konci práce Turingova stroje, tj. v čase p(n), je stroj ve stavu qf .

Ukážeme jak utvořit formule pro jednotlivé body

Bod 1. V okamžiku i je Turing̊uv stroj v aspoň jednom stavu:∨
q∈Q

sqi .

V okamžiku i Turing̊uv stroj neńı ve dvou r̊uzných stavech:∧
q 6=q′

(¬sqi ∨ ¬s
q′

i ).

Nyńı fakt, že Turing̊uv stroj je v okamžiku i v právě jednom stavu je konjunkce
obou výše uvedených formuĺı:

ϕi
1 = (

∨
q∈Q

sqi ) ∧
∧
q 6=q′

(¬sqi ∨ ¬s
q′

i ).

Formule ϕ1 =
∧

i

(
(
∨

q∈Q sqi ) ∧
∧

q 6=q′ (¬sqi ∨ ¬s
q′

i )
)

.

Bod 2. V okamžiku i čte hlava Turingova stroje aspoň jedno pole pásky:∨
1≤j≤p(n)

hi,j .

V okamžiku i nečte hlava Turingova stroje dvě r̊uzná pole:∧
j 6=k

(¬hi,j ∨ ¬hi,k).

Nyńı fakt, že hlava Turingova stroje v okamžiku i čte přesně jedno pole pásky
je konjunkce obou výše uvedených formuĺı:

ϕi
2 = (

∨
1≤j≤p(n)

hi,j) ∧
∧
j 6=k

(¬hi,j ∨ ¬hi,k).

Formule ϕ2 =
∧

i

(
(
∨

1≤j≤p(n) hi,j) ∧
∧

j 6=k (¬hi,j ∨ ¬hi,k)
)

.

Bod 3. V okamžiku i je v j-tém poli pásky Turingova stroje aspoň jeden
páskový symbol: ∨

A∈Γ

tAi,j .

V okamžiku i v j-tém poli pásky Turingova stroje nejsou dva r̊uzné páskové
symboly: ∧

A 6=A′

(¬tAi,j ∨ ¬tA
′

i,j).

Nyńı fakt, že Turing̊uv stroj má v okamžiku i v j-tém poli právě jeden páskový
symbol je konjunkce obou výše uvedených formuĺı:

ϕi,j
3 = (

∨
A∈Γ

tAi,j) ∧
∧

A 6=A′

(¬tAi,j ∨ ¬tA
′

i,j).
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Formule ϕ3 =
∧

i

∧
j

(
(
∨

A∈Γ tAi,j) ∧
∧

A6=A′ (¬tAi,j ∨ ¬tA
′

i,j)
)

.

Bod 4. Na začátku práce (tj. v čase 0) je Turing̊uv stroj ve stavu q0, hlava
čte prvńı pole pásky a na pásce je na prvńıch n poĺıch vstupńı slovo a1a2 . . . an,
ostatńı pole obsahuj́ı B.

ϕ4 = sq00 ∧ h0,1 ∧ ta1
0,1 ∧ . . . ∧ t

an
0,n ∧ tB0,n+1 ∧ . . . ∧ tB0,p(n).

Bod 5. Jestliže Turing̊uv stroj je v čase i ve stavu q, hlava je na j-tém poli
pásky, hlava čte páskový symbol A a δ(q, A) se skládá z trojic (p, C,D) (zde
D = 1 znamená posun hlavy doprava, D = −1 znamená posun hlavy doleva),
pak formule má tvar:∧

j

∧
A∈Γ

((sqi ∧ hi,j ∧ t
A
i,j)⇒

∨
(spi+1 ∧ t

C
i+1,j ∧ hi+1,j+D)).

Formule ϕ5 je konjungce všech výše uvedených formuĺı pro všechny i, i < p(n),
j, 1 ≤ j ≤ p(n), q ∈ Q a A ∈ Γ.

Bod 6. Obsah poĺı, které hlava nečte, z̊ustává v čase i+ 1 stejný:∧
j

∧
A∈Γ

((¬hi,j ∧ tAi,j)⇒ tAi+1,j).

Formule ϕ6 je konjungce všech výše uvedených formuĺı pro všechny i, i < p(n),
j, 1 ≤ j ≤ p(n), a A ∈ Γ.

Bod 7. Jestliže se stroj dostane do koncového stavu, už v něm z̊ustává.

s
gf
i ⇒ s

qf
i+1, gf ∈ F.

Formule ϕ7 je konjunkce všech výše uvedených formuĺı pro všechna i, i < p(n).

Bod 8. Na konci práce Turingova stroje, tj. v čase p(n) je stroj ve stavu qf .

ϕ8 = s
qf
p(n).

Výslednou formuli dostaneme jako konjunkci formuĺı

ϕM,w =

8∧
k=1

ϕk.

4.4 Převody úloh

4.4.1 Metoda Ukázat, že rozhodovaćı úloha V je NP úplná, je potřeba a
stač́ı

1. ověřit, že V ∈ NP;

2. naj́ıt NP úplnou úlohu U , pro kterou

U �p V.

Zat́ım jediná NP úplná úloha, kterou známe, je SAT , splňováńı boo-
leovských formuĺı v konjunktivńım normálńım tvaru. Ukážeme řadu poly-
nomiálńıch redukćı a t́ım ukážeme, že i daľśı rozhodovaćı úlohy jsou NP úplné.
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4.4.2 3−CNF SAT . Úloha: Je dána formule ϕ v konjunktivńım normálńım
tvaru, kde každá klauzule má maximáoně 3 literály.
Otázka: Je formule ϕ splnitelná?

4.4.3 Tvrzeńı. Plat́ı

SAT �p 3− CNF SAT.

4.4.4 Nástin převodu SAT na 3− CNF SAT . Je dána formule ϕ v kon-
junktivńım normálńım tvaru. Zkonstruujeme formuli ψ, která

1. je v konjunktivńım normálńım tvaru, kde každá klauzule obsahuje ma-
ximálně 3 literály;

2. je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná formule ϕ.

Označme C1, C2, . . . , Ck všechny klauzule formule ϕ. Jestliže každá z klauzuĺı
obsahuje nejvýše 3 literály, nemuśıme nic konstruovat, v tomto př́ıpadě je ψ = ϕ.

Pro každou klauzuli Ci, která obsahuje v́ıc než 3 literály, sestroj́ıme formuli
ψCi

takto: Necht’ Ci = l1∨l2∨ . . .∨ls, kde lj jsou literály. Zavedeme nové logické
proměnné x1, x2, . . . , xs−3 a polož́ıme

ψCi
= (l1 ∨ l2 ∨ x1)∧ (¬x1 ∨ l3 ∨ x2)∧ (¬x2 ∨ l4 ∨ x3)∧ . . .∧ (¬xs−3 ∨ ls−1 ∨ ls).

Plat́ı: Formule ψCi
je splnitelná právě tehdy, když Ci je splnitelná.

Formuli ψ dostaneme jako konjunkci všech klauzuĺı formule ϕ, které maj́ı
nejvýše 3 literály a formuĺı ψCi

pro klauzule Ci o v́ıce než 3 literálech.

Předpokládejme, že formule ϕ má k klauzuĺı a nejdeľśı klauzule má s
literál̊u. Pak v konstrukci ψ jsme přidali maximálně (s − 3)k nových logických
proměnných (rovnost nastává v př́ıpadě, že každá z klauzuĺı formule ϕ obsahuje
přesně s > 3 literál̊u). Nav́ıc jsme formuli prodloužili o maximálně o 2(s − 3)k
literál̊u (každá nová logická proměnná se ve formuli ψ objevuje přesně dvakrát).
Tedy délka formule ψ se pouze polynomiálně zvětšila vzhledem k délce formule ϕ.

4.4.5 Důsledek. Protože úloha 3 − CNF SAT je ve tř́ıdě NP, jedná se
o NP úplnou úlohu.

4.4.6 Obarveńı vrchol̊u grafu. Je dán prostý neorientovaný graf bez
smyček G = (V,E). Obarveńı vrchol̊u grafu G je přǐrazeńı, které každému vr-
cholu v grafu G přǐrazuje jeho barvu b(v), b(v) je prvek množiny (barev) B, pro
které plat́ı, že žádné dva vrcholy spojené hranou nemaj́ı stejnou barvu. (Jinými
slovy, jestliže {u, v} je hrana grafu G, pak b(u) 6= b(v).)

Graf G se nazývá k-barevný, jestliže jeho vrcholy je možné obarvit k barvami
(tj. množina B má k prvk̊u).

4.4.7 3-barevnost.

Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček.
Otázka: Je graf G 3-barevný?

4.4.8 Tvrzeńı. Plat́ı

3− CNF SAT �p 3-barevnost.
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4.4.9 Základńı myšlenka převodu. Je dána formule ϕ, která je v CNF
a každá klauzule má 2 nebo 3 literály. K d̊ukazu je třeba zkonstruovat prostý
neorientovaný graf G bez smyček takový, že ϕ je splnitelná právě tehdy, když
G je 3-barevný.

Konstrukce využ́ıvá pomocný graf G1 o pěti vrcholech {a, b, c, d, e} a pěti
hranách

e

d

c

b

a

s těmito vlastnostmi:

• Jestliže vrcholy a a b maj́ı stejnou barvu, pak tuto barvu muśı mı́t i
vrchol e.

• Jestliže jeden z vrchol̊u a a b má barvu z, pak lze tento graf obarvit tak,
aby i vrchol e měl barvu z.

Mějme formuli ϕ, označme x1, x2, . . . , xn všechny logické proměnné, které se
ve formuli ϕ vyskytuj́ı. Vytvoř́ıme neorientovaný graf G = (V,E), kde

• V obsahuje všechny literály, tj. x1,¬x1, . . . , xn,¬xn, vrcholy R,G,B.

• E obsahuje hrany tak, že R,G,B a B, xi,¬xi pro každé i = 1, . . . , n tvoř́ı
trojúhelńık.

• Pro každou klauzuli obsahuj́ıćı literály l1, l2, l3 přidáme do grafu dvě kopie
pomocného grafu G1 a to takto: Literály l2 a l3 odpov́ıdaj́ı vrchol̊um a a b
prvńı kopie pomocného grafu G1, vrcholy l1 a e odpov́ıdaj́ı vrchol̊um a, b
druhého grafu G1, a vrchol R je spojen haranou s vrcholem e druhé kopii
grafu G1.

Př́ıklad grafu G pro dvě klauzule C1 = ¬z∨y∨¬x a C2 = t∨¬z∨x (x, y, z, t
jsou logické proměnné) je na následuj́ıćım obrázku.
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R

G

B

x y z v

¬x ¬y ¬z ¬v

Předpokládejme, že formule ϕ je splnitelná; máme tedy pravdivostńı ohod-
noceńı, ve kterém je ϕ pravdivá. Obarv́ıme graf G třemi barvami z (zelená),
c (červená) a m (modrá) takto:

• Vrcholy R,G,B: b(R) = c, b(G) = z, b(B) = m.

• Vrchol odpov́ıdaj́ıćı literálu l má barvu z právě tehdy, když je l pravdivý,
v opačném př́ıpadě jej obarv́ıme c.

Protože každá klauzule obsahuje alespoň jeden literál, který je pravdivý, tj. jeho
vrchol je obarven barvou z, je možné obarvit i zbývaj́ıćı vrcholy tak, aby G byl
tř́ıbarevný.

Předpokládejme, že graf G je tř́ıbarevný. Přejmenujme barvy tak, aby
platilo: b(R) = c, b(G) = z, b(B) = m. Nyńı definujeme pravdivostńı ohodnoceńı
logických proměnných x1, x2, . . . , xn takto:

proměnná xi je pravdivá iff b(xi) = z a

proměnná xi je nepravdivá iff b(xi) = c.

Z vlastnost́ı pomocného grafu G1 vyplývá, že v každé klauzuli je alespoň jeden
literál, který je obarven barvou z, tud́ıž je pravdivý.

Neńı těžké nahlédnout, že počet vrchol̊u i hran grafu G je polynomiálńı v̊uči
délce formule ϕ.

4.4.10 Důsledek. Protože 3-barevnost je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.11 Tvrzeńı. Plat́ı

3-barevnost �p ILP.
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4.4.12 Převod 3-barevnosti na ILP . Je dán prostý neorientovaný graf
bez smyček G = (V,E). Zkonstruujeme instanci I úlohy celoč́ıselného lineárńıho
programováńı takovou, že I má př́ıpustné řešeńı právě tehdy, když graf G je 3-
barevný.

Všechny proměnné budou nabývat hodnot 0 nebo 1 (tj. bude se jednat o tzv.
0-1 celoč́ıselné lineárńı programováńı).

Proměnné: Pro každý vrchol v ∈ V zavedeme tři proměnné:

xcv, x
m
v , x

z
v.

Význam: Fakt, že proměnná xbv je rovna 1, b ∈ {c,m, z}, znamená, že vrchol v
má barvu b.

Podmı́nky:

• Pro každý vrchol v ∈ V máme rovnici, která zaručuje, že vrchol v má
právě jednu barvu – bud’ c nebo m nebo z:

xcv + xmv + xzv = 1.

• Pro každou hranu e = {u, v} máme tři nerovnosti (pro každou barvu
jednu) zaručuj́ıćı, že oba vrcholy u a v nemohou mı́t stejnou barvu:

xcu + xcv ≤ 1, xmu + xmv ≤ 1, xzu + xzv ≤ 1.

Plat́ı: Graf G je 3-barevný právě tehdy, když I má př́ıpustné řešeńı.

Instance I má 3 |V | proměnných a |V | + 3 |E| podmı́nek. Jedná se tedy o
instanci velikosti O(n+m), kde n = |V | a m = |E|.

4.4.13 Důsledek. Protože ILP je ve tř́ıděNP, jedná se oNP úplnou úlohu.
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	Prevody úloh

