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4.4.14 Problém rozkladu.
Úloha: Je dána konečná množina X a systém jej́ıch podmnožin S.

Otázka: Je možné z S vybrat prvky tak, že tvoř́ı rozklad množiny X? Jinými
slovy, existuje A ⊆ S tak, že A je rozklad množiny X?

4.4.15 Tvrzeńı. Plat́ı

3-barevnost �p problém rozkladu.

4.4.16 Převod 3-barevnosti na problém rozkladu. Je dán neoriento-
vaný prostý graf bez smyček G = (V,E). Zkonstruujeme množinu X a systém
jej́ıch podmnožin S tak, že graf G je tř́ıbarevný právě tehdy, když ze systému
S lze vybrat rozklad množiny X.

Množina X:

• Pro každý vrchol v ∈ V dáme do množiny X prvky

v, pcv, p
m
v , p

z
v.

• Pro každou hranu e = {u, v} dáme do množiny X prvky

qcuv, q
m
uv, q

z
uv, q

c
vu, q

m
vu, q

z
vu.

Množina X má 4 |V |+ 6 |E| prvk̊u.

Systém podmnožin S tvoř́ı tyto množiny:

1) Pro každý vrchol v ∈ V :

{v, pcv}, {v, pmv }, {v, pzv}.

2) Pro každý vrchol v ∈ V označme N(v) množinu všech soused̊u vrcholu v
(tj. N(v) = {u | {u, v} ∈ E}). Do S dáme množiny:

Sc
v = {pcv, qcvu |u ∈ N(v)}, Sm

v = {pmv , qmvu |u ∈ N(v)}, Sz
v = {pzv, qzvu |u ∈ N(v)}.

3) Pro každou hranu e = {u, v} dáme do S množiny:

{qcuv, qmvu}, {qcuv, qzvu}, {qmuv, qcvu}, {qmuv, qzvu}, {qzuv, qcvu}, {qzuv, qmvu}.

Systém S má 3 |V | množin z 1), 3 |V | množin z 2) a 6 |E| množin z 3).

a) Je-li graf G 3-barevný, je možné jeho vrcholy obarvit barvami {c,m, z}.
Označme b(v) barvu vrcholu v ∈ V . Z systému S vybereme A takto:

A se skládá z:

1) {v, pb(v)v } pro všechny v ∈ V ,

2) Sb1
v a Sb2

v , kde b1 a b2 jsou zbylé dvě barvy, kterými neńı obarven v,

3) {qb(u)uv , q
b(v)
vu } pro každou hranu e = {u, v}.
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Uvědomte si, že protože b je obarveńı, množiny ze 3) jsou v S .

b) Jestliže existuje rozklad A ⊆ S množiny X, pak sestroj́ıme obarveńı grafu
G takto:

b(v) := b, b ∈ {c,m, z} právě tehdy, když {v, pbv} ∈ A.

Neńı těžké dokázat, že z volby systému S a A vyplývá: b je obarveńı vrchol̊u
třemi barvami.

4.4.17 Důsledek. Protože problém rozkladu je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.18 SubsetSum.
Úloha: Jsou dána kladná č́ısla a1, a2, . . . , an a č́ıslo K.
Otázka: Lze vybrat podmnožinu č́ısel a1, a2, . . . , an tak, aby jejich součet byl
roven č́ıslu K?

Jinými slovy, existuje J ⊆ {1, 2, . . . , n} tak, že∑
i∈J

ai = K.

4.4.19 Tvrzeńı. Plat́ı

problém rozkladu �p SubsetSum.

4.4.20 Převod problému rozkladu na SubsetSum. Je dána konečná
množina X a systém jej́ıch podmnožin S. Přejmenujeme prvky X tak, že
X = {0, 1, . . . , n− 1} a S = {S1, S2, . . . , Sr}.

Zvoĺıme přirozené č́ıslo p větš́ı než r (počet prvk̊u S). Každé podmnožině
Si přǐrad́ıme kladné č́ıslo ai takto: Ke každé množině Si označ́ıme χSi

jej́ı
charakteristickou funkci; tj. χSi(j) = 1 právě tehdy, když j ∈ Si. Pak

Si −→
n−1∑
j=0

χSi
(j) pj = ai.

Nakonec zvoĺıme č́ıslo K =
∑n−1

i=0 pi.

Protože p > r, neńı těžké ukázat, že∑
i∈J

ai = K právě tehdy, když A = {Si | i ∈ J} je rozklad X.

4.4.21 Důsledek. Protože SubsetSum je ve tř́ıděNP, jedná se oNP úplnou
úlohu.

4.4.22 Poznámka. Nyńı neńı těžké sestrojit polynomiálńı redukci problému
SubsetSum na problém děleńı kořisti nebo na problém batohu. Proto jsou i tyto
dvě úlohy NP úplné.

4.4.23 Problém klik.
Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G = (V,E) bez smyček a č́ıslo k.
Otázka: Existuje v grafu G klika o alespoň k vrcholech?
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4.4.24 Tvrzeńı. Plat́ı

3− CNF SAT �p problém klik.

4.4.25 Nástin převodu 3−CNF SAT na problém klik. Je dána formule
ϕ v CNF, s k klauzulemi C1, C2, . . . , Ck, kde každá klauzule má nejvýše 3 literály.
Sestroj́ıme k-partitńı neorientovaný graf G = (V,E) takto:

G má pro každou klauzuli jednu stranu; strana odpov́ıdaj́ıćı klauzuli C se
skládá z vrchol̊u označených literály klauzule C. Hrany grafu G vedou vždy mezi
dvěma stranami a to tak, že spojuj́ı dva literály, které nejsou komplementárńı
(tj. jeden neńı negaćı druhého).

Plat́ı: Formule ϕ je splnitelná právě tehdy, když v grafu G existuje klika
o k vrcholech. (Poznamenejme, že k je počet klauzuĺı formule ϕ.)

Jestliže ϕ je pravdivá v ohodnoceńı u, vybereme v každé klauzuli formule
ϕ jeden literál, který je v daném ohodnoceńı pravdivý. Pak množina vrchol̊u
odpov́ıdaj́ıćıch těmto literál̊um tvoř́ı kliku v G o k vrcholech.

Jestliže v grafu G existuje klika A o k vrcholech, pak A má jeden vrchol v
každé straně grafu G. Položme jako pravdivé všechny literály, které se nacházej́ı
v A a hodnoty ostatńıch logických proměnných zadefinujme libovolně. Pak v
tomto ohodnoceńı je formule ϕ pravdivá.

Zkonstruovaný graf G má tolik vrchol̊u jako má formule ϕ literál̊u, tj. n
vrchol̊u, kde n je délka formule ϕ. Vzhledem k tomu, že prostý graf s n vrcholy
má O(n2) hran, jedná se o polynomiálńı redukci.

4.4.26 Důsledek. Protože problém klik je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.27 Nezávislé množiny. Je dán prostý neorientovaný graf G = (V,E)
bez smyček. Množina vrchol̊u N ⊆ V se nazývá nezávislá množina v G, jestliže
žádná hrana grafu G nemá oba krajńı vrcholy v N . Jinými slovy, indukovaný
podgraf množinou N je diskrétńı graf.

Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k.

Otázka: Existuje v G nezávislá množina o k vrcholech?

4.4.28 Tvrzeńı. Plat́ı

problém klik �p nezávislé množiny.

4.4.29 Převod problému klik na nezávislé množiny. Je dán prostý
neorientovaný graf bez smyček G = (V,E). Definujeme opačný graf Gop =
(V,Eop) takto:

{u, v} ∈ Eop právě tehdy, když u 6= v a {u, v} /∈ E.

Plat́ı: Množina A ⊆ V je klika v grafu G právě tehdy, když je maximálńı
nezávislou množinou v grafu Gop. (Jinými slovy, A je nezávislá množina a
přidáńım libovolného vrcholu už nebude nezávislá.)

To, že se jedná o polynomiálńı redukci vyplývá z faktu, že všech hran v grafu

G i doplňkovém grafu Gop je n(n−1)
2 , kde n je počet vrchol̊u.
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4.4.30 Důsledek. Protože úloha o nezávislých množinách je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.31 Vrcholové pokryt́ı. Je dán prostý neorientovaný graf bez smyček
G = (V,E). Podmnožina vrchol̊u B ⊆ V se nazývá vrcholové pokryt́ı G, jestliže
každá hrana grafu G má alespoň jeden krajńı vrchol v množině B.

Poznamenejme, že celá množina vrchol̊u V je vrcholovým pokryt́ım, problém
je naj́ıt vrcholové pokryt́ı o co nejmenš́ım počtu vrchol̊u.

Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k.

Otázka: Existuje v grafu G vrcholové pokryt́ı o k vrcholech?

4.4.32 Tvrzeńı. Plat́ı

nezávislé množiny �p vrcholové pokryt́ı.

4.4.33 Nástin převodu nezávislých množin na vrcholové pokryt́ı.
Plat́ı: Je-li množina N nezávislá množina grafu G, pak množina V \ N je
vrcholovým pokryt́ım grafu G. A naopak, je-li B vrcholové pokryt́ı grafu G,
pak množina V \B je nezávislá množina v G.

Proto: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k. Pak
v G existuje nezávislá množina o k vrcholech právě tehdy, když v G existuje
vrcholové pokryt́ı o n− k vrcholech, kde n = |V | je počet vrchol̊u grafu G.

4.4.34 Důsledek. Protože problém vrcholového pokryt́ı je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.35 Existence hamiltonovského cyklu.
Úloha: Je dán orientovaný graf G.
Otázka: Existuje v grafu G hamiltonovský cyklus? (Jinými slovy, existuje v grafu
G cyklus procházej́ıćı všemi vrcholy?)

4.4.36 Tvrzeńı. Plat́ı

vrcholové pokryt́ı �p existence hamiltonovského cyklu.

4.4.37 Základńı myšlenka převodu. Převod je založen na využit́ı speciáln-
ı́ho grafu H o 4 vrcholech a 6 orientovaných hranách. Graf H má tuto vlast-
nost: Má-li být graf součást́ı hamiltonovského cyklu, pak jsou jen dva základńı
zp̊usoby pr̊uchodu grafem H, bud’ se projdou všechny vrcholy za sebou, nebo
při dvoj́ım pr̊uchodu vždy dva a dva.

Předpokládejme, že je dán neorientovaný prostý graf G = (V,E) bez smyček
a č́ıslo k. Je možno vytvořit orientovaný graf G′ takový, že v G existuje vrcholové
pokryt́ı o k vrcholech právě tehdy, když v G′ existuje hamiltonovský cyklus.

Graf G′ se, zhruba řečeno, vytvoř́ı takto: Za každou hranu grafu G do G′

dáme kopii grafu H. Kromě takto źıskaných vrchol̊u přidáme ještě vrcholy
1, 2, . . . , k. Celkově tedy počet vrchol̊u grafu G′ je 4 |E| + k. Hrany grafu G′

jsou jednak hrany všech kopíı grafu H, jednak hrany vedoućı mezi nimi a dále
hrany do a z vrchol̊u 1, 2, . . . , k. Celkově je hran grafu G′ také úměrně počtu
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hran grafu G plus k-násobek počtu vrchol̊u grafu G. To znamená, že redukce je
polynomiálńı.

4.4.38 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovského cyklu je ve
tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.39 Hamiltonovská kružnice
Podobně jako jsme v 4.4.36 ukázali, že se problém vrcholového pokryt́ı poly-
nomiálně redukuje na problém existence hamiltonovského cyklu, dá se sestrojit
i redukce

vrcholové pokryt́ı �p existence hamiltonovského kružnice.

Rozd́ıl je pouze v tom, že pomocný graf je složitěǰśı.

4.4.40 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovské kružnice je ve
tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.41 Tvrzeńı. Plat́ı

existence hamiltonovské kružnice �p problém obchodńıho cestuj́ıćıho.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý a je ponechán student̊um jako
domáćı úkol.

4.4.42 Důsledek. Protože problém obchodńıho cestuj́ıćıho je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.43 Tvrzeńı. Plat́ı

existence hamiltonovského cyklu �p existence orient. hamiltonovské cesty.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je jednoduchý a ukážeme si jej na cvičeńı.

4.4.44 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovské cesty je ve tř́ıdě
NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.45 Tvrzeńı. Plat́ı

existence orient. hamiltonovské cesty �p nejdeľśı oriet. cesty v orient. grafu.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý.

4.4.46 Důsledek. Protože problém nejdeľśıch cest v orientovaném grafu je
ve tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.47 Tvrzeńı. Plat́ı

nejdeľśı cesty v orient. grafu �p nejkratš́ı cesty v orient. grafu.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý.

4.4.48 Důsledek. Protože problém nejkratš́ıch cest v orientovaném grafu je
ve tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.
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