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Kapitola 1

Úvod

1.1 Základńı pojmy

1.1.1 Algoritmus. Algoritmem rozumı́me dobře definovaný proces, tj. po-
sloupnost výpočetńıch krok̊u, který přij́ımá hodnoty (zadáńı, vstup) a vytvář́ı
hodnoty (řešeńı, výstup).

1.1.2 Problém, úloha. Úloha, též problém, je obecná specifikace vztahu
zadáńı/řešeńı. Instanćı problému, úlohy U rozumı́me konkrétńı zadáńı všech
parametr̊u, které daná úloha (problém) obsahuje. Jinými slovy, instance úlohy
je správný př́ıklad zadáńı.

1.1.3 Řekneme, že algoritmus A řeš́ı úlohu U , jestliže pro každý vstup
(každou instanci problému U) vydá správné řešeńı.

Poznamenejme, že předchoźı věta znamená, že každý algoritmus, který řeš́ı
nějakou úlohu, se vždy zastav́ı. To znamená, že algoritmus, který se na nějakém
vstupu nezastav́ı, nemůže řešit žádnou úlohu.

1.1.4 Analýza časové složitosti algoritmu. Existuj́ı dva základńı zp̊usoby
měřeńı časové náročnosti algoritmů.

1. Analýza nejhorš́ıho př́ıpadu. Jedná se o asymptotický odhad T (n) času
potřebného pro vyřešeńı každé instance velikosti n.

2. Pr̊uměrná složitost. Jedná se o asymptotický odhad Taver(n) pr̊uměrného
času, který je potřeba pro vyřešeńı instance velikosti n, kde bereme v
úvahu s jakou pravděpodobnost́ı se jednotlivé instance (typy instanćı)
vyskytuj́ı.

Pro posloupnost operaćı stejného druhu použ́ıváme ještě amortizovanou složitost.
Amortizovaná složitost je pr̊uměrná složitost nejhorš́ıho př́ıpadu pro posloup-
nost n operaćı/instrukćı stejného druhu.

1.2 Asymptotický r̊ust funkćı

Připomeňme základńı pojmy týkaj́ıćı se r̊ustu nezáporných funkćı.
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2 [240625-1306 ] Kapitola 1. Úvod

1.2.1 Symbol O. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je O(g(n)), jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0

tak, že

f(n) ≤ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
O(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

O(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 ∈ N tak, že f(n) ≤ c g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.2 Symbol Ω. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je Ω(g(n)), jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0

tak, že

f(n) ≥ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Ω(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Ω(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 ∈ N tak, že f(n) ≥ c g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.3 Poznámka. Fakt, že funkce f(n) je Ω(g(n)) je ekvivalentńı faktu, že
funkce g(n) je O(f(n)).

1.2.4 Symbol Θ. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je Θ(g(n)), jestliže existuj́ı kladné konstanty c1, c2 a přirozené č́ıslo
n0 tak, že

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Θ(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Θ(g(n)) = {f(n) | ∃c1, c2 > 0, n0 ∈ N tak, že c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) ∀n ≥ n0}.

1.2.5 Poznámka. Plat́ı f(n) je Θ(g(n)) právě tehdy, když f(n) je zároveň
O(g(n)) a Ω(g(n)).

V daľśım zavedeme ještě dvě daľśı tř́ıdy funkćı, totiž o(g(n)) a ω(g(n)).

1.2.6 Symbol malé o. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je o(g(n)), jestliže pro každou kladnou konstantu c existuje přirozené
č́ıslo n0 tak, že

0 ≤ f(n) < c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
o(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

o(g(n)) = {f(n) | ∀ c > 0 ∃n0 ∈ N tak, že 0 ≤ f(n) < c g(n) ∀n > n0}.

1.2.7 Poznámka. Fakt, že nezáporná funkce f(n) je O(g(n)), zhruba řečeno
znamená, že funkce f(n) neroste asymptoticky v́ıce než funkce g(n). Naproti
tomu fakt, že nezáporná funkce f(n) je o(g(n)), znamená, že funkce f(n) roste
asymptoticky méně než funkce g(n).
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1.2.8 Symbol malé ω. Je dána nezáporná funkce g(n). Řekneme, že nezáporná
funkce f(n) je ω(g(n)), jestliže pro každou kladnou konstantu c existuje
přirozené č́ıslo n0 tak, že

0 ≤ c g(n) < f(n) pro všechny n ≥ n0.

�
ω(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

ω(g(n)) = {f(n) | ∀ c > 0 ∃n0 ∈ N tak, že 0 ≤ c g(n) < f(n) ∀n > n0}.

1.2.9 Poznámka. Fakt, že nezáporná funkce f(n) je Ω(g(n)), zhruba řečeno
znamená, že funkce f(n) roste asymptoticky alespoň tak, jako funkce g(n).
Naproti tomu fakt, že nezáporná funkce f(n) je ω(g(n)), znamená, že funkce
f(n) roste asymptoticky v́ıce než funkce g(n).

1.2.10 Značeńı. Protože symboly O,Ω,Θ představuj́ı množiny funkćı, bu-
deme v daľśım textu psát f(n) ∈ O(g(n)). Je ovšem pravda, že v literatuře
najdete i zápis f(n) = O(g(n)). Při tomto zápisu je třeba mı́t na paměti, že
znak rovnosti v zápise f(n) = O(g(n)) nemá stejné vlastnosti jako klasická
rovnost. Obdobně pro ostatńı symboly.

1.2.11 Tvrzeńı. Jsou dány dvě nezáporné funkce f(n) a g(n). Pak plat́ı

1. f(n) ∈ o(g(n)) právě tehdy, když limn→∞
f(n)
g(n) = 0;

2. f(n) ∈ ω(g(n)) právě tehdy, když limn→∞
f(n)
g(n) =∞.

3. Jestliže limn→∞
f(n)
g(n) = a pro některé a ∈ R, a 6= 0, pak f(n) ∈ Θ(g(n))

Zd̊uvodněńı: 1) Naṕı̌seme, co znamená fakt limn→∞
f(n)
g(n) = 0:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ < ε.

Vztah | f(n)
g(n) | < ε lze přepsat na f(n) < ε g(n). Označ́ıme-li c := ε, dostáváme

f(n) je o(g(n)).

3) Obdobně fakt limn→∞
f(n)
g(n) = a, a > 0, znamená, že

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 plat́ı

∣∣∣∣f(n)

g(n)
− a
∣∣∣∣ < ε.

Jinak zapsáno (a− ε)g(n) < f(n) < (a+ ε)g(n). Zvoĺıme-li ε = a
2 , dostáváme

a

2
g(n) < f(n) <

3a

2
g(n);

tedy f(n) je Θ(g(n)). �
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4 [240625-1306 ] Kapitola 1. Úvod

1.2.12 Tranzitivita. Neńı těžké se přesvědčit, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı. Máme dány tři nezáporné funkce f(n), g(n) a h(n).

1. Jestliže f(n) ∈ O(g(n)) a g(n) ∈ O(h(n)), pak f(n) ∈ O(h(n)).

2. Jestliže f(n) ∈ Ω(g(n)) a g(n) ∈ Ω(h(n)), pak f(n) ∈ Ω(h(n)).

3. Jestliže f(n) ∈ Θ(g(n)) a g(n) ∈ Θ(h(n)), pak f(n) ∈ Θ(h(n)).

1.2.13 Reflexivita. Pro všechny nezáporné funkce f(n) plat́ı: f(n) ∈ O(f(n)),
f(n) ∈ Ω(f(n)) a f(n) ∈ Θ(f(n)).

1.2.14 Tvrzeńı. f(n) ∈ Θ(g(n)) právě tehdy, když g(n) ∈ Θ(f(n)). �

1.2.15 Př́ıklady.

1. Pro každé a > 1 a b > 1 plat́ı

loga(n) ∈ Θ(logb(n)).

2. V celém textu znač́ıme logaritmus o základu 2 symbolem lg, tj. lg(n) =
log2(n). Plat́ı

lg n! ∈ Θ(n lg n).

Druhá část tvrzeńı vyplývá např. z následuj́ıćı věty.

1.2.16 Věta (Gauss). Pro každé n ≥ 1 plat́ı

n
n
2 ≤ n! ≤

(
n+ 1

2

)n
.

�

Zd̊uvodněńı: Využijeme fakt, že pro každá dvě kladná č́ısla a, b plat́ı a+b
2 ≥√

ab.

Přeṕı̌seme (n!)2 takto

(n!)2 = n (n− 1) . . . 2 · 1 · 1 · 2 . . . (n− 1)n =

n∏
i=1

(n− i+ 1)i.

Odtud

n! =

n∏
i=1

√
(n− i+ 1)i ≤

n∏
i=1

n+ 1

2
=

(
n+ 1

2

)n
,

protože pro každé i plat́ı
√

(n− i+ 1)i ≤ n−i+1+i
2 . T́ım jsme dostali horńı

odhad.

Na druhé straně pro každé i plat́ı n ≤ (n − i + 1)i a proto je nn ≤ (n!)2.
Odmocněńım dostaneme dolńı odhad, totiž n

n
2 ≤ n!.
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1.2.17 Věta. Máme dánu nezápornou funkci f(n), která je neklesaj́ıćı. Jestliže
plat́ı f(n2 ) ∈ Θ(f(n)), pak

n∑
i=1

f(i) ∈ Θ(n f(n)).

�

Krátké zd̊uvodněńı: Fakt, že
∑n
i=1 f(i) ∈ O(n f(n)) je zřejmý: f je nekle-

saj́ıćı.

Dále existuje kladná konstanta c taková, že pro dostatečně velká n plat́ı
c f(n) ≤ f(n2 ). Proto plat́ı

n∑
i=1

f(i) ≥ f(
n

2
) + . . .+ f(n) ≥ n

2
c f(n).

To znamená, že
∑n
i=1 f(i) ≥ c

2 n f(n) a proto
∑n
i−1 f(i) ∈ Ω(n f(n)).

1.2.18 Poznámka. Vlastnost z předchoźı věty má např. funkce f(n) = nd

pro přirozené č́ıslo d ≥ 1, nemá ji však funkce f(n) = 2n. Pro asymptotický
odhad

∑n
i=1 2i se dá využ́ıt následuj́ıćı metoda:

Matematickou indukćı dokážeme, že existuje c > 0 takové, že
n∑
i=1

2i ≤ c · 2n.

Základńı krok. Vı́me, že
∑1
i=1 2i = 2 a 2 ≤ c · 2 pro každou konstantu c ≥ 1.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že plat́ı
∑n
i=1 2i ≤ c · 2n. Pak

n+1∑
i=1

2i =

n∑
i=1

2i + 2n+1 ≤ c 2n + 2n+1 =

(
1

2
+

1

c

)
c · 2n+1.

Nyńı k dokončeńı d̊ukazu stač́ı zajistit, aby 1
2 + 1

c ≤ 1. A to je ekvivalentńı s
podmı́nkou c ≥ 2.

1.2.19 Ještě jeden zp̊usob źıskáńı odhadu. Tvrzeńı. Pro neklesaj́ıćı
nezápornou funkci f(n) plat́ı∫ n

0

f(x) dx ≤
n∑
i=1

f(i) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx.

Pro nerostoućı nezápornou funkci f(n) plat́ı∫ n+1

1

f(x) dx ≤
n∑
i=1

f(i) ≤
∫ n

0

f(x) dx.

K tomu, abychom se přesvědčili o výše uvedeném, stač́ı si nakreslit obrázek a
součet

∑n
i=1 f(i) si představit jako součet ploch obdélńık̊u s jednou stranou 1 a

jednou stranou f(i). �

Poznamenejme, že v některých př́ıpadech
∫ n

0
f(x) dx může být nevlastńı in-

tegrál. To řeš́ıme tak, že použijeme vztah
∑n
i=1 f(i) = f(1)+

∑n
i=2 f(i) a teprve∑n

i=2 f(i) omezujeme integrálem.
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6 [240625-1306 ] Kapitola 1. Úvod

1.3 Řešeńı rekursivńıch vztah̊u

V této části se zabýváme asymptotickým odhadem funkćı, kde funkčńı hodnota
T (n) záv́ıśı na několika hodnotách menš́ıch argument̊u a daľśı funkci.

Př́ıkladem takového vztahu/funkce je např. počet krok̊u tř́ıd́ıćıho algoritmu,
kde setř́ıděńı seznamu n č́ısel převedeme na roztř́ıděńı každé poloviny seznamu
nezávisle a pak

”
spojeńı“ takto roztř́ıděných seznamů. Tedy počet krok̊u se dá

vyjádřit následuj́ıćı rovnost́ı

T (n) = T (bn
2
c) + T (dn

2
e) + n.

1.3.1 Př́ımá metoda. Metoda spoč́ıvá v tom, že odhadneme asymptotický
r̊ust a odhad matematickou indukćı dokážeme. Ukažme si to na př́ıkladě:

Př́ıklad. Najděte asymptotické chováńı funkce T (n), kde

T (n) = 2T (
n

2
) + n, T (1) = 1.

Řešeńı. Náš odhad je: T (n) ≤ cṅ lg n.

Základńı krok: Pro n = 2 plat́ı T (2) = 2T (1) + 2 = 4. Tedy T (2) ≤ c · 2 pro
každou konstantu c ≥ 2.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že vztah plat́ı pro všechna m < n. Pak

T (n) = 2T
(n

2

)
+ n ≤ 2 c · n

2
lg
n

2
+ n = cṅ(lg n− 1) + n.

Nav́ıc

cn lg n− cn+ n = cn lg n+ n(1− c) ≤ cṅ lg n,

protože c ≥ 2. Tedy T (n) ∈ O(n).

Obdobně se dá ukázat T (n) ∈ Ω(n lg n).

1.3.2 Řešeńı rekursivńıch vztah̊u pomoćı stromů rekurse. Źıskat
dobrý odhad pro př́ımou metodu neńı snadná záležitost. Nyńı si ukážeme použit́ı
rekursivńıch stromů, které nám pomůže když ne vždy rekursivńı vztah vyřešit,
tak

”
kvalifikovaný“ odhad naj́ıt. Tuto metodu si ukážeme na dvou př́ıkladech;

v prvńım př́ıpadě vztah př́ımo vyřeš́ıme, ve druhém źıskáme odhad, který pak
př́ımou metodou — t.j. indukćı dokážeme.

1.3.3 Př́ıklad 1. Řešme rekursivńı vztah

T (n) = 3T
(n

4

)
+ n2.

Řešeńı: Vytvoř́ıme si jednotlivé hladiny stromu, který popisuje rekursivńı
výpočet funkce T (n). V nulté hladině máme pouze T (n) a hodnotu n2, kterou
potřebujeme k výpočtu T (n) (známe-li T

(
n
4

)
).

V prvńı hladině se nám výpočet T (n) rozpadl na tři výpočty T (n4 ). K tomu
potřebujeme hodnotu 3 · (n4 )2 = 3

16 n
2.
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Při přechodu z hladiny i do hladiny i + 1 se každý vrchol rozděĺı na tři a
každý přispěje do celkové hodnoty jednou šestnáctinou předchoźıho. Je proto
součet v hladině i roven ( 3

16 )i n2.

Posledńı hladina má vrcholy označené hodnotami T (1) a t́ım rekurse konč́ı.
Počet hladin odpov́ıdá dlog4 ne. V posledńı hladině je 3log4 n = nlog4 3 hodnot
T (1). Proto plat́ı

T (n) =

dlog4 ne∑
i=0

(
3

16

)i
n2 + h(n),

kde h(n) = T (1) · nlog4 3 ∈ Θ(nlog4 3). Odtud

T (n) < n2
∞∑
i=0

(
3

16

)i
+ h(n) = n2 1

1− 3
16

+ h(n) =
16

13
n2 + h(n).

Nav́ıc, h(n) ∈ o(n2), protože log4 3 < 1. Ukázali jsme, že T (n) ∈ Θ(n2). �

1.3.4 Př́ıklad 2. Řešme rekurentńı vztah

T (n) = T
(n

3

)
+ T

(
2n

3

)
+ n.

Řešeńı: Vytvoř́ıme si jednotlivé hladiny stromu, který popisuje rekursivńı
výpočet funkce T (n). V nulté hladině máme pouze T (n) a hodnotu n, kterou
potřebujeme k výpočtu T (n) (známe-li T (n3 ) a T ( 2n

3 )).

V prvńı hladině se nám výpočet T (n) rozpadl na výpočet T (n3 ) a T ( 2n
3 ). K

tomu potřebujeme hodnotu n
3 + 2n

3 = n.

Ve druhé hladině se vrchol T (n3 ) rozpadne na T (n9 ) a T ( 2n
9 ); vrchol T ( 2n

3 )
se rozpadne na T ( 2n

9 ) a T ( 4n
9 ). Součet v druhé hladině je

n

9
+

2n

9
+

2n

9
+

4n

9
= n.

Nejpozději ve stromě skonč́ı větev odpov́ıdaj́ıćı člen̊um 2in
3i ; skonč́ı právě tehdy,

když 2in
3i = 1. (Prvńı člen ve stromu skonč́ı pro n

3i = 1.) Proto ve vyšš́ıch
hladinách už je součet menš́ı. Posledńı neprázdná hladina odpov́ıdá takovému
i, že

n→ 2n

3
→ 22n

32
→ . . .→ 2in

3i
= 1,

t.j. ( 2
3 )in = 1, nebo-li n = ( 3

2 )i a i = log 3
2
n.

Je ovšem zřejmé, že nevyužijeme celou posledńı hladinu — v posledńı hladině
bude pouze jediný list. Proto, přestože log 3

2
n je větš́ı než 1 (a také na základě

analogie s T (n) = 2T (n2 ) + n) zkuśıme odhad

T (n) ≤ d · n lg n.

Odhad je správný a proto plat́ı T (n) ∈ O(n lg n). �
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8 [240625-1306 ] Kapitola 1. Úvod

1.3.5 Řešeńı pomoćı Master Theorem

Věta —
”
Master Theorem“. Jsou dána přirozená č́ısla a ≥ 1, b > 1 a

nezáporná funkce f(n). Předpokládejme, že funkce T (n) je dána na přirozených
č́ıslech rekurentńım vztahem

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n),

kde n
b znamená bud’ bnb c nebo dnb e.

1. Jestliže f(n) ∈ O(nlogb a−ε) pro nějakou konstantu ε > 0, pak T (n) ∈
Θ(nlogb a).

2. Jestliže f(n) ∈ Θ(nlogb a), pak T (n) ∈ Θ(nlogb a lg n).

3. Jestliže f(n) ∈ Ω(nlogb a+ε) pro nějakou konstantu ε > 0 a jestliže
a f(nb ) ≤ c f(n) pro nějakou konstantu c < 1 pro všechna dostatečně
velká n, pak T (n) ∈ Θ(f(n)).

�

1.3.6 Poznámka. Věta 1.3.5 nepokrývá všechny možné př́ıpady. Př́ıpady,
které nejsou pokryty:

1. Funkce f(n) ∈ O(nlogb a), ale f(n) 6∈ O(nlogb a−ε) pro žádné ε > 0. Jinými
slovy, f(n) neńı polynomiálně menš́ı než O(nlogb a).

2. Funkce f(n) ∈ Ω(nlogb a), ale f(n) 6∈ Ω(nlogb a+ε) pro žádné ε > 0
(jinými slovy, f(n) neńı polynomiálně větš́ı než Ω(nlogb a)) nebo neplat́ı
a f(nb ) ≤ c f(n).

1.3.7 Myšlenka zd̊uvodněńı Master Theorem. Master Theorem zd̊uvod-
ńıme pouze pro n, která jsou mocninami b; jinými slovy, pouze v př́ıpadě,
kdy nemuśıme pracovat s horńı a dolńı celou část́ı. Zd̊uvodněńı je založeno na
následuj́ıćıch tvrzeńı.

Lemma 1. Jsou dána přirozená č́ısla a ≥ 1, b > 1 a nezáporná funkce f(n).
Předpokládejme, že funkce T (n) je dána na přirozených č́ıslech rekurentńım
vztahem

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n).

Pak plat́ı

T (n) =

logb n−1∑
j=0

ajf(
n

bj
) + h(n),

kde h(n) ∈ Θ(nlogb a). �

Lemma 2. Pro g(n) =
∑logb n−1
j=0 ajf( nbj ) z lemmatu 1 plat́ı:

1. Je-li f(n) ∈ O(nlogb a−ε) pro ε > 0, pak g(n) ∈ O(nlogb a).

2. Je-li f(n) ∈ Θ(nlogb a), pak g(n) ∈ Θ(nlogb a lg n).

3. Jestliže existuje c < 1 takové, že a f(nb ) ≤ c f(n), pak g(n) ∈ Θ(f(n)).

�
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1.3.8 Jak jsme uvedli výše, nepokrývá Master Theorem všechny př́ıpady.
Ukážeme ještě jedno tvrzeńı, které je zobecněńım Master Theorem a dovoluje
naj́ıt asymptotické odhady pro širš́ı tř́ıdu funkćı.

Tvrzeńı. Jsou dána č́ısla a ≥ 1, b > 0 a nezáporná funkce f(n). Jestliže
f(n) ∈ Θ(nlogb a lgk n) pro k ≥ 0, pak pro funkci T (n) danou rovnićı

T (n) = a T
(n
b

)
+ f(n),

plat́ı: T (n) ∈ Θ(nlogb a lgk+1 n). �

Důkaz je analogický d̊ukazu Master Theorem, bod 2. Stač́ı použ́ıt zobecněńı
bodu 2 z Lemmatu 2, viz 1.3.7.

1.3.9 Amortizovaná složitost. Jedná se o výpočet pr̊uměrné složitosti nej-
horš́ıho př́ıpadu pro posloupnost n opakováńı dané instrukce. Jestliže n opa-
kováńı v nejhorš́ım př́ıpadě vyžaduje čas O(T (n)), pak jedno provedeńı vyžaduje
čas O(T (n))/n, a to je amortizovaná složitost jedné instrukce.

Jsou tři základńı zp̊usoby, jak amortizovanou složitost zjǐst’ovat.

• Prvńı je tzv. agregačńı — postupuje se př́ımo podle předchoźıho odstavce.

• Druhá metoda je tzv. účetńı. Každému provedeńı instrukce přǐrad́ıme jistý
kredit. Jestliže provedeńı instrukce nespotřebuje celý kredit, zbývaj́ıćı část
kreditu je možno využ́ıt v daľśıch provedeńı instrukce, které jsou náročněǰśı
a na které by jejich kredit nestačil. Podmı́nkou ale je, aby žádná instrukce
v posloupnosti nespotřebovala v́ıc než je součet jej́ıho kreditu a zat́ım
nevyužitých část́ı kredit̊u.

• Třet́ı metoda je tzv. potenciálová. Označme Di stav po provedeńı i-té
instrukce. Máme tedy posloupnost n stav̊u (většinou datových struktur)
D0, . . . , Dn−1. Každé Di je přǐrazeno nezáporné č́ıslo, tzv. potenciál
Φ(Di). Označme ještě ci skutečnou cenu přechodu od Di−1 k Di. Pak
amortizovaná cena ĉi př́ıslušná Di je definována jako

ĉi = ci + Φ(Di)− Φ(Di−1).

Pak plat́ı

n∑
i=1

ĉi =

n∑
i=1

(ci + Φ(Di)− Φ(Di−1)) =

n∑
i=1

ci + Φ(Dn)− Φ(D0).

Odtud dostáváme podmı́nky na potenciály, totiž pro každé i muśı platit
Φ(Di) ≥ Φ(D0).

1.3.10 Na přednášce si ukážeme výpočet amortizované složitosti všemi třemi
zp̊usoby na př́ıkladu následuj́ıćıho pseudokódu

Increment(A)
1. i = 0
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2. while i < A.length a A[i] = 1
3. A[i] := 0
4. i := i+ 1
5. if i < A.length
6. A[i] := 1
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Kapitola 2

Časová složitost a správnost
algoritmů

2.1 Časová složitost algoritmů

Výpočet časového odhadu ukážeme na př́ıkladě Euklidova algoritmu, který pro
dvě kladná nenulová přirozená č́ısla najde jejich největš́ı společný dělitel.

2.1.1 Euklid̊uv algoritmus.

Rekurzivńı verze Euklidova algoritmu:

Vstup: Kladná přirozená č́ısla a, b.

Výstup: gcd(a, b).

Euklid(a, b)
1. if b = 0
2. return a
3. else return Euklid(b, a(mod b))

Pro zjǐstěńı časového odhadu vycháźıme z jeho rekurzivńıho tvaru. Nejprve
dokážeme tři pomocná tvrzeńı.

2.1.2 Horńı odhad časové složitosti Euklidova algoritmu dokazuje následuj́ıćı
tvrzeńı.

Tvrzeńı. Označme xk a yk dvojici č́ısel xk > yk po k-tém rekurzivńım voláńı.
Pak plat́ı yk+2 <

yk
2 .

Důkaz. Vı́me, že yk+2 < yk+1 < yk. Jestliže yk+1 ≤ yk
2 , pak yk+2 < yk+1

dokazuje, že yk+2 <
yk
2 .

Předpokládejme, že yk+1 >
yk
2 . Pak

yk+2 < xk+1 − yk+1 = yk − yk+1 <
yk
2
.
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12 [240625-1306 ] Kapitola 2. Časová složitost a správnost algoritmů

2.1.3 Dolńı odhad dokážeme pomoćı několika lemmat.

Lemma 1: Je-li a > b ≥ 1 a algoritmus Euklid(a, b) potřebuje k rekurzivńıch
voláńı, pak a ≥ F (k + 2) a b ≥ F (k + 1), kde F (i) je i-tý člen Fibonacciho
posloupnosti.

Připomeňme, že Fibonacciho posloupnost je posloupnost:

F (0) = 0, F (1) = 1, F (n) = F (n− 1) + F (n− 2) pro n ≥ 2.

Důkaz je možné vést indukćı podle počtu rekurzivńıch voláńı:

Základńı krok: Pro k = 1 je b ≥ 1 = F (2) a a > b ≥ 1, tj. a ≥ 2 = F (3).

Indukčńı krok: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro počet k ≥ 2 rekurzivńıch
voláńı. Předpokládejme, že pro dvojici a, b, a > b je potřeba k + 1 voláńı.
Procedura Euklid(a, b) volá proceduru Euklid(b, a(mod b)), která potřebuje
k voláńı. Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že b ≥ F (k + 2) a z = a(mod b) ≥
F (k + 1). Máme z = a− qb pro vhodné q celé a z < b. Protože z < b, je q ≥ 1;
odtud

a = qb+ z ≥ qF (k + 2) + F (k + 1) ≥ F (k + 2) + F (k + 1) = F (k + 3).

Ukázali jsme, že a ≥ F (k + 3) a b ≥ F (k + 2).

Lemma 2: Euklid(F (k + 2), F (k + 1)) potřebuje k + 1 rekurzivńıch voláńı.

Lemma 3: Pro každé n ≥ 0 plat́ı F (n+ 2) ≥
(

3
2

)n
.

Důkaz. Použijeme matematickou indukci.

Základńı krok. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeńı plat́ı, protože F (2) = 1 ≥
(

3
2

)0
a

F (3) = 2 ≥
(

3
2

)1
.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že plat́ı F (n) ≥
(

3
2

)n−2
a F (n + 1) ≥

(
3
2

)n−1
.

Pak

F (n+2) = F (n+1)+F (n) ≥
(

3

2

)n−1

+

(
3

2

)n−2

=

(
3

2

)n(
2

3
+

4

9

)
≥
(

3

2

)n
.

Stač́ı si uvědomit, že
(

2
3 + 4

9

)
= 10

9 .

2.1.4 Tvrzeńı: Algoritmus Euklid(a, b) vyžadujeO(lg b) rekurzivńıch voláńı.
Tedy jeho složitost vztažená k počtu celoč́ıselných děleńı je lineárńı (nebot’ ve-
likost vstupu je úměrná lg(a+ b)).

2.2 Správnost algoritmů

2.2.1 K ověřeńı správnosti algoritmu je třeba ověřit dvě věci

1. algoritmus se na každém vstupu zastav́ı,

2. algoritmus po zastaveńı vydá správný výstup – řešeńı.

Použit́ı obou krok̊u si nejprve ukážeme na velmi dobře známých algoritmech.

Na přednášce ukážeme správnost některých následuj́ıćıch algoritmů.
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2.2.2 Bublinkové tř́ıděńı.

Vstup: posloupnost přirozených č́ısel a[1], a[2], . . . , a[n].

Výstup: posloupnost setř́ıděná do neklesaj́ıćı posloupnosti.

begin

for k = n step -1 to 2 do

for j = 1 step 1 to k − 1 do

if a[j] > a[j + 1] then
zaměň a[j] a a[j + 1]

end

2.2.3 Fakt, že se algoritmus 2.2.2 zastav́ı, je zaručen t́ım, že vněǰśı cyklus se
opakuje (n− 1)-krát.

2.2.4 Tvrzeńı. Po i-tém proběhnut́ı vněǰśıho cyklu, tj. pro k = n− i, plat́ı

a) a[n− i+ 1], a[n− i+ 2], . . . , a[n] jsou největš́ı z č́ısel a[1], a[2], . . . , a[n]

b) a[n− i+ 1] ≤ a[n− i+ 2] ≤ . . . ≤ a[n].

Důkaz tohoto tvrzeńı se vede indukćı podle n počtu pr̊uchod̊u vnitřńım cyklem.

Základńı krok: Pro i = 0, tj. před proběhnut́ım vnitřńıho cyklu, je n−i+1 = n+1
a takový člen posloupnosti neńı. Pro i = 1, tj. po jednom proběhnut́ı vnitřńıho
cyklu, je a[n− 1 + 1] = a[n] a je to největš́ı prvek posloupnosti.

Indukčńı krok: Jestliže tvrzeńı plat́ı před k-tým pr̊uchodem vnitřńıho cyklu, pak
po jeho pr̊uchodu je a[n − k + 1] ≥ a[j] pro j ≤ n − k, tedy plat́ı a) a nav́ıc je
nejmenš́ı z a[n− k + 1], a[n− k + 2], . . . , a[n].

2.2.5 Správnost Euklidova algoritmu 2.1.1 Protože se zbytky při děleńı
č́ısla r č́ıslem t stále zmenšuj́ı a jsou to přirozená č́ısla, muśı jednou nastat
př́ıpad, kdy zbytek je nula. Proto se algoritmus vždy zastav́ı.

Uvědomte si, že nejpozději po prvńım pr̊uchodu krokem 2 plat́ı r ≥ t.

2.2.6 Tvrzeńı. Dvojice č́ısel r, t a dvojice č́ısel t, z z Euklidova algoritmu
2.1.1 maj́ı stejné společné dělitele.

2.2.7 Variant. Důkaz faktu, že se algoritmus na každém vstupu zastav́ı, je
založen na nalezeńı tzv. variantu. Variant je hodnota udaná přirozeným č́ıslem,
která se během práce algoritmu snižuje až nabude nejmenš́ı možnou hodnotu (a
t́ım zaručuje ukončeńı algoritmu po konečně mnoha kroćıch). Poznamenejme,
že někdy se též hodnota zvětšuje k předem známé maximálńı hodnotě.

V př́ıkladu 2.2.2 se jednalo o č́ıslo k, v př́ıkladu 2.1.1 se jednalo o zbytek z
při děleńı č́ısla r č́ıslem t.
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2.2.8 Invariant. Invariant, též podmı́něná správnost algoritmu, je tvrzeńı,
které

• plat́ı před vykonáńım prvńıho cyklu algoritmu, nebo po prvńım vykonáńı
cyklu,

• plat́ı-li před vykonáńım cyklu, plat́ı i po jeho vykonáńı,

• při ukončeńı práce algoritmu zaručuje správnost řešeńı.

Pro algoritmus pro bublinkové tř́ıděńı je invariantem tvrzeńı 2.2.4, pro
Euikleid̊uv algoritmus tvrzeńı 2.2.6.

2.2.9 Minimálńı kostra. Je dán prostý neorientovaný graf G = (V,E) s
množinou vrchol̊u V a množinou hran E. Dále je dáno ohodnoceni a hran, tj
zobrazeńı a:E → N. Úkolem je naj́ıt kostru K grafu G takovou, že∑

e∈K
a(e) je nejmenš́ı.

Ukážeme správnost jakéhokoli algoritmu založeného na následuj́ıćım sche-
matu.

2.2.10 Obecné schema.

Vstup: souvislý neorientovaný graf G = (V,E) a ohodnoceńı hran a.

Výstup: hrany minimálńı kostry K.

1. (Inicializace)
K := ∅, S = {{v} | v ∈ V };

2. (Výběr hrany.)
Dokud S neńı jednoprvková

vybereme hranu e ∈ E \K takovou, že
vede mezi dvěma r̊uznými množinami z S, označme je C1, C2, a
aspoň pro jednu z nich je nejlevněǰśı hrana vedoućı z ńı.

3. (Úpravy.)
K := K ∪ {e};
S := (S \ {C1, C2}) ∪ {C1 ∪ C2}.

2.2.11 Ukončeńı schematu pro minimálńı kostru (variant). Uvedené
schema neńı algoritmus – neńı v něm uvedeno, jakým zp̊usobem vyb́ıráme hranu
e v kroku 2. Jestliže však tento krok implementujeme kteroukoli metodou, která
zajist́ı, že hranu v konečném čase najdeme, pak schema muśı skončit. Ano,
zpracováńım každého výběru hrany v kroku 2 se zmenš́ı počet množin v systému
S o jednu. Protože S má na začátku práce schematu n množin, po n−1 kroćıch
3 bude S jednoprvková a schema skonč́ı.
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2.2.12 Tvrzeńı (invariant). Jestliže množina hran K před vykonáńım
kroku 2 je část́ı některé minimálńı kostry a vybereme-li hranu e podle sche-
matu 2.2.10, pak množina hran K ∪ {e} je také část́ı některé minimálńı kostry.

Důkaz: Předpokládejme, že množina K vytvořená schematem 2.2.10 je část́ı
minimálńı kostry Tmin. Vezměme hranu e z kroku 2. Plat́ı bud’ e ∈ Tmin nebo
e 6∈ Tmin.

Prvńı př́ıpad je jednodušš́ı: jestliže e ∈ Tmin, pak K∪{e} ⊆ Tmin a opravdu,
nová množina K je část́ı některé minimálńı kostry – totiž Tmin.

Uvažujme tu horš́ı variantu, totiž e 6∈ Tmin a předpokládejme, že hrana
e = {u, v} spojuje dvě komponenty souvislosti K, které označ́ıme C1 a C2, tj.
u ∈ C1 a v ∈ C2. Předpokládejme, že e je nejlevněǰśı hrana vycházej́ıćı ven z
komponenty C1. Protože minimálńı kostra Tmin je souvislý graf, existuje cesta P
v Tmin z vrcholu u do vrcholu v. Označme e1 hranu P , která vycháźı z množiny
C1.

Protože e je nejlevněǰśı hrana vycházej́ıćı z C1 a e1 také vycháźı z C1, plat́ı
a(e) ≤ a(e1).

Přidáme-li ke stromu jednu hranu, uzavřeme právě jednu kružnici; tj. Tmin∪
{e} obsahuje kružnici a to P ∪{e}. Proto T = (Tmin∪{e})\{e1} je také kostrou.
Cena kostry T je a(Tmin)+a(e)−a(e1). Protože Tmin je minimálńı kostra, muśı
platit

a(Tmin) + a(e)− a(e1) ≥ a(Tmin), tj. a(e) ≥ a(e1).

Odtud a(e) = a(e1) a proto a(T ) = a(Tmin), proto T je také nějaká minimálńı
kostra a nav́ıc K ∪ {e} ⊆ T .

2.2.13 Pozorováńı. Jak Kruskal̊uv algoritmus, tak Primův algoritmus jsou
zvláštńı př́ıpady obecného schematu 2.2.10.

2.3 Nejkratš́ı cesty.

Je dán prostý orientovaný graf G = (V,E), kde V = {1, 2, . . . , n}, a ohodnoceńı
hran a, tj. zobrazeńı a:E → Z.

2.3.1 Matice délek A. Matice délek je čtvercová matice A = (a(i, j)) řádu
n, kde n je počet vrchol̊u grafu G, a

a(i, j) =

 0, pro i = j
a(e), pro e = (i, j) ∈ E
∞, pro (i, j) 6∈ E

2.3.2 Matice vzdálenost́ı U. Matice vzdálenost́ı je čtvercová matice U =
(u(i, j)) řádu n, kde n je počet vrchol̊u grafu G, a

u(i, j) =

 0, pro i = j,
délka nejkratš́ı cesty z i do j, jestliže existuje cesta z i do j
∞, jestliže neexistuje cesta z i do j
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2.3.3 Pozorováńı. Předpokládejme, že vrchol y je orientovaně dostupný z
vrcholu x v grafu G. Pak plat́ı:

1. Jestliže graf G obsahuje pouze cykly kladné délky (tj. neobsahuje ani cykly
záporné délky ani nulové délky), pak nejkratš́ı sled z vrcholu x do vrcholu
y existuje a je současně nejkratš́ı cestou z x do y.

2. Jestliže v grafu G neexistuje cyklus záporné délky, pak nejkratš́ı sled z x
do y má stejnou délku jako nejkratš́ı cesta z x do y.

3. Jestliže v grafu G neexistuje cyklus záporné délky, pak pro každý sled C
z x do y existuje cesta z x do y, která je kratš́ı nebo stejně dlouhá jako
sled C.

2.3.4 Trojúhelńıková nerovnost. Jestliže v grafu G neexistuje cyklus
záporné délky, pak pro každé tři vrcholy x, y, z plat́ı

u(x, y) ≤ u(x, z) + u(z, y).

Důkaz: Jestliže vrchol z neńı orientovaně dostupný z vrcholu x nebo vrchol y
neńı orientovaně dostupný z vrcholu z, pak trojúhelńıková nerovnost triviálně
plat́ı.

V opačném př́ıpadě označme P1 nejkratš́ı cestu z vrcholu x do vrcholu z
a P2 nejkratš́ı cestu z vrcholu z do vrcholu y. Spojeńı obou cest je sled P1, P2

s délkou rovnou součtu délek cest P1 a P2. Protože graf neobsahuje cykly záporné
délky, tento sled obsahuje cestu, která je kratš́ı nebo stejně dlouhá jako délka
P , tj. jako u(x, y) + u(z, y). Proto i pro délku nejkratš́ı cesty z x do y plat́ı
u(x, y) ≤ u(x, z) + u(z, y).

2.3.5 Bellman̊uv princip optimality. Jestliže v grafu G neexistuje cyklus
záporné délky, pak pro každé tři vrcholy x, y, z plat́ı

u(x, y) = min
z 6=y

(u(x, z) + a(z, y)).

Důkaz: Vztah jistě plat́ı pro vrcholy x, y, pro které neexistuje cesta z x do y.

Předpokládejme, že existuje cesta z x do y, tj. u(x, y) < ∞. Protože
u(z, y) ≤ a(z, y) pro každé dva vrcholy z, y, v́ıme z trojúhelńıkové nerovnosti,
že u(x, y) ≤ u(x, z) + a(z, y). Proto

u(x, y) ≤ min
z 6=y

(u(x, z) + a(z, y)).

Rovnost nastává pro vrchol z, který je předposledńı na nejkratš́ı cestě z vrcholu
x do vrcholu y.

2.3.6 Nejkratš́ı cesty z výchoźıho vrcholu r. Úloha: Najděte délky

nejkratš́ıch cest z výchoźıho vrcholu r.

2.3.7 Obecné schema.

Vstup: orientovaný graf G = (V,E) a ohodnoceńı hran a.

Výstup: hodnoty U(v) rovné u(r, v).
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1. (Inicializace.)
U(r) := 0, U(v) :=∞ pro v 6= r;

2. (Zpracováńı hran.)
Existuje-li hrana e = (v, w) taková, že

U(w) > U(v) + a(e)
polož́ıme U(w) := U(v) + a(e).

3. (Ukončeńı.)
Jestliže U(w) ≤ U(v) + a(e) pro každou hranu e = (v, w), stop;
jinak pokračujeme krokem 2.

2.3.8 Tvrzeńı. Jestliže v grafu G neexistuje cyklus záporné délky a hodnota
U(v) 6=∞, pak U(v) je délka některé cesty z vrcholu r do vrcholu v.

Nástin d̊ukazu: Označme Ut(y) hodnotu U(y) v okamžiku t. Plat́ı: jestliže v
nějakém okamžiku tk je Utk(x) <∞, tak muśı existovat sled z r do x

r = v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk = x

a časové okamžiky t1 < t2 < . . . < tk tak, že

Uti(vi) =

i∑
j=1

a(ej).

Nyńı je třeba dokázat, že se nejedná o sled, ale o cestu. Kdyby se ve sledu
opakoval vrchol, tj. kdyby např. vi = vj pro i < j, pak Uti(vi) > Utj (vj) a proto
se dá dokázat, že vi, ei, vi+1, ei+1, . . . , vj obsahuje cyklus záporné délky.

2.3.9 Věta. Jestliže graf G neobsahuje cyklus záporné délky a hodnoty U(v)
byly źıskány podle schematu 2.3.7, pak U(v) = u(r, v).

Důkaz: Sporem. Kdyby tvrzeńı věty neplatilo, po skončeńı práce schematu by
existoval vrchol v takový, že U(v) > u(r, v). To také znamená, že u(r, v) < ∞.
Vezměme nejkratš́ı cestu P z vrcholu r do vrcholu v. Protože U(r) = u(r, r)
a posledńı vrchol je v, pro který U(v) > u(r, v), na cestě P existuje hrana
e = (x, y) taková, že U(x) = u(r, x) a U(y) > u(r, y). Vezměme prvńı takovou
hranu e = (x, y). Pro tyto vrcholy x, y plat́ı:

U(y) > u(r, y) = u(r, x) + a(x, y) = U(x) + a(x, y).

Tedy, obecné schema nemělo skončit, protože trojúhelńıková nerovnost neplat́ı
pro hranu e = (x, y). Tedy neńı pravda, že se postup zastavil.

2.3.10 Nejprve uvedeme jednoduchý algoritmus, nazveme ho Algoritmus I,
který vycháźı z obecného schematu 2.3.7. Vždy probereme všechny hrany grafu
v libovolném, ale pevně daném pořad́ı. Jestliže při pr̊uchodu nedojde ke změně
žádné hodnoty U(x), pak už plat́ı trojúhelńıková nerovnost pro všechny hrany
a můžeme algoritmus ukončit.

Protože cesta v grafu s n vrcholy má nejvýše n−1 hran, nemá-li graf záporné
cykly, muśı následuj́ıćı algoritmus skončit po nejvýše n pr̊uchodech krokem 2.
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Fakt, že pr̊uchod̊u krokem 2 je maximálně n dává invariant tohoto algoritmu;
je to n− k kde k je počet již proběhlých krok̊u 2.

Dále nám toto pozorováńı umožňuje poznat graf se zápornými cykly. Jestliže
i při n-tém pr̊uchodu krokem 2 došlo ke změně některé hodnoty U(x), pak graf
obsahuje cyklus záporné délky a výsledky, které jsme algoritmem dostaly, jsou
nesprávné.

Poznamenejme, že časové nároky algoritmu I jsou O(m.n), kde n = |V | a
m = |E|.

2.3.11 Algoritmus I.

Vstup: orientovaný graf G = (V,E) a ohodnoceńı hran a.

Výstup: hodnoty U(v) rovné u(r, v).

1. (Inicializace.)
U(r) := 0, U(v) :=∞ pro v 6= r;

2. (Zpracováńı hran.)
Pro každou hranu e ∈ E provedeme

jestliže U(KV (e)) > U(PV (e)) + a(e)
polož́ıme U(KV (e)) := U(PV (e)) + a(e).

3. (Ukončeńı.)
Jestliže během kroku 2 nedošlo ke změně hodnoty U(v), stop, a vrát́ıme U(v).
Jinak pokračuj krokem 2.

2.3.12 Při práci algoritmu I se může stát, že při nevhodné volbě pořad́ı hran
prvńı pr̊uchod krokem 2 změńı jen málo třeba i jen jednu hodnotu U(x) — to
nastane v př́ıpadě, že z vrcholu r vycháźı jen jedna hrana a ta bude prob́ırána
jako posledńı. Uvedeme proto ještě sofistikovaněǰśı variantu schematu 2.3.7 —
jedná se o algoritmus II.

V tomto algoritmu udržujeme množinu M vrchol̊u
”
podezřelých“ z toho, že

pro hrany, které z nich vycházej́ı by nemusela platit trojúhelńıková nerovnost.
Jinými slovy, jestliže x 6∈ M , pak pro každou hranu e s PV (e) = x již
trojúhelńıková nerovnost plat́ı.

Na začátku práce je M = {r}. Množinu M udržujeme tak, že kdykoli
snižujeme hodnotu U(x) pro nějaký vrchol x, vrchol x do množiny M zařad́ıme.

2.3.13 Algoritmus II.

Vstup: orientovaný graf G = (V,E) a ohodnoceńı hran a.

Výstup: hodnoty U(v) rovné u(r, v).

1. (Inicializace.)
U(r) := 0, U(v) :=∞ pro v 6= r; M := {r}

2. (Zpracováńı hran.)
Dokud M 6= ∅, vybereme x ∈M ;

M := M \ {x}
pro každou hranu e s PV (e) = x provedeme

jestliže U(KV (e)) > U(x) + a(e)
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polož́ıme U(KV (e)) := U(x) + a(e); M := M ∪ {KV (e)}.
3. (Ukončeńı.)

Vrát́ıme U(v); stop.

2.3.14 Nejkratš́ı cesty mezi všemi dvojicemi vrchol̊u. Úkolem je naj́ıt
celou matici vzdálenost́ı (a ne jen jeden jej́ı řádek).

Množinu vrchol̊u grafu G označ́ıme V = {1, 2, . . . , n}. Floyd̊uv algoritmus
(v literatuře též nazývaný Floyd-Warshall̊uv algoritmus) je založen na kon-
strukci matic Uk = (uk(i, j)) řádu n pro k = 0, 1, . . . , n s následuj́ıćı vlastnosti:

uk(i, j) je délka nejkratš́ı cesty z i do j, která procháźı pouze vrcholy 1, 2, . . . , k.

2.3.15 Tvrzeńı. Plat́ı

1. U0 je matice délek A.

2. Un je matice vzdálenost́ı U.

3. Matici Uk+1 źıskáme z matice Uk takto:

uk+1(i, j) = min{uk(i, j), uk(i, k + 1) + uk(k + 1, j)}.

Důkaz: Prvńı dvě vlastnosti jednoduše vyplývaj́ı z definice matic U0 a Un.
Třet́ı vlastnost dostaneme, když si uvědomı́me, že nejkratš́ı cesta z i do j,

která vede pouze přes vrcholy 1, 2, . . . , k+ 1 se bud’ vrcholu k+ 1 vyhne (a pak
je délky uk(i, j)), nebo vrcholem k + 1 procháźı a pak je délky uk(i, k + 1) +
uk(k + 1, j).

2.3.16 Floyd̊uv algoritmus.

Vstup: matice délek A.

Výstup: matice vzdálenost́ı M = U.

1. [Inicializace]
M := A

2. begin

for k = 1, 2, . . . , n do

for i = 1, 2, . . . , n do

for j = 1, 2, . . . , n do

begin

if M(i, j) > M(i, k) +M(k, j) then
M(i, j) := M(i, k) +M(k, j)

end

end

2.3.17 Ukončeńı Floydova algoritmu je zaručeno t́ım, že vněǰśı cyklus se
provád́ı n-krát, tj. variant je k, které se roste od 1 do n.

Invariantem je 2.3.14 a vlastnost 3 z 2.3.15.
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2.4 Huffman̊uv kód pro kompresi dat.

Jsou dána data obsahuj́ıćı znaky z abecedy C a pro každý znak c ∈ C je dána
četnost c.freq výskytu c v datech. Kódovat znaky můžeme bud’ slovy stejné
délky; délka jednotlivého kódového slova je dána počtem znak̊u — je to nejmenš́ı
k takové, že |C| ≤ 2k. V takovém př́ıpadě je délka komprimovaných dat rovna
součinu počtu znak̊u a délky jednotlivého kódového slova.

Jinou možnost́ı je kódovat znaky slovy o nestejné délce. V př́ıpadě kódových
slov o nestejné délce je však třeba, aby žádné kódové slovo pro znak abecedy C
nebylo prefixem jiného kódového slova (jinak be se zt́ıžilo dokódováńı). V tomto
př́ıpadě je délka dat po kompresi rovna∑

c∈C
c.freq · |w(c)|,

kde w(c) je kódové slovo znaku c a |w(c)| je jeho délka.

Každý kód si můžeme představit jako binárńı strom T , kde listy jsou
ohodnoceny znaky abecedy C, hrany symbolem 0 nebo 1 a to tak, že ohodnoceńı
cesty od kořene stromu k listu c je kódové slovo znaku c. Délka dat po kompresi
je pak dána výrazem

B(T ) =
∑
c∈C

c.freq · dT (c),

kde dT (c) je hloubka listu c ve stromě T .

Huffman̊uv kód je binárńı kód nestejné délky jehož binárńı strom T má
nejmenš́ı možnou hodnotu B(T ).

2.4.1 Konstrukce Huffmanova kódu.

Vstup: Máme dánu abecedu C, n = |C|, a četnosti c.freq jednotlivých znak̊u
c ∈ C v textu.
Výstup: Strom T optimálńıho binárńıho kódu.

1. Vytvoř́ıme n jednoprvkových stromů Tc, každý kořen je označený c; c.freq;
Q := C; T := {Tc | c ∈ C}.

2. Dokud |Q| 6= 1, vybereme x ∈ Q s nejmenš́ı hodnotou x.freq a y ∈ Q s
druhou nejmenš́ı hodnotou y.freq;
do Q přidáme nový prvek z, polož́ıme z.freq := x.freq + y.freq, a x, y
odstrańıme z Q;
vytvoř́ıme strom Tz s kořenem z (označeným z; z.freq) takto: levý pod-
strom z je strom Tx, pravý podstrom je strom Ty;
z množiny T odebereme stromy Tx a Ty a přidáme strom Tz.

3. Pro Q = {q} a T = {Tq} je Tq binárńı strom, který určuje binárńı
kód takto: každou hranu do levého následńıka označ́ıme 0, do pravého
následńıka označ́ıme 1. Polož́ıme T := Tq.

2.4.2 Variant. Po každém pr̊uchodu bodem 2 má množina Q o jeden prvek
méně (totéž plat́ı pro množinu T ). Tedy po n−1 pr̊uchodech bodem 2 algoritmus
skonč́ı.
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2.4.3 Invariant.

Tvrzeńı. Necht’ C je abeceda a c.freq, c ∈ C, jsou frekvence výskyt̊u znak̊u
v datech. Necht’ x a y jsou dva znaky s nejmenš́ımi frekvencemi. Vytvoř́ıme
C ′ = (C \ {x, y}) ∪ {z}, kde z.freq = x.freq + y.freq a označ́ıme T ′ optimálńı
strom (tj. strom s nejmenš́ım B(T ′)) pro C ′.

Pak strom T , který jsme dostali z T ′ nahrazeńım vrcholu z stromem s
kořenem z, levým následńıkem x a pravým následńıkem y, je optimálńı strom
pro C.

Myšlenka d̊ukazu. Dá se dokázat, že kdykoli ze stromu T ′ pro abecedu C ′

vytvoř́ıme strom T tak, že list z s z.freq = x.freq + y.freq nahrad́ıme výše
popsaným stromem (kořen z, levý podstrom x, pravý podstrom y), tak

B(T ) = B(T ′) + x.freq + y.freq.

Nyńı k dokončeńı d̊ukazu potřebujeme vědět, že je vždy možné naj́ıt op-
timálńı kód pro abecedu C, takový, že v něm znaky x a y maj́ı stejnou délku a
lǐśı se pouze v posledńım bitu. A to ř́ıká následuj́ıćı lemma.

2.4.4 Lemma. Máme dánu abecedu C s frekvencemi c.freq. Necht’ x a y
jsou dva znaky s nejmenš́ımi frekvencemi. Pak existuje optimálńı kód nestejné
délky, kde kódová slova pro x a y maj́ı stejnou délku a lǐśı se pouze v posledńım
bitu.

Myšlenka d̊ukazu. Označ́ıme T strom optimálńıho kódu a označ́ıme a, b ty
prvky abecedy C, které jsou v posledńı hladině stromu T , maj́ı společného
bezprostředńıho předch̊udce a a.freq ≤ b.freq. Plat́ı x.freq ≤ a.freq a
y.freq ≤ b.freq.

Jestliže x.freq = b.freq, pak všechny prvky x, y, a, b maj́ı stejnou frekvenci
a můžeme vyměnit x s a a y s b a dostaneme strom se stejnou hodnotou B.

Předpokládejme, že x.freq 6= b.freq. Vytvoř́ıme nový strom T ′ tak, že
vyměńıme x s a a y s b. Dá se spoč́ıtat, že

B(T )−B(T ′) = (a.freq−x.freq)(dT (a)−dT (x))+(b.freq−y.freq)(dT (b)−dT (y)).

Výraz na pravé straně je nezáporný. Kladný být nemůže (pak by strom T nebyl
optimálńı — strom T ′ by měl menš́ı hodnotu B(T ′)); proto je T ′ také optimálńı
a lemma se dokázáno.
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Kapitola 3

Turingovy stroje

Nejprve uvedeme klasický model, který předcházel moderńı výpočetńı techniku
a velmi pomohl k jej́ımu rychlému vývoji. Jedná se o tzv. Turing̊uv stroj, model
zavedený ve 30. letech minulého stolet́ı Alanem Turingem.

3.1 Deterministický Turing̊uv stroj

3.1.1 Turing̊uv stroj si můžeme představit takto: skládá se

• z ř́ıd́ıćı jednotky, která se může nacházet v jednom z konečně mnoha stav̊u,

• potenciálně nekonečné pásky (nekonečné na obě strany) rozdělené na
jednotlivá pole a

• hlavy, která umožňuje č́ıst obsah poĺı a přepisovat obsah poĺı pásky.

Na základě symbolu X, který čte hlava na pásce, a na základě stavu q, ve kterém
se nacháźı ř́ıd́ıćı jednotka, se ř́ıd́ıćı jednotka Turingova stroje přesune do stavu
p, hlava přeṕı̌se obsah čteného pole na Y a přesune se bud’ doprava nebo doleva
(tato akce je popsána tzv. přechodovou funkćı).

3.1.2 Formálńı definice. Turing̊uv stroj je (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ), kde

• Q je konečná množina stav̊u,

• Σ je konečná množina vstupńıch symbol̊u,

• Γ je konečná množina páskových symbol̊u, přitom Σ ⊂ Γ,

• B je prázdný symbol (též nazývaný blank), jedná se o páskový symbol,
který neńı vstupńım symbolem, (tj. B ∈ Γ \ Σ),

• δ je přechodová funkce, tj. parciálńı zobrazeńı z množiny (Q \ F ) × Γ do
množiny Q×Γ×{L,R}, (zde L znamená pohyb hlavy o jedno pole doleva,
R znamená pohyb hlavy o jedno pole doprava),

• q0 ∈ Q je počátečńı stav a

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.
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3.1.3 Situace TM. Situace Turingova stroje (též konfigurace TM, angličtině
nazývaná instantaneous description (ID)), plně popisuje obsah pásky, pozice
hlavy na pásce a stav, ve kterém se nacháźı ř́ıd́ıćı jednotka. Jedná se o

X1X2 . . . Xi−1 q XiXi+1 . . . Xk,

kde symboly X1X2 . . . Xk jsou páskové symboly a kromě nich jsou na pásce
pouze blanky B; ř́ıd́ıćı jsednotka je ve stavu q a hlava čte symbol Xi.

3.1.4 Počátečńı situace. Na začátku práce se Turing̊uv stroj nacháźı v
počátečńım stavu q0, na pásce má na n poĺıch vstupńı slovo a1 a2 . . . an (ai ∈ Σ),
ostatńı pole obsahuj́ı blank B a hlava čte pole pásky se symbolem a1. Tedy
formálně počátečńı situaci zapisujeme

q0 a1 . . . an.

3.1.5 Krok Turingova stroje. Předpokládejme, že se Turing̊uv stroj nacháźı
v situaci

X1X2 . . . Xi−1 q Xi . . . Xk.

Pak na základě přechodové funkce TM v jednom kroku přejde do následuj́ıćı
situace a to takto:

Jestliže δ(q,Xi) neńı definováno, TM se zastav́ı.

Jestliže δ(q,Xi) = (p, Y,R), TM se přesune do stavu p, na pásku mı́sto
symbolu Xi naṕı̌se symbol Y a hlavu posune o jedno pole doprava. Formálně
to zapisujeme takto

X1X2 . . . Xi−1 q Xi . . . Xk ` X1X2 . . . Xi−1 Y pXi+1 . . . Xk. (3.1)

Jestliže δ(q,Xi) = (p, Y, L), TM se přesune do stavu p, na pásku mı́sto symbolu
Xi naṕı̌se symbol Y a hlavu posune o jedno pole doleva. Formálně to zapisujeme
takto

X1X2 . . . Xi−1 q Xi . . . Xk ` X1 . . . Xi−2 pXi−1 Y Xi+1 . . . Xk. (3.2)

(Jestliže v př́ıpadě 3.2 je i = 1, pak q X1 . . . Xk ` pB Y . . . Xk.)

3.1.6 Výpočet Turingova stroje nad slovem w = a1a2 . . . ak, je konečná
posloupnost jeho krok̊u, která zač́ıná v počátečńı situaci q0 a1 . . . ak.

Formálně se jedná o reflexivńı a tranzitivńı uzávěr `? relace ` z 3.1.5 (na
množině všech situaćı daného Turingova stroje).

Jestliže během výpočtu Turingova stroje nad slovem w se Turing̊uv stroj
dostane do jednoho z koncových stav̊u q′ ∈ F , ř́ıkáme, že se TM úspěšně
zastavil. Obsah pásky při úspěšném zastaveńı je výstupem TM, nad vstupem
w = a1 a2 . . . an.

Jestliže se během výpočtu Turing̊uv stroj zastav́ı ve stavu, který neńı
koncový, ř́ıkáme, že se TM neúspěšně zastavil.

3.1.7 Definice — jazyk přij́ımaný TM. Vstupńı slovo w ∈ Σ? je přijato
Turingovým strojem M , jestliže se Turing̊uv stroj na slově w úspěšně zastav́ı.

Množina slov w ∈ Σ?, která Turing̊uv stroj přij́ımá, se nazývá jazyk
přij́ımaný M a znač́ıme ji L(M).
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24 [240625-1306 ] Kapitola 3. Turingovy stroje

3.1.8 Definice — funkce realizovaná TM. Je dáno zobrazeńı f : Σ? → Σ?.
Řekneme, že TM M realizuje zobrazeńı f , jestliže pro každé w ∈ Σ?, pro které
je f(w) definováno, se M úspěšně zastav́ı s výstupem f(w) (tj. q0w `? αqFβ,
kde αβ = f(w)). Pro w, pro něž f(w) neńı definováno, se M zastav́ı neúspěšně.

V př́ıpadě, že f je funkce f :Nk → N, tj. přǐrazuje k-tici přirozených
č́ısel (n1, n2, . . . nk) přirozené č́ıslo f(n1, . . . , nk), je vstupem TM slovo w =
0n110n21 . . . 10nk . TM realizuje funkci f , jestliže se úspěšně zastav́ı nad slovem
w v situaci, kdy na pásce je slovo 0f(n1,...,nk). Jestliže vstupńı slovo neńı ve tvaru
0n110n21 . . . 10nk nebo funkce neńı definovaná, TM se zastav́ı neúspěšně.

Poznámka. Někdy se požaduje, aby při úspěšném zastaveńı hlava TM četla
prvńı symbol slova f(w), resp. 0f(n1,...,nk); my to nevyžadujeme; chceme pouze,
aby na pásce zbylo slovo f(w), resp. 0f(n1,...,nk) na sousedńıch poĺıch pásky.

3.1.9 Časová složitost Turingova stroje je parciálńı zobrazeńı T (n) z
množiny všech přirozených č́ısel do sebe definované:

Jestliže pro nějaký vstup délky n se Turing̊uv stroj nezastav́ı, T (n) neńı
definováno. V opačném př́ıpadě je T (n) rovno maximálńımu počtu krok̊u, po
nichž dojde k zastaveńı Turingova stroje, kde maximum se bere přes všechny
vstupy délky n.

3.1.10 Pamět’ová složitost Turingova stroje S(n). Jestliže pro nějaký
vstup délky n Turing̊uv stroj použije nekonečnou část pásky (pak se nemůže v
konečném čase zastavit), S(n) neńı definováno. V opačném př́ıpadě je S(n)
rovno největš́ımu rozd́ılu pořadových č́ısel poĺı, které byly během výpočtu
použity, kde maximum se bere přes všechny vstupy délky n.

3.1.11 Výše jsme definovali, co je to jazyk přij́ımaný TM. Jedná se o
množinu L(M) všech slov w na nichž se TM úspěšně zastav́ı (tj. při výpočtu se
dostane do koncového stavu).

Jestliže w je slovo, které v jazyce L(M) nelež́ı, TM se při práci nad ńım
může neúspěšně zastavit nebo nezastavit v̊ubec.

3.1.12 Jazyk přij́ımaný/rozhodovaný Turingovým strojem. Definice.
Řekneme, že jazyk L je přij́ımán nějakým Turingovým strojem, jestliže existuje
TM M takový, že L = L(M).

Řekneme, že Turing̊uv stroj rozhoduje jazyk L, jestliže tento jazyk přij́ımá
a nav́ıc se na každém vstupu zastav́ı.

3.1.13 Poznámky.

• Každý jazyk, který je rozhodován Turingovým strojem, je také t́ımto
Turingovým strojem přij́ımán. Naopak to ale neplat́ı. Uvid́ıme, že existuj́ı
jazyky, které jsou přij́ımány nějakým Turingovým strojem, ale neexistuje
Turing̊uv stroj, který by je rozhodl.

• Základńı model Turingova stroje, tak jak jsme ho uvedli v minulých
odstavćıch, neńı jediným modelem. Jiná varianta Turingova stroje pracuje
s nekonečnou páskou s pevným levým okrajem. U tohoto modelu se
TM neúspěšně zastav́ı i v př́ıpadě, že hlava čte nejv́ıc levé pole pásky
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a přechodová funkce nařizuje pohyb hlavy doleva. Počátečńı situace TM s
pevným levým krajem má vždy vstupńı slovo napsané na začátku pásky
(tj. od levého okraje).

Daľśı varianty umožňuj́ı hlavě Turingova stroje aby se nepohnula. To
znamená, že přechodová funkce δ je parciálńı zobrazeńı z (Q \ F ) × Γ
do Q× Γ× {R,L, S}, kde symbol S znamená, že hlava čte stejné pole.

Všechny tyto modely jsou ekvivalentńı v tom smyslu, že pro každý Tu-
ring̊uv stroj M1 jednoho typu existuje Turing̊uv stroj M2 jiného typu tak,
že oba stroje realizuj́ı stejné zobrazeńı / přij́ımaj́ı nebo rozhoduj́ı stejný
jazyk.

3.1.14 Techniky pro návrh Turingova stroje — informace pamato-
vaná stavem. Jestliže chceme pomoćı TM zkontrolovat, zda se nějaký daľśı
symbol vstupńıho slova rovná/nerovná prvńımu symbolu, můžeme postupovat
takto: stav, do kterého se dostaneme po přečteńı 0, označ́ıme (q, 0); stav, do
kterého se dostaneme po přečteńı 1, označ́ıme (q, 1). T́ım poznáme, jaký byl
čtený symbol, jen z pojmenováńı stavu.

Je samozřejmé, že neńı nutné takové pojmenováńı zavádět. Jestliže se jedná
o TM s pouze několika stavy, můžeme stav (q, 0) označit q1, (q, 1) označit q2 a
informaci o symbolu, který byl přečten, zohledňuje přechodová funkce. Ovšem v
př́ıpadě, že pracujeme s TM o několika deśıtkách či stovkách stav̊u, je takového
pojmenováni

”
mnemotechnickou pomůckou“.

3.1.15 Techniky pro návrh Turingova stroje — v́ıce stop. Pro zjed-
nodušeńı práce na návrhu Turingových stroj̊u si můžeme představit, že páska má
vic stop. Formálně to znamená, že jednotlivý páskový symbol je vlastně dvojice
(v př́ıpadě dvou stop) nebo obecně m-tice (v př́ıpadě m stop). Tvar takového
páskového symbolu může nést daľśı informace. Např. chceme-li jednoduše popsat
páskový symbol, který znamená

”
zkontrolovaný“ vstupńı symbol a, můžeme ta-

kový páskový symbol
”
pojmenovat“ (?, a), kde ta ? nám kóduje fakt, že symbol

a byl zkontrolován. Protože každý vstupńı symbol a má být také páskovým sym-
bolem, ztotožňujeme, v př́ıpadě dvou stop, symbol a s dvojićı (B, a) a vlastńı
blank B s dvojićı (B,B).

Opět plat́ı, že jsme to dělat nemuseli, mohli jsem pro
”
zkontrolovaný“

vstupńı symbol a použ́ıt nějaký jiný znak, např. A, ale ve složitěǰśıch kon-
strukćıch je využit́ı v́ıce stop výhodné — použijeme v́ıce stop např. při kon-
strukci Turingova stroje s jednou páskou, který simuluje v́ıcepáskový Turing̊uv
stroj zavedený v následuj́ıćım odstavci.

3.1.16 Turing̊uv stroj s k páskami. Turing̊uv stroj s k páskami se skládá
z ř́ıd́ıćı jednotky, která se nacháźı v jednom z konečně mnoha stav̊u q ∈ Q,
množiny vstupńıch symbol̊u Σ, množiny páskových symbol̊u Γ, přechodové
funkce δ, počátečńıho stavu q0, páskového symbolu B a množiny koncových
stav̊u F . Dále je dáno k pásek a k hlav; i-tá hlava vždy čte jedno pole i-té pásky.
Přechodová funkce δ je parciálńı zobrazeńı, které reaguje na stav, ve kterém se
Turing̊uv stroj nacháźı a na k-tici páskových symbol̊u, kterou jednotlivé hlavy
sńımaj́ı. (Formálně je δ parciálńı zobrazeńı, δ: (Q\F )×Γk → Q×Γk×{L,R}k).
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Na začátku:

• Vstupńı slovo je na prvńı pásce; kromě vstupńıho slova obsahuj́ı všechna
pole pásky blank B.

• Všechny ostatńı pásky maj́ı ve všech poĺıch blank B.

• Ř́ıd́ıćı jednotka je v počátečńım stavu q0.

• Prvńı hlava čte prvńı symbol vstupńıho slova.

3.1.17 Krok Turingova stroje s k páskami je určen přechodovou funkćı.
Jestliže přechodová funkce je definována, pak (na základě přechodové funkce):

• Ř́ıd́ıćı jednotka se přesune do nového stavu.

• Každá hlava přeṕı̌se obsah pole, které čte (může i stejným symbolem).

• Každá hlava se posune doprava nebo doleva (přechodová funkce udává
pohyb každé hlavy nezávisle na pohybech ostatńıch hlav).

• Jestliže se Turing̊uv stroj nacháźı v koncovém stavu, přechodová funkce
neńı definována a Turing̊uv stroj se zastav́ı.

3.1.18 Jazyk přij́ımaný Turingovým strojem s k páskami. Obdobně
jako pro Turing̊uv stroj s jednou páskou definujeme:

Turing̊uv stroj se úspěšně zastav́ı, jestliže ř́ıd́ıćı jednotka vstoupila do kon-
cového stavu. Jestliže Turing̊uv stroj nemá definován následuj́ıćı krok a neńı v
koncovém stavu, ř́ıkáme, že se Turing̊uv stroj zastavil neúspěšně.

Slovo w ∈ Σ? je přij́ımáno Turingovým strojem, jestliže se na něm Turing̊uv
stroj úspěšně zastav́ı. Všechna slova přij́ımaná Turingovým strojem tvoř́ı jazyk
přij́ımaný t́ımto strojem.

Jestliže se nav́ıc Turing̊uv stroj na všech slovech zastav́ı, ř́ıkáme že Turing̊uv
stroj jazyk rozhoduje.

3.1.19 Poznámky. Na každý Turing̊uv stroj s jednou páskou se můžeme
d́ıvat jako na Turing̊uv stroj s k páskami, kde k = 1. Proto Turing̊uv stroj s
jednou páskou je zvláštńı př́ıpad Turingova stroje s k páskami.

Stejně jako u Turingova stroje s jednou páskou i pro v́ıce pásek existuje
několik variant — pásky mohou mı́t pevné levé konce, Turing̊uv stroj v jednom
kroku nemuśı pohnout některou z hlav. Opět plat́ı, že všechny tyto varianty

”
maj́ı stejnou śılu“, tj. jestliže nějaký jazyk L je přij́ımán/rozhodován TM

jednoho typu, je přij́ımán/rozhodován i TM druhého typu.

3.1.20 Věta. Ke každému Turingovu strojiM1 s k páskami existuje Turing̊uv
stroj M2 s jednou páskou, který má stejné chováńı jako M1.

Nav́ıc, jestliže M1 potřeboval k úspěšnému zastaveńı n krok̊u, pak M2

potřebuje O(n2) krok̊u.

Myšlenka d̊ukazu. Turing̊uv stroj M2 má jedinou pásku rozdělenu do 2k stop.
Každá páska M1 je simulována dvěma stopami M2 – a to tak, že prvńı stopa
vždy obsahuje informaci o poloze odpov́ıdaj́ıćı hlavy TM M1, ve druhé stopě je
obsah simulované pásky.
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Simulace jednoho kroku TM M1:

Hlava TM M2 se nacháźı na pásce tak, že všechna pole s informaćı o poloze
hlavy jsou nalevo. Hlava nejprve přejede pásku tak, aby stroj navšt́ıvil pozice
všech hlav (a zapamatoval si obsahy odpov́ıdaj́ıćıch poĺı). T́ım źıská všechny
informace, které určuj́ı krok TM M1.

Na základě přechodové funkce TM M1 při postupu doleva změńı nejen
obsahy sudých stop, ale i posune označeńı polohy hlav bud’ o jedno pole doleva
nebo doprava podle hodnoty přechodové funkce TM M1.

Jestliže TM M1 udělal od začátku práce n krok̊u, potřebuje TM M2 na jeden
krok maximálně O(n) krok̊u.

3.1.21 Nedeterministický Turing̊uv stroj. Jestliže pro Turing̊uv stroj
(at’ již s jednou páskou nebo s v́ıce páskami) připust́ıme, aby v jedné situaci
mohl provést několik r̊uzných krok̊u, dostáváme nedeterministický Turing̊uv
stroj. Formálně zadefinujeme nedeterministický Turing̊uv stroj (NTM) pouze
pro variantu s jednou páskou, která je nekonečná na obě strany.

Nedeterministický Turing̊uv stroj je sedmice (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ), kde

• Q je konečná množina stav̊u,

• Σ je konečná množina vstupńıch symbol̊u,

• Γ je konečná množina páskových symbol̊u, přitom Σ ⊂ Γ,

• B je prázdný symbol (též nazývaný blank), jedná se o páskový symbol,
který neńı vstupńım symbolem, (tj. B ∈ Γ \ Σ),

• δ je přechodová funkce, tj. parciálńı zobrazeńı z množiny (Q \ F ) × Γ do
množiny Pf (Q × Γ × {L,R}) (Pf (X) je množina konečných podmnožin
X),

• q0 ∈ Q je počátečńı stav a

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.

Krok nedeterministického Turingova kroku je definován analogicky jako pro
(deterministický) Turing̊uv stroj:

Pro (p, Y,R) ∈ δ(q,Xi)

X1X2 . . . Xi−1 q Xi . . . Xk ` X1X2 . . . Xi−1 Y pXi+1 . . . Xk. (3.3)

Pro (p, Y, L) ∈ δ(q,Xi)

X1X2 . . . Xi−1 q Xi . . . Xk ` X1 . . . Xi−2 pXi−1 Y Xi+1 . . . Xk. (3.4)

3.1.22 Jazyk přij́ımaný nedeterministickým Turingovým strojem se
skládá ze všech slov w ∈ Σ?, pro něž

q0 w `? Y1 Y2 . . . Yi qf Yi+1 . . . Zm,

pro některý koncový stav qf .

Neformálně: slovo w je přijato nedeterministickým Turingovým strojem
právě tehdy, když existuje

”
přij́ımaćı výpočet“, tj posloupnost krok̊u, po nichž

se stroj dostane do koncového stavu.

Jestliže nedeterministický Turing̊uv stroj M přij́ımá jazyk L a nav́ıc každý
jeho výpočet vždy konč́ı po konečně mnoha kroćıch, ř́ıkáme, že M rozhoduje
jazyk L.
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3.1.23 Věta. Je-li jazyk L přij́ımán, resp. rozhodován nedeterministickým
Turingovým strojem M , pak existuje deterministický Turing̊uv stroj M1 s
jednou páskou, který L přij́ımá, resp, rozhoduje.

3.2 Poč́ıtač s libovolným př́ıstupem – RAM

3.2.1 V tomto odd́ılu připomeneme daľśı z formálńıch model̊u algoritmu —
poč́ıtač s libovolným př́ıstupem (tzv. RAM), který je bĺıže

”
klasickému“ poč́ıtači

než Turing̊uv stroj. Plat́ı, že vše, co lze přijmout/realizovat Turingovým strojem,
lze

”
spoč́ıtat“ poč́ıtačem s libovolným př́ıstupem. To nám dále dovoĺı volně

přecházet mezi poč́ıtačovými programy a Turingovými stroji podle toho, který
model bude pro danou situaci př́ıhodněǰśı.

3.2.2 Poč́ıtač s libovolným př́ıstupem, též nazývaný RAM se skládá
z programové jednotky, aritmetické jednotky, paměti a vstupńı a výstupńı
jednotky.

3.2.3 Programová jednotka obsahuje programový registr a vlastńı pro-
gram (programový registr ukazuje na instrukci, která má být provedena).

3.2.4 Aritmetická jednotka provád́ı aritmetické operace sč́ıtáńı, odč́ıtáńı,
násobeńı a celoč́ıselné děleńı.

3.2.5 Pamět’ je rozdělena na pamět’ové buňky, každá buňka může obsahovat
celé č́ıslo. Předpokládáme neomezený počet pamět’ových buněk a neomezenou
velikost č́ısel uložených v pamět’ových buňkách. Pořadové č́ıslo pamět’ové buňky
je adresa této buňky.

Buňka s adresou 0 je pracovńı registr, s adresou 1 je indexový registr.

3.2.6 Vstupńı jednotka je tvořena vstupńı páskou a hlavou. Vstupńı páska
je rozdělena na pole (v každém poli může být celé č́ıslo). Hlava sńımá v každém
okamžiku jedno pole. Po přečteńı pole se hlava posune o jedno pole doprava.

3.2.7 Výstupńı jednotka je tvořena výstupńı páskou a hlavou. Obdobně
jako v př́ıpadě vstupńı jednotky je páska rozdělena na pole. Výstupńı hlava
zaṕı̌se č́ıslo do pole výstupńı pásky a posune se o jedno pole doprava.

3.2.8 Konfigurace poč́ıtače s libovolným př́ıstupem je přǐrazeńı, které každé-
mu poli vstupńı i výstupńı pásky, každé pamět’ové buňce a programovému regis-
tru přǐrazuje celé č́ıslo. Počátečńı konfigurace je konfigurace, pro kterou existuje
přirozené č́ıslo n s následuj́ıćımi vlastnostmi:

• kromě prvńıch n vstupńıch poĺı obsahuj́ı všechna pole, pamět’ové buňky
č́ıslo 0,

• programový registr obsahuje č́ıslo 1,

• prvńıch n poĺı obsahuje vstup poč́ıtače.
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3.2.9 Výpočet poč́ıtače s libovolným př́ıstupem je posloupnost konfiguraćı,
taková, že zač́ıná počátečńı konfiguraćı a každá následuj́ıćı konfigurace je určena
programem poč́ıtače.

3.2.10 Program poč́ıtače s libovolným př́ıstupem použ́ıvá následuj́ıćı př́ıkazy:

• př́ıkazy přesunu: LOAD operand, STORE operand,

• aritmetické př́ıkazy: ADD operand, SUBTRACT operand, MULTIPLY
operand, DIVIDE operand,

• vstupńı a výstupńı př́ıkazy: READ, WRITE,

• př́ıkazy skoku: JUMP návěšt́ı, JZERO návěšt́ı, JGE návěšt́ı,

• př́ıkazy zastaveńı: STOP, ACCEPT, REJECT.

3.2.11 Operand je bud’ č́ıslo j, zapisujeme = j, nebo obsah j-té pamět’ové
buňky, zapisujeme j, nebo obsah pamět’ové buňky s adresou i+j, kde i je obsah
indexového registru, zapisujeme ∗j.

3.2.12 Návěšt́ı je přirozené č́ıslo, které udává pořadové č́ıslo instrukce, která
bude prováděna, dojde-li ke skoku.

3.2.13 Časová složitost. Řekneme, že program P pro RAM pracuje s
časovou složitost́ı O(f(n)), jestliže pro každý vstup délky n je počet krok̊u
poč́ıtače T (n) ve tř́ıdě O(f(n)).

3.2.14 Pamět’ová složitost. Řekneme, že program P pro RAM pracuje s
pamět́ı velikosti m, jestliže během výpočtu nebyl proveden žádný př́ıkaz, který
by měl adresu operandu větš́ı než m a byl proveden př́ıkaz s adresou m. Dále
řekneme, že program P pracuje s pamět’ovou složitost́ı O(g(n)), jestliže pro
každý vstup délky n program P pracuje s velikost́ı paměti ve tř́ıdě O(g(n)).

3.2.15 Poznámka. Jestliže se na nějakém vstupu program pro RAM neza-
stav́ı, neńı definována ani časová ani pamět’ová složitost.

3.2.16 Věta. Ke každému Turingovu stroji M existuje program P pro RAM
takový, že oba maj́ı stejné chováńı. Nav́ıc, jestliže M potřeboval n krok̊u, P má
časovou složitost O(n2).

3.2.17 Věta. Pro každý program P pro RAM existuje Turing̊uv stroj M s
pěti páskami takový, že P i M maj́ı stejné chováńı.

3.2.18 Věta. Jestliže program P pro RAM splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• program obsahuje pouze instrukce, které zvětšuj́ı délku binárně zapsaného
č́ısla maximálně o jednu;

• program obsahuje pouze instrukce, které Turing̊uv stroj s v́ıce páskami
provede na slovech délky k v O(k2) kroćıch,

pak Turing̊uv stroj z věty 3.2.17 simuluje n krok̊u programu P pomoćı O(n3)
svých krok̊u.
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3.2.19 Důsledek. Je dán program P pro RAM, který splňuje podmı́nky z
věty 3.2.17. Pak existuje Turing̊uv stroj s jednou páskou, který má stejné chováńı
jako P a n krok̊u programu P simuluje pomoćı O(n6) svých krok̊u.
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Kapitola 4

Tř́ıdy složitosti

4.1 Rozhodovaćı úlohy

4.1.1 Teorie složitosti pracuje zejména s tzv rozhodovaćımi úlohami. Rozho-
dovaćı úlohy jsou takové úlohy, jejichž

”
řešeńım“ je bud’ odpověd’

”
ANO“ nebo

odpověd’
”
NE“.

4.1.2 Př́ıklad. SAT – splňováńı Booleovských formuĺı: Je dána výroková
formule ϕ v CNF. Rozhodněte, zda je ϕ splnitelná.

Na danou formuli ϕ je tedy odpověd’ (tj. řešeńı) bud’
”
ANO“ nebo

”
NE“.

Všimněte si, že v tomto př́ıpadě se neptáme po ohodnoceńı, ve kterém je formule
pravdivá – zaj́ımá nás pouze fakt, zda je splnitelná.

4.1.3 Řada praktických úloh neńı podobného druhu jako uvedený př́ıklad.
Často se jedná o tzv. optimalizačńı úlohy, tj. úlohy, kde mezi př́ıpustnými
řešeńımi hledáme př́ıpustné řešeńı v jistém smyslu optimálńı. Obvykle to bývá
tak, že je dána účelová funkce, která každému př́ıpustnému řešeńı přǐrad́ı
č́ıselnou hodnotu, a úkolem je naj́ıt př́ıpustné řešeńı, pro které je hodnota
účelové funkce optimálńı, tj. bud’ největš́ı nebo naopak nejmenš́ı. V daľśım textu
se s řadou těchto úloh setkáme. Takovými úlohami jsou např́ıklad úlohy nalezeńı
minimálńı kostry v ohodnoceném neorientovaném grafu i nalezeńı nejkratš́ıch
cest v daném ohodnoceném orientovaném grafu.

Nyńı uvedeme daľśı př́ıklad.

4.1.4 Problém obchodńıho cestuj́ıćıho – TSP. Jsou dána města 1,2,
. . . , n. Pro každou dvojici měst i, j je nav́ıc dáno kladné č́ıslo d(i, j) (tak zvaná
vzdálenost měst i, j). Trasa je dána permutaćı π množiny {1, 2, . . . , n} do sebe.
Délka trasy T odpov́ıdaj́ıćı permutaci π je

d(T ) =

n−1∑
i=1

d(π(i), π(i+ 1)) + d(π(n), π(1)).

Neformálně, trasa je pořad́ı měst, ve kterém má obchodńı cestuj́ıćı města proj́ıt,
a to tak, aby každé město navšt́ıvil přesně jednou a vrátil se do toho města, ze
kterého vyšel. Cena trasy je pak součtem všech vzdálenost́ı, které při své cestě
urazil.
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4.1.5 Rozhodovaćı verze.

• Minimálńı kostra: Je dán neorientovaný graf G = (V,E), ohodnoceńı
c:E → N a dále č́ısloK. Existuje minimálńı kostra, jej́ıž cena je nejvýšeK?

• Nejkraťśı cesty: Je dána matice délek A = (a(i, j)), výchoźı vrchol r, ćılový
vrchol c a č́ıslo K. Existuje cesta z vrcholu r do vrcholu c délky nejvýše K?

• Problém obchodńıho cestuj́ıćıho: Kromě č́ısel d(i, j) z 4.1.4 je dáno č́ıslo
K. Existuje trasa π délky nejvýše K?

4.1.6 Vyhodnocovaćı verze.

• Minimálńı kostra: Je dán neorientovaný graf G = (V,E) a c:E → N.
Najděte cenu minimálńı kostry ohodnoceného grafu.

• Nejkraťśı cesty: Je dána matice délek A = (a(i, j)), výchoźı vrchol r a
ćılový vrchol c. Najděte délku nejkratš́ı cesty z vrcholu r do vrcholu c.

• Problém obchodńıho cestuj́ıćıho: Jsou dána č́ısla d(i, j) a 4.1.4. Najděte
cenu optimálńı trasy, tj. trasy s nejmenš́ı možnou délkou.

4.1.7 Optimalizačńı verze.

• Minimálńı kostra: Je dán neorientovaný graf G = (V,E) a c:E → N.
Najděte minimálńı kostru ohodnoceného grafu.

• Je dána matice délek A = (a(i, j)), výchoźı vrchol r, ćılový vrchol c.
Najděte nejkratš́ı cestu z vrcholu r do vrcholu c.

• Jsou dána č́ısla d(i, j) a 4.1.4. Najděte optimálńı trasu, tj. trasu s nejmenš́ı
možnou délkou.

4.1.8 Dá se dokázat, že když je kterákoli verze dané úlohy polynomiálně
řešitelná, jsou polynomiálně řešitelné všechny tři verze. Ukážeme si to na
př́ıkladu obchodńıho cestuj́ıćıho.

Předpokládejme, že existuje algoritmus A, který rozhodne, zda pro instanci
TSP a č́ıslo K existuje trasa délky nejvýše K.

Uvažujme libovolnou instanci TSP. Označme d největš́ı d(i, j); dále označme
A := n · d, kde n je počet měst. Zavoláme algoritmus A pro K := dA2 e. Jestliže
algoritmus A dá pro K odpověd’

”
ano“, tak jako K voĺıme střed mezi 0 a K,

jestliže algoritmus A dá pro K odpověd’
”
ne“, tak jako K voĺıme střed mezi K a

2K. Takto postupujeme tak dlouho, dokud nemá interval délku nula. Nyńı je K
hodnota optimálńı trasy, tj. řešeńı vyhodnocovaćı verze úlohy TSP. Uvědomte
si, že vzhledem k tomu, že nás zaj́ımaj́ı pouze celoč́ıselná K, stane se to po
maximálně lg(A) = lg(n · d) což je O(lg(n)) opakováńı.

Ukázali jsme, že po O(lg(n)) voláńıch algoritmu A známe hodnotu optimálńı
trasy, označme ji Dopt.

Uvažujme úplný graf G na množině V = {1, . . . , n} ohodnocený délkami
d(i, j). Nyńı

”
zorientujeme hrany“ a to tak, že hraně {i, j}, kde i < j, přǐrad́ıme

uspořádanou dvojici (i, j),a tyto dvojice uspořádáme lexikograficky. Prob́ıráme
dvojice (i, j) v tomto pořad́ı a pro každou dvojici vytvoř́ıme novou instanci Ii,j
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TSP tak, že z v předchoźı instanci změńıme pouze délku d(i, j) na hodnotu
d(i, j) := n · d. Zavoláme algoritmus A na instanci Ii,j a K = Dopt. Jestliže
algoritmus A odpov́ı

”
ano“, hraně (i, j) ponecháme tuto novou délku. Jestliže

algoritmus A odpov́ı
”
ne“, hraně (i, j) vrát́ıme p̊uvodńı délku a přejdeme na

daľśı dvojici v uspořádáńı. V okamžiku, kdy máme pouze n hran s p̊uvodńı
délkou, těchto n hran tvoř́ı (některou) optimálńı trasu TSP.

Uvědomte si, že v druhé části jsme použili pouze O(n2) voláńı algoritmu A.
Odtud dostáváme: Kdyby existoval polynomiálńı algoritmus na řešeńı rozhodo-
vaćı verze TSP, pak existuje i polynomiálńı algoritmus na řešeńı optimalizačńı
verze TSP.

4.2 Tř́ıdy P a NP
4.2.1 Instance úlohy jako slovo nad vhodnou abecedou. Instance libo-
volné rozhodovaćı úlohy můžeme zakódovat jako slova nad vhodnou abecedou.
Ukažme si to na př́ıkladě problému SAT a úlohy nalezeńı nejkratš́ı cesty v daném
orientovaném ohodnoceném grafu.

• Pro problém SAT (splňováńı booleovských formuĺı) je instanćı libovolná
formule ϕ v konjunktivńım normálńım tvaru (CNF). Označme jednot-
livé logické proměnné formule ϕ jako x1, x2, . . . , xn. Pak ϕ můžeme
zakódovat jako slovo nad abecedou {x, 0, 1, (, ),∨,∧,¬} takto: proměnná
xi se zakóduje slovem xw, kde w je binárńı zápis č́ısla i, ostatńı symboly
jsou zachovány.

Např́ıklad formuli ϕ = (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x4) odpov́ıdá slovo

(x1 ∨ ¬x10 ∨ x11) ∧ (¬x1 ∨ x100).

• U úlohy nalezeńı nejkratš́ı cesty z vrcholu r do vrcholu c můžeme postupo-
vat takto: Instanci tvoř́ı matice délek daného orientovaného ohodnoceného
grafu, dvojice vrchol̊u r a c a č́ıslo k. Matici neńı těžké zakódovat jako
slovo, za ńı pak následuje pořadové č́ıslo vrcholu r, pořadové č́ıslo vrcholu
c a č́ıslo k, vše oddělené např. symbolem #.

4.2.2 Úloha jako jazyk nad abecedou. Protože řešeńım rozhodovaćı
úlohy je bud’

”
ANO“ nebo

”
NE“, rozděĺıme instance úlohy na tzv.

”
ANO-

instance“ a
”
NE-instance“. Jazyk úlohy U , znač́ıme jej LU , se skládá ze všech

slov odpov́ıdaj́ıćıch ANO-instanćım úlohy U .

Uvědomte si, že některá slova nad abecedou Σ nemuśı odpov́ıdat žádné
instanci dané úlohy. Tato slova chápeme jako

”
NE-instance“. Můžeme proto

ř́ıci, že množina všech NE instanćı tvoř́ı doplněk jazyka LU , tj. je to Σ? \ LU .

4.2.3 Tř́ıda P. Řekneme, že rozhodovaćı úloha U lež́ı ve tř́ıdě P, jestliže
existuje deterministický Turing̊uv stroj, který rozhodne jazyk LU a pracuje v
polynomiálńım čase; tj. funkce T (n) je O(p(n)) pro nějaký polynom p(n).

4.2.4 Př́ıklady.

• Minimálńı kostra v grafu. Je dán neorientovaný graf G s ohodnoceńım
hran c. Je dáno č́ıslo k. Existuje kostra grafu ceny menš́ı nebo rovno k?
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• Nejkraťśı cesty v acyklickém grafu. Je dán acyklický graf s ohodnoceńım
hran a. Jsou dány vrcholy r a c. Je dáno č́ıslo k. Existuje orientovaná cesta
z vrcholu r do vrcholu c délky menš́ı nebo rovno k?

• Toky v śıt́ıch. Je dána śıt’ s horńım omezeńım c, dolńım omezeńım l, se
zdrojem z a spotřebičem s. Dále je dáno č́ıslo k. Existuje př́ıpustný tok
od z do s velikosti alespoň k?

• Minimálńı řez. Je dána śıt’ s horńım omezeńım c, dolńım omezeńım l. Dále
je dáno č́ıslo k. Existuje řez, který má kapacitu menš́ı nebo rovnu k?

Uvedli jsme všechny úlohy v rozhodovaćı verzi. Velmi často se mluv́ı i o jejich
optimalizačńıch verźıch jako o polynomiálně řešitelných úlohách.

4.2.5 Tř́ıda NP. Řekneme, že rozhodovaćı úloha U lež́ı ve tř́ıdě NP, jestliže
existuje nedeterministický Turing̊uv stroj, který rozhodne jazyk LU a pracuje v
polynomiálńım čase.

4.2.6 Poznámka. V definici 4.2.3 jsme mı́sto existence Turingova stroje
mohli požadovat existenci programu P pro RAM, který řeš́ı U v polynomiálńım
čase. Abychom přibĺıžili, které jazyky (rozhodovaćı úlohy) lež́ı ve tř́ıdě NP,
zavedeme pojem nedeterministického algoritmu jako analogii RAM.

4.2.7 Nedeterministický algoritmus pracuje ve dvou fáźıch,

1. Algoritmus náhodně vygeneruje řetězec s (odpov́ıdá řešeńı dané úlohy).

2. Deterministický algoritmus (Turing̊uv stroj, program pro RAM) na základě
vstupu a řetězce s dá odpověd’ ANO nebo NEVIM. (Deterministicky a po-
lynomiálně ověř́ı řešeńı.)

Řekneme, že nedeterministický algoritmus řeš́ı úlohu U , jestliže

1. Pro každou ANO instanci úlohy U existuje řetězec s, na jehož základě
algoritmus dá odpověd’ ANO.

2. Pro žádnou NE instanci úlohy U neexistuje řetězec s, na jehož základě
algoritmus dá odpověd’ ANO.

Řekneme, že nedeterministický algoritmus pracuje v čase O(T (n)), jestliže
každý pr̊uchod oběma fázemi 1 a 2 pro instanci velikosti n potřebuje O(T (n))
krok̊u. �

4.2.8 Poznámka. Fakt, že nedeterministický algoritmus pracuje v poly-
nomiálńım čase, znamená, že každá z fáźı vyžaduje polynomiálńı čas a tud́ıž
i řetězec s muśı mı́t polynomiálńı délku (vzhledem k velikosti instance).

V definici 4.2.5 jsme mı́sto existence nedeterministického Turingova stroje
mohli požadovat existenci nedeterministického algoritmu, který řeš́ı úlohu U v
polynomiálńım čase.

4.2.9 Př́ıklady NP úloh.

• Kliky v grafu. Je dán neorientovaný graf G a č́ıslo k. Existuje klika v grafu
G o alespoň k vrcholech?
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• Nejkraťśı cesty v obecném grafu. Je dán orientovaný graf s ohodnoceńım
hran a. Jsou dány vrcholy r a v. Je dáno č́ıslo k. Existuje orientovaná
cesta z vrcholu r do vrcholu v délky menš́ı nebo rovno k?

• k-barevnost. Je dán neorientovaný graf G. Je graf G k-barevný?

• Problém batohu. Je dáno n předmět̊u 1, 2, . . . , n. Každý předmět i má cenu
ci a váhu wi. Dále jsou dána č́ısla A a B. Je možné vybrat předměty tak,
aby celková váha nepřevýšila A a celková cena byla alespoň B? Přesněji,
existuje podmnožina předmět̊u I ⊆ {1, 2, . . . , n} taková, že∑

i∈I
wi ≤ A a

∑
i∈I

ci ≥ B?

4.3 Tř́ıda NPC
4.3.1 Redukce a polynomiálńı redukce úloh. Jsou dány dvě rozhodovaćı
úlohy U a V. Řekneme, že úloha U se redukuje na úlohu V, jestliže existuje
algoritmus (program pro RAM, Turing̊uv stroj) M , který pro každou instanci I
úlohy U zkonstruuje instanci I ′ úlohy V a to tak, že

I je ANO-instance U právě tehdy, když I ′ je ANO-instance V.

Fakt, že úloha U se redukuje na úlohy V znač́ıme

U � V.

Jestliže nav́ıc algoritmus M pracuje v polynomiálńım čase, ř́ıkáme, že U se
polynomiálně redukuje na V a znač́ıme

U �p V.

Fakt, že se úloha U redukuje na úlohu V zhruba řečeno znamená, že U neńı
obt́ıžněǰśı než V.

4.3.2 Tvrzeńı. Jsou dány tři rozhodovaćı úlohy U , V a W. Jestliže plat́ı

U �p V a V �pW, pak U �pW.

4.3.3 NP úplné úlohy. Řekneme, že rozhodovaćı úloha U je NP úplná,
jestliže

1. U je ve tř́ıdě NP;

2. každá NP úloha se polynomiálně redukuje na U .

Tř́ıda všech NP úplných úloh se znač́ı NPC.

Zhruba řečeno, NP úplné úlohy jsou ty
”
nejtěžš́ı“ mezi všemi NP úlohami.

4.3.4 Tvrzeńı. Jsou dány dvě NP úlohy U a V, pro které plat́ı U �p V. Pak

1. jestliže V je ve tř́ıdě P, pak také U je ve tř́ıdě P;

2. jestliže U je NP úplná úloha, pak také V je NP úplná úloha.
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4.3.5 Tvrzeńı. Kdyby některá NP úplná úloha patřila do tř́ıdy P (tj. byla
by polynomiálně řešitelná), pak P = NP. Jinými slovy, každá NP úloha by
byla polynomiálně řešitelná.

4.3.6 NP obt́ıžné úlohy. Jestliže o některé úloze U pouze v́ıme, že se na ńı
polynomiálně redukuje některá NP úplná úloha, pak ř́ıkáme, že U je NP těžká,
nebo též NP obt́ıžná. Poznamenejme, že to vlastně znamená, že U je alespoň
tak těžká jako všechny NP úlohy.

4.3.7 Cookova věta. Úloha SAT , splňováńı formuĺı v konjunktivńım nor-
málńım tvaru, je NP úplná úloha.

4.3.8 Důkaz. Neńı těžké se přesvědčit, že úloha SAT je ve tř́ıdě NP.
Prvńı fáze nedeterministického algoritmu vygeneruje ohodnoceńı logických
proměnných a na základě tohoto ohodnoceńı jsme schopni v polynomiálńım
čase ověřit, zda je v tomto ohodnoceńı formule pravdivá nebo ne.

V druhé části d̊ukazu ukážeme, že každáNP úloha se polynomiálně redukuje
na problém SAT . Pro každýNP problém U existuje nedeterministický Turing̊uv
stroj M , který přij́ımá jazyk této úlohy LU v polynomiálńım čase. To znamená,
že pro každé slovo w délky n nad danou abecedou se M zastav́ı po maximálně
p(n) kroćıch, a to bud’ v koncovém stavu, jestliže w ∈ LU , nebo v nekoncovém
stavu, jestliže w /∈ LU .

Proto stač́ı pro každý nedeterministický Turing̊uv stroj M a dané slovo w
zkonstruovat formuli ϕM,w v CNF takovou, že

w ∈ L(M) právě tehdy, když ϕM,w je splnitelná

Je dán nedeterministický Turing̊uv stroj M s množinou stav̊u Q, vstupńı
abecedou Σ, páskovou abecedou Γ, přechodovou funkćı δ, počátečńım stavem
q0 a koncovým stavem qf . Předpokládejme, že M přij́ımá slovo w a potřebuje
přitom p(n) krok̊u.

Zavedeme logické proměnné:

• hi,j , i = 0, 1, . . . , p(n), j = 1, 2, . . . , p(n); fakt, že hodnota proměnné hi,j
je rovna 1 znamená, že hlava Turingova stroje v čase i čte j-té pole pásky.

• sqi , i = 0, 1, . . . , p(n), q ∈ Q; fakt, že hodnota proměnné sqi je rovna 1
znamená, že Turing̊uv stroj v čase i je ve stavu q.

• tAi,j , i = 0, 1, . . . , p(n), j = 1, 2, . . . , p(n), A ∈ Γ; fakt, že hodnota proměnné

tAi,j rovna 1 znamená, že v čase i v j-tém poli pásky je páskový symbol A.

Nyńı je třeba formulemi popsat následuj́ıćı fakta:

1. V každém okamžiku je Turing̊uv stroj v právě jednom stavu.

2. V každém okamžiku čte hlava Turingova stroje právě jedno pole vstupńı
pásky.

3. V každém okamžiku je na každém poli pásky Turingova stroje právě jeden
páskový symbol.
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4. Na začátku práce (tj. v čase 0) je Turing̊uv stroj ve stavu q0, hlava čte
prvńı pole pásky a na pásce je na prvńıch n poĺıch vstupńı slovo, ostatńı
pole pásky obsahuj́ı B.

5. Krok Turingova stroje je určen přechodovou funkćı, tj. stav stroje, obsah
čteného pole a poloha hlavy v čase i+ 1 je dána přechodovou funkćı.

6. V poĺıch pásky, které v čase i hlava nečte, je obsah v čase i+1 stejný jako
v i.

7. Jestliže se M dostane v čase i do koncového stavu, pak i v čase i + 1 v
koncovém stavu z̊ustane.

8. Na konci práce Turingova stroje, tj. v čase p(n), je stroj ve stavu qf .

Ukážeme jak utvořit formule pro jednotlivé body

Bod 1. V okamžiku i je Turing̊uv stroj v aspoň jednom stavu:∨
q∈Q

sqi .

V okamžiku i Turing̊uv stroj neńı ve dvou r̊uzných stavech:∧
q 6=q′

(¬sqi ∨ ¬s
q′

i ).

Nyńı fakt, že Turing̊uv stroj je v okamžiku i v právě jednom stavu je konjunkce
obou výše uvedených formuĺı:

ϕi1 = (
∨
q∈Q

sqi ) ∧
∧
q 6=q′

(¬sqi ∨ ¬s
q′

i ).

Formule ϕ1 =
∧
i

(
(
∨
q∈Q sqi ) ∧

∧
q 6=q′ (¬sqi ∨ ¬s

q′

i )
)

.

Bod 2. V okamžiku i čte hlava Turingova stroje aspoň jedno pole pásky:∨
1≤j≤p(n)

hi,j .

V okamžiku i nečte hlava Turingova stroje dvě r̊uzná pole:∧
j 6=k

(¬hi,j ∨ ¬hi,k).

Nyńı fakt, že hlava Turingova stroje v okamžiku i čte přesně jedno pole pásky
je konjunkce obou výše uvedených formuĺı:

ϕi2 = (
∨

1≤j≤p(n)

hi,j) ∧
∧
j 6=k

(¬hi,j ∨ ¬hi,k).

Formule ϕ2 =
∧
i

(
(
∨

1≤j≤p(n) hi,j) ∧
∧
j 6=k (¬hi,j ∨ ¬hi,k)

)
.

Bod 3. V okamžiku i je v j-tém poli pásky Turingova stroje aspoň jeden
páskový symbol: ∨

A∈Γ

tAi,j .
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V okamžiku i v j-tém poli pásky Turingova stroje nejsou dva r̊uzné páskové
symboly: ∧

A 6=A′

(¬tAi,j ∨ ¬tA
′

i,j).

Nyńı fakt, že Turing̊uv stroj má v okamžiku i v j-tém poli právě jeden páskový
symbol je konjunkce obou výše uvedených formuĺı:

ϕi,j3 = (
∨
A∈Γ

tAi,j) ∧
∧
A 6=A′

(¬tAi,j ∨ ¬tA
′

i,j).

Formule ϕ3 =
∧
i

∧
j

(
(
∨
A∈Γ tAi,j) ∧

∧
A6=A′ (¬tAi,j ∨ ¬tA

′

i,j)
)

.

Bod 4. Na začátku práce (tj. v čase 0) je Turing̊uv stroj ve stavu q0, hlava
čte prvńı pole pásky a na pásce je na prvńıch n poĺıch vstupńı slovo a1a2 . . . an,
ostatńı pole obsahuj́ı B.

ϕ4 = sq00 ∧ h0,1 ∧ ta10,1 ∧ . . . ∧ t
an
0,n ∧ tB0,n+1 ∧ . . . ∧ tB0,p(n).

Bod 5. Jestliže Turing̊uv stroj je v čase i ve stavu q, hlava je na j-tém poli
pásky, hlava čte páskový symbol A a δ(q,A) se skládá z trojic (p, C,D) (zde
D = 1 znamená posun hlavy doprava, D = −1 znamená posun hlavy doleva),
pak formule má tvar:∧

j

∧
A∈Γ

((sqi ∧ hi,j ∧ t
A
i,j)⇒

∨
(spi+1 ∧ t

C
i+1,j ∧ hi+1,j+D)).

Formule ϕ5 je konjungce všech výše uvedených formuĺı pro všechny i, i < p(n),
j, q ∈ Q a A ∈ Γ.

Bod 6. Obsah poĺı, které hlava nečte, z̊ustává v čase i+ 1 stejný:∧
j

∧
A∈Γ

((¬hi,j ∧ tAi,j)⇒ tAi+1,j).

Formule ϕ6 je konjungce všech výše uvedených formuĺı pro všechny i, i < p(n),
j a A ∈ Γ.

Bod 7. Jestliže se stroj dostane do koncového stavu, už v něm z̊ustává.

s
gf
i ⇒ s

qf
i+1, gf ∈ F.

Formule ϕ7 je konjunkce všech výše uvedených formuĺı pro všechna i, i < p(n).

Bod 8. Na konci práce Turingova stroje, tj. v čase p(n) je stroj ve stavu qf .

ϕ8 = s
qf
p(n).

Výslednou formuli dostaneme jako konjunkci formuĺı

ϕM,w =

8∧
k=1

ϕk.
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4.4 Převody úloh

4.4.1 Metoda
Ukázat, že rozhodovaćı úloha V je NP úplná, je potřeba a stač́ı

1. ověřit, že V ∈ NP;

2. naj́ıt NP úplnou úlohu U , pro kterou

U �p V.

Zat́ım jediná NP úplná úloha, kterou známe, je SAT , splňováńı boo-
leovských formuĺı v konjunktivńım normálńım tvaru. Ukážeme řadu poly-
nomiálńıch redukćı a t́ım ukážeme, že i daľśı rozhodovaćı úlohy jsou NP úplné.

4.4.2 3− CNF SAT .
Úloha: Je dána formule ϕ v konjunktivńım normálńım tvaru, kde každá klauzule
má 3 literály.
Otázka: Je formule ϕ splnitelná?

4.4.3 Tvrzeńı. Plat́ı

SAT �p 3− CNF SAT.

4.4.4 Nástin převodu SAT na 3− CNF SAT . Je dána formule ϕ v kon-
junktivńım normálńım tvaru. Zkonstruujeme formuli ψ, která

1. je v konjunktivńım normálńım tvaru, kde každá klauzule obsahuje ma-
ximálně 3 literály;

2. je splnitelná právě tehdy, když je splnitelná formule ϕ.

Označme C1, C2, . . . , Ck všechny klauzule formule ϕ. Jestliže každá z klauzuĺı
obsahuje nejvýše 3 literály, nemuśıme nic konstruovat, v tomto př́ıpadě je ψ = ϕ.

Pro každou klauzuli Ci, která obsahuje v́ıc než 3 literály, sestroj́ıme formuli
ψCi

takto: Necht’ Ci = l1∨l2∨ . . .∨ls, kde lj jsou literály. Zavedeme nové logické
proměnné x1, x2, . . . , xs−3 a polož́ıme

ψCi = (l1 ∨ l2 ∨ x1)∧ (¬x1 ∨ l3 ∨ x2)∧ (¬x2 ∨ l4 ∨ x3)∧ . . .∧ (¬xs−3 ∨ ls−1 ∨ ls).

Plat́ı: Formule ψCi
je splnitelná právě tehdy, když Ci je splnitelná.

Formuli ψ dostaneme jako konjunkci všech klauzuĺı formule ϕ, které maj́ı
nejvýše 3 literály a formuĺı ψCi

pro klauzule Ci o v́ıce než 3 literálech.

Předpokládejme, že formule ϕ má k klauzuĺı a nejdeľśı klauzule má s
literál̊u. Pak v konstrukci ψ jsme přidali maximálně (s − 3)k nových logických
proměnných (rovnost nastává v př́ıpadě, že každá z klauzuĺı formule ϕ obsahuje
přesně s > 3 literál̊u). Nav́ıc jsme formuli prodloužili o maximálně o 2(s − 3)k
literál̊u (každá nová logická proměnná se ve formuli ψ objevuje přesně dvakrát).
Tedy délka formule ψ se pouze polynomiálně zvětšila vzhledem k délce formule ϕ.

4.4.5 Důsledek. Protože úloha 3 − CNF SAT je ve tř́ıdě NP, jedná se
o NP úplnou úlohu.
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4.4.6 Obarveńı vrchol̊u grafu. Je dán prostý neorientovaný graf bez
smyček G = (V,E). Obarveńı vrchol̊u grafu G je přǐrazeńı, které každému vr-
cholu v grafu G přǐrazuje jeho barvu b(v), b(v) je prvek množiny (barev) B, pro
které plat́ı, že žádné dva vrcholy spojené hranou nemaj́ı stejnou barvu. (Jinými
slovy, jestliže {u, v} je hrana grafu G, pak b(u) 6= b(v).)

Graf G se nazývá k-barevný, jestliže jeho vrcholy je možné obarvit k barvami
(tj. množina B má k prvk̊u).

4.4.7 k-barevnost.
Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k.
Otázka: Je graf G k-barevný?

4.4.8 Tvrzeńı. Plat́ı

3− CNF SAT �p 3-barevnost.

4.4.9 Základńı myšlenka převodu. Je dána formule ϕ, která je v CNF
a každá klauzule má 2 nebo 3 literály. K d̊ukazu je třeba zkonstruovat prostý
neorientovaný graf G bez smyček takový, že ϕ je splnitelná právě tehdy, když
G je 3-barevný.

Konstrukce využ́ıvá pomocný graf G1 o pěti vrcholech {a, b, c, d, e} a pěti
hranách

e

d

c

b

a

s touto vlastnost́ı:

• Jestliže vrcholy a a b maj́ı stejnou barvu, pak tuto barvu muśı mı́t i
vrchol e.

• Jestliže jeden z vrchol̊u a a b má barvu z, pak lze tento graf obarvit tak,
aby i vrchol e měl barvu z.

Mějme formuli ϕ, označme x1, x2, . . . , xn všechny logické proměnné, které se
ve formuli ϕ vyskytuj́ı. Vytvoř́ıme neorientovaný graf G = (V,E), kde

• V obsahuje všechny literály, tj. x1,¬x1, . . . , xn,¬xn, vrcholy R,G,B.

• E obsahuje hrany tak, že vrcholy R,G,B tvoř́ı jeden trojúhelńık, a vrcholy
B, xi,¬xi také tvoř́ı trojúhelńık pro každé i = 1, . . . , n.

• Pro každou klauzuli obsahuj́ıćı literály l1, l2, l3 přidáme do grafu dvě kopie
pomocného grafu G1 a to takto: Literály l2 a l3 odpov́ıdaj́ı vrchol̊um a a b
prvńı kopie pomocného grafu G1, vrcholy l1 a e odpov́ıdaj́ı vrchol̊um a, b
a vrchol R je spojen hranou s vrcholem e druhé kopii grafu G1,

Př́ıklad grafu G pro dvě klauzule C1 = ¬z∨y∨¬x a C2 = t∨¬z∨x (x, y, z, t
jsou logické proměnné) je na následuj́ıćım obrázku.
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R

G

B

x y z v

¬x ¬y ¬z ¬v

Předpokládejme, že formule ϕ je splnitelná; máme tedy pravdivostńı ohod-
noceńı, ve kterém je ϕ pravdivá. Obarv́ıme graf G třemi barvami z (zelená),c
(červená) a m (modrá) takto:

• Vrcholy R,G,B: b(R) = c, b(G) = z, b(B) = m.

• Vrchol odpov́ıdaj́ıćı literálu l má barvu z právě tehdy, když je l pravdivý,
v opačném př́ıpadě jej obarv́ıme c.

Protože každá klauzule obsahuje alespoň jeden literál, který je pravdivý, tj. jeho
vrchol je obarven barvou z, je možné obarvit i zbývaj́ıćı vrcholy tak, aby G byl
tř́ıbarevný.

Předpokládejme, že graf G je tř́ıbarevný. Přejmenujme barvy tak, aby
platilo: b(R) = c, b(G) = z, b(B) = m. Nyńı definujeme pravdivostńı ohodnoceńı
logických proměnných x1, x2, . . . , xn takto:

proměnná xi je pravdivá iff b(xi) = z a proměnná xi je nepravdivá iff b(xi) = c.

Z vlastnost́ı pomocného grafu G1 vyplývá, že v každé klauzuli je alespoň jeden
literál, který je obarven barvou z, tud́ıž je pravdivý.

Neńı těžké nahlédnout, že počet vrchol̊u i hran grafu G je polynomiálńı v̊uči
délce formule ϕ.

4.4.10 Důsledek. Protože 3-barevnost je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.11 Tvrzeńı. Plat́ı

3-barevnost �p ILP.
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4.4.12 Převod 3-barevnosti na ILP . Je dán prostý neorientovaný graf
bez smyček G = (V,E). Zkonstruujeme instanci I úlohy celoč́ıselného lineárńıho
programováńı takovou, že I má př́ıpustné řešeńı právě tehdy, když graf G je 3-
barevný.

Všechny proměnné budou nabývat hodnot 0 nebo 1 (tj. bude se jednat o tzv.
0-1 celoč́ıselné lineárńı programováńı).

Proměnné: Pro každý vrchol v ∈ V zavedeme tři proměnné:

xcv, x
m
v , x

z
v.

Význam: Fakt, že proměnná xbv je rovna 1, b ∈ {c,m, z}, znamená, že vrchol v
má barvu b.

Podmı́nky:

• Pro každý vrchol v ∈ V máme rovnici, která zaručuje, že vrchol v má
právě jednu barvu – bud’ c nebo m nebo z:

xcv + xmv + xzv = 1.

• Pro každou hranu e = {u, v} máme tři nerovnosti (pro každou barvu
jednu) zaručuj́ıćı, že oba vrcholy u a v nemohou mı́t stejnou barvu:

xcu + xcv ≤ 1, xmu + xmv ≤ 1, xzu + xzv ≤ 1.

Plat́ı: Graf G je 3-barevný právě tehdy, když I má př́ıpustné řešeńı.

Instance I má 3 |V | proměnných a |V | + 3 |E| podmı́nek. Jedná se tedy o
instanci velikosti O(n+m), kde n = |V | a m = |E|.

4.4.13 Důsledek. Protože ILP je ve tř́ıděNP, jedná se oNP úplnou úlohu.

4.4.14 Problém rozkladu.
Úloha: Je dána konečná množina X a systém jej́ıch podmnožin S.

Otázka: Je možné z S vybrat prvky tak, že tvoř́ı rozklad množiny X? Jinými
slovy, existuje A ⊆ S tak, že A je rozklad množiny X?

4.4.15 Tvrzeńı. Plat́ı

3-barevnost �p problém rozkladu.

4.4.16 Převod 3-barevnosti na problém rozkladu. Je dán neoriento-
vaný prostý graf bez smyček G = (V,E). Zkonstruujeme množinu X a systém
jej́ıch podmnožin S tak, že graf G je tř́ıbarevný právě tehdy, když ze systému
S lze vybrat rozklad množiny X.

Množina X:

• Pro každý vrchol v ∈ V dáme do množiny X prvky

v, pcv, p
m
v , p

z
v.
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4.4. Převody úloh [240625-1306 ] 43

• Pro každou hranu e = {u, v} dáme do množiny X prvky

qcuv, q
m
uv, q

z
uv, q

c
vu, q

m
vu, q

z
vu.

Množina X má 4 |V |+ 6 |E| prvk̊u.

Systém podmnožin S tvoř́ı tyto množiny:

1) Pro každý vrchol v ∈ V :

{v, pcv}, {v, pmv }, {v, pzv}.

2) Pro každý vrchol v ∈ V označme N(v) množinu všech soused̊u vrcholu v
(tj. N(v) = {u | {u, v} ∈ E}). Do S dáme množiny:

Scv = {pcv, qcvu |u ∈ N(v)}, Smv = {pmv , qmvu |u ∈ N(v)}, Szv = {pzv, qzvu |u ∈ N(v)}.

3) Pro každou hranu e = {u, v} dáme do S množiny:

{qcuv, qmvu}, {qcuv, qzvu}, {qmuv, qcvu}, {qmuv, qzvu}, {qzuv, qcvu}, {qzuv, qmvu}.

Systém S má 3 |V | množin z 1), 3 |V | množin z 2) a 6 |E| množin z 3).

Je-li graf G 3-barevný, je možné jeho vrcholy obarvit barvami {c,m, z}.
Označme b(v) barvu vrcholu v ∈ V . Z systému S vybereme A takto:

A se skládá z:

1) {v, pb(v)
v } pro všechny v ∈ V ,

2) Sb1v a Sb2v , kde b1 a b2 jsou zbylé dvě barvy, kterými neńı obarven v,

3) {qb(u)
uv , q

b(v)
vu } pro každou hranu e = {u, v}.

Uvědomte si, že protože b je obarveńı, množiny ze 3) jsou v S .
Jestliže existuje rozklad A ⊆ S množiny X, pak sestroj́ıme obarveńı grafu

G takto:

b(v) := b, b ∈ {c,m, z} právě tehdy, když {v, pbv} ∈ A.

Neńı těžké dokázat, že z volby systému S a A vyplývá: b je obarveńı vrchol̊u
třemi barvami.

4.4.17 Důsledek. Protože problém rozkladu je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.18 SubsetSum.
Úloha: Jsou dána kladná č́ısla a1, a2, . . . , an a č́ıslo K.
Otázka: Lze vybrat podmnožinu č́ısel a1, a2, . . . , an tak, aby jejich součet byl
roven č́ıslu K?

Jinými slovy, existuje J ⊆ {1, 2, . . . , n} tak, že∑
i∈J

ai = K.
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4.4.19 Tvrzeńı. Plat́ı

problém rozkladu �p SubsetSum.

4.4.20 Převod problému rozkladu na SubsetSum. Je dána konečná
množina X a systém jej́ıch podmnožin S. Přejmenujeme prvky X tak, že
X = {0, 1, . . . , n− 1} a S = {S1, S2, . . . , Sr}.

Zvoĺıme přirozené č́ıslo p větš́ı než r (počet prvk̊u S). Každé podmnožině
Si přǐrad́ıme kladné č́ıslo ai takto: Ke každé množině Si označ́ıme χSi

jej́ı
charakteristickou funkci; tj. χSi

(j) = 1 právě tehdy, když j ∈ Si. Pak

Si −→
n−1∑
j=0

χSi
(j) pj = ai.

Nakonec zvoĺıme č́ıslo K =
∑n−1
i=0 pi.

Protože p > r, neńı těžké ukázat, že∑
i∈J

ai = K právě tehdy, když A = {Si | i ∈ J} je rozklad X.

4.4.21 Důsledek. Protože SubsetSum je ve tř́ıděNP, jedná se oNP úplnou
úlohu.

4.4.22 Poznámka. Nyńı neńı těžké sestrojit polynomiálńı redukci problému
SubsetSum na problém děleńı kořisti nebo na problém batohu. Proto jsou i tyto
dvě úlohy NP úplné.

4.4.23 Problém klik.
Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G = (V,E) bez smyček a č́ıslo k.
Otázka: Existuje v grafu G klika o alespoň k vrcholech?

4.4.24 Tvrzeńı. Plat́ı

3− CNF SAT �p problém klik.

4.4.25 Nástin převodu 3−CNF SAT na problém klik. Je dána formule
ϕ v CNF, s k klauzulemi C1, C2, . . . , Ck, kde každá klauzule má 3 literály.
Sestroj́ıme k-partitńı neorientovaný graf G = (V,E) takto:

G má pro každou klauzuli jednu stranu; strana odpov́ıdaj́ıćı klauzuli C
se skládá ze 3 vrchol̊u označených literály klauzule C. Hrany grafu G vedou
vždy mezi dvěma stranami a to tak, že spojuj́ı dva literály, které nejsou
komplementárńı (tj. jeden neńı negaćı druhého).

Plat́ı: Formule ϕ je splnitelná právě tehdy, když v grafu G existuje klika
o k vrcholech. (Poznamenejme, že k je počet klauzuĺı formule ϕ.)

Jestliže ϕ je pravdivá v ohodnoceńı u, vybereme v každé klauzuli formule
ϕ jeden literál, který je v daném ohodnoceńı pravdivý. Pak množina vrchol̊u
odpov́ıdaj́ıćıch těmto literál̊um tvoř́ı kliku v G o k vrcholech.
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Jestliže v grafu G existuje klika A o k vrcholech, pak A má jeden vrchol v
každé straně grafu G. Položme jako pravdivé všechny literály, které se nacházej́ı
v A a hodnoty ostatńıch logických proměnných zadefinujme libovolně. Pak v
tomto ohodnoceńı je formule ϕ pravdivá.

Zkonstruovaný graf G má tolik vrchol̊u jako má formule ϕ literál̊u, tj. n
vrchol̊u, kde n je délka formule ϕ. Vzhledem k tomu, že prostý graf s n vrcholy
má O(n2) hran, jedná se o polynomiálńı redukci.

4.4.26 Důsledek. Protože problém klik je ve tř́ıdě NP, jedná se o NP
úplnou úlohu.

4.4.27 Nezávislé množiny. Je dán prostý neorientovaný graf G = (V,E)
bez smyček. Množina vrchol̊u N ⊆ V se nazývá nezávislá množina v G, jestliže
žádná hrana grafu G nemá oba krajńı vrcholy v N . Jinými slovy, indukovaný
podgraf množinou N je diskrétńı graf.

Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k.

Otázka: Existuje v G nezávislá množina o k vrcholech?

4.4.28 Tvrzeńı. Plat́ı

problém klik �p nezávislé množiny.

4.4.29 Převod problému klik na nezávislé množiny. Je dán prostý
neorientovaný graf bez smyček G = (V,E). Definujeme opačný graf Gop =
(V,Eop) takto:

{u, v} ∈ Eop právě tehdy, když u 6= v a {u, v} /∈ E.

Plat́ı: Množina A ⊆ V je klika v grafu G právě tehdy, když je maximálńı
nezávislou množinou v grafu Gop. (Jinými slovy, A je nezávislá množina a
přidáńım libovolného vrcholu už nebude nezávislá.)

To, že se jedná o polynomiálńı redukci vyplývá z faktu, že všech hran v grafu

G i doplňkovém grafu Gop je n(n−1)
2 , kde n je počet vrchol̊u.

4.4.30 Důsledek. Protože úloha o nezávislých množinách je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.31 Vrcholové pokryt́ı. Je dán prostý neorientovaný graf bez smyček
G = (V,E). Podmnožina vrchol̊u B ⊆ V se nazývá vrcholové pokryt́ı G, jestliže
každá hrana grafu G má alespoň jeden krajńı vrchol v množině B.

Poznamenejme, že celá množina vrchol̊u V je vrcholovým pokryt́ım, problém
je naj́ıt vrcholové pokryt́ı o co nejmenš́ım počtu vrchol̊u.

Úloha: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k.

Otázka: Existuje v grafu G vrcholové pokryt́ı o k vrcholech?

4.4.32 Tvrzeńı. Plat́ı

nezávislé množiny �p vrcholové pokryt́ı.
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46 [240625-1306 ] Kapitola 4. Tř́ıdy složitosti

4.4.33 Nástin převodu nezávislých množin na vrcholové pokryt́ı.
Plat́ı: Je-li množina N nezávislá množina grafu G, pak množina V \ N je
vrcholovým pokryt́ım grafu G. A naopak, je-li B vrcholové pokryt́ı grafu G,
pak množina V \B je nezávislá množina v G.

Proto: Je dán prostý neorientovaný graf G bez smyček a č́ıslo k. Pak v
G existuje nezávislá množina o k vrcholech právě tehdy, když v G existuje
vrcholové pokryt́ı o n− k vrcholech, kde n = |V | je počet vrchol̊u grafu G.

4.4.34 Důsledek. Protože problém vrcholového pokryt́ı je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.35 Existence hamiltonovského cyklu.
Úloha: Je dán orientovaný graf G.

Otázka: Existuje v grafu G hamiltonovský cyklus? (Jinými slovy, existuje v grafu
G cyklus procházej́ıćı všemi vrcholy?)

4.4.36 Tvrzeńı. Plat́ı

vrcholové pokryt́ı �p existence hamiltonovského cyklu.

4.4.37 Základńı myšlenka převodu. Převod je založen na využit́ı speciálńıho
grafu H o 4 vrcholech a 6 orientovaných hranách. Graf H má tuto vlastnost: Má-
li být graf součást́ı hamiltonovského cyklu, pak jsou jen dva základńı zp̊usoby
pr̊uchodu grafem H, bud’ se projdou všechny vrcholy za sebou, nebo při dvoj́ım
pr̊uchodu vždy dva a dva.

Předpokládejme, že je dán neorientovaný prostý graf G = (V,E) bez smyček
a č́ıslo k. Je možno vytvořit orientovaný graf G′ takový, že v G existuje vrcholové
pokryt́ı o k vrcholech právě tehdy, když v G′ existuje hamiltonovský cyklus.

Graf G′ se, zhruba řečeno, vytvoř́ı takto: Za každou hranu grafu G do G′

dáme kopii grafu H. Kromě takto źıskaných vrchol̊u přidáme ještě vrcholy
1, 2, . . . , k. Celkově tedy počet vrchol̊u grafu G′ je 4 |E| + k. Hrany grafu G′

jsou jednak hrany všech kopíı grafu H, jednak hrany vedoućı mezi nimi a dále
hrany do a z vrchol̊u 1, 2, . . . , k. Celkově je hran grafu G′ také úměrně počtu
hran grafu G plus k-násobek počtu vrchol̊u grafu G. To znamená, že redukce je
polynomiálńı.

4.4.38 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovského cyklu je ve
tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.39 Hamiltonovská kružnice
Podobně jako jsme v 4.4.36 ukázali, že se problém vrcholového pokryt́ı poly-
nomiálně redukuje na problém existence hamiltonovského cyklu, dá se sestrojit
i redukce

vrcholové pokryt́ı �p existence hamiltonovského kružnice.

Rozd́ıl je pouze v tom, že pomocný graf je složitěǰśı.

4.4.40 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovské kružnice je ve
tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.
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4.4.41 Tvrzeńı. Plat́ı

existence hamiltonovské kružnice �p problém obchodńıho cestuj́ıćıho.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý a je ponechán student̊um jako
domáćı úkol.

4.4.42 Důsledek. Protože problém obchodńıho cestuj́ıćıho je ve tř́ıdě NP,
jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.43 Tvrzeńı. Plat́ı

existence hamiltonovského cyklu �p existence orientované hamiltonovské cesty.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je jednoduchý a ukážeme si jej na cvičeńı.

4.4.44 Důsledek. Protože problém existence hamiltonovské cesty je ve tř́ıdě
NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.45 Tvrzeńı. Plat́ı

existence orientované hamiltonovské cesty �p nejdeľśı cesty v orientovaném grafu.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý.

4.4.46 Důsledek. Protože problém nejdeľśıch cest v orientovaném grafu je
ve tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.47 Tvrzeńı. Plat́ı

nejdeľśı cesty v orientovaném grafu �p nejkratš́ı cesty v orientovaném grafu.

Převod zmı́něný v tvrzeńı je velmi jednoduchý.

4.4.48 Důsledek. Protože problém nejkratš́ıch cest v orientovaném grafu je
ve tř́ıdě NP, jedná se o NP úplnou úlohu.

4.4.49 Heuristiky. Jestliže je třeba řešit problém, který je NP úplný,
muśıme pro větš́ı instance opustit myšlenku přesného nebo optimálńıho řešeńı
a smı́̌rit se s t́ım, že źıskáme

”
dostatečně přesné“ nebo

”
dostatečně kvalitńı“

řešeńı. K tomu se použ́ıvaj́ı heuristické algoritmy pracuj́ıćı v polynomiálńım
čase. Algoritmům, kde umı́me zaručit

”
jak daleko“ je nalezené řešeńı od op-

timálńıho, se také ř́ıká aproximačńı algoritmy.

4.4.50 Heuristika pro vrcholové pokryt́ı — 1. Uvažujme následuj́ıćı
heuristický algoritmus, který pro daný neorientovaný graf najde jeho vrcholové
pokryt́ı. Algoritmus je založen na

”
hladovém postupu“.

Vstup: neorientovaný graf G = (V,E).

Výstup: vrcholové pokryti C grafu G.
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begin

C := ∅
while E 6= ∅ do

vyber vrchol v s největš́ım stupněm
C := C ∪ {v}
odstraň v spolu s hranami s ńım incidentńımi

end

return C

Přestože algoritmus
”
vypadá rozumně“, v některých př́ıpadech najde vrcho-

lové pokryt́ı, které má podstatně v́ıc vrchol̊u než nejméně početné pokryt́ı. Zde
t́ım

”
podstatně“ rozumı́me toto: existuje graf G, který má vrcholové pokryt́ı o

k vrcholech, ale výše uvedený algoritmus najde vrcholové pokryt́ı o Θ(k lg k)
vrcholech.

4.4.51 Heuristika pro vrcholové pokryt́ı — 2. Uvažujme ještě jeden
heuristický algoritmus, který pro daný neorientovaný graf najde jeho vrcholové
pokryt́ı.

Vstup: neorientovaný graf G = (V,E).

Výstup: vrcholové pokryti C grafu G.

begin

C := ∅
while E 6= ∅ do

vyber hranu {u, v}
C := C ∪ {u, v}
odstraň vrcholy u, v spolu se všemi hranami s nimi incidentńımi

end

return C

Dá se dokázat, že druhý algoritmus vždy najde vrcholové pokryt́ı, které
obsahuje maximálně dvakrát tolik vrchol̊u než je počet nejméně početného
vrcholového pokryt́ı.

4.4.52 Tvrzeńı. Označme Cmin nejméně početné vrcholové pokryt́ı grafu G.
Pak druhá heuristika najde vrcholové pokryt́ı C takové, že

|C| ≤ 2 |Cmin|.

Důkaz. Označme F množinu všech hran, která byla vybrána algoritmem. Pak
|C| = 2 |F |; ano, za každou vybranou hranu jsme do množiny C vložili dva
vrcholy — krajńı vrcholy této hrany. Nav́ıc, žádné dvě hrany v množině F nemaj́ı
společný vrchol; tud́ıž je jejich pokryt́ı je třeba |F | vrchol̊u. Proto |Cmin| ≥ |F |
a |C| = 2 |F | ≤ 2 |Cmin|.
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4.4.53 Aproximačńı algoritmus. Definice. Uvažujme optimalizačńı problém
U . Polynomiálńı algoritmus A se nazývá R aproximačńı algoritmus, jestliže exis-
tuje reálné č́ıslo R takové, že pro každou instanci algoritmus A najde př́ıpustné
řešeńı ne horš́ı než R krát hodnota optimálńıho řešeńı.

To znamená, že pro minimalizačńı úlohu najde řešeńı, které nemá hodnotu
účelové funkce větš́ı než R krát hodnotu optimálńıho řešeńı; pro maximalizačńı
úlohu najde řešeńı, které nemá hodnotu účelové funkce menš́ı než R krát
hodnotu optimálńıho řešeńı.

Druhá heuristika pro nalezeńı vrcholového pokryt́ı je tedy 2 aproximačńı
algoritmus pro problém vrcholového pokryt́ı.

Ne pro všechny úlohy, jejichž rozhodovaćı verze jsou NP úplné, aproximačńı
algoritmy existuj́ı. Př́ıkladem je problém obchodńıho cestuj́ıćıho, jak ukazuje
následuj́ıćı věta.

4.4.54 Tvrzeńı. Kdyby existovala konstanta r a polynomiálńı algoritmus
A takový, že pro každou instanci obchodńıho cestuj́ıćıho I najde trasu délky
D ≤ r OPT (I), kde OPT (I) je délka optimálńı trasy instance I, pak

P = NP.

4.4.55 Zd̊uvodněńı tvrzeńı 4.4.54. Za předpokladu tvrzeńı 4.4.54 bychom
uměli polynomiálně vyřešit problém existence hamiltonovské kružnice. Na-
znač́ıme odpov́ıdaj́ıćı převod.

Je dán neorientovaný graf G = (V,E), V = {1, 2, . . . , n}, a ptáme se, zda
v něm existuje hamiltonovská kružnice. Zkonstruujeme instanci obchodńıho
cestuj́ıćıho takto: Pro města {1, 2, . . . , n} polož́ıme

d(i, j) =

{
1, {i, j} ∈ E

r n+ 1, {i, j} 6∈ E

Trasa v instanci popsané výše může mı́t délku n, jestliže je tvořena všemi
hranami délky 1. V tomto př́ıpadě jsou všechny hrany hranami grafu G a
trasa představuje hamiltonovskou kružnici. Nebo muśı trasa mı́t délku alespoň
n− 1 + n r + 1 = n r + n. To je v př́ıpadě, že aspoň jedna spojnice v trase neńı
tvořena hranou grafu G.

Tedy jestliže algoritmus A najde trasu délky jiné než n, pak v grafu G
neexistuje hamiltonovská kružnice. Takto bychom polynomiálńım algoritmem
byli schopni rozhodnout existenci hamiltonovské kružnice. Protože existence
hamiltonovské kružnice je NP úplný problém, platilo by P = NP.

4.4.56 Trojúhelńıková nerovnost. Řekneme, že instance obchodńıho ces-
tuj́ıćıho splňuje trojúhelńıkovou nerovnost, jestliže pro každá tři města i, j, k
plat́ı:

d(i, j) ≤ d(i, k) + d(k, j).

4.4.57 Tvrzeńı. Jestliže instance I obchodńıho cestuj́ıćıho splňuje trojúhelńıkovou
nerovnost, pak existuje polynomiálńı algoritmusA, který pro I najde trasu délky
D, kde D ≤ 2OPT (I) (OPT (I) je délka optimálńı trasy v I).
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4.4.58 Slovńı popis algoritmu z tvrzeńı 4.4.57. Instanci I považujeme
za úplný graf G s množinou vrchol̊u V = {1, 2, . . . , n} a ohodnoceńım d.

1. V grafu G najdeme minimálńı kostru (V,K).

2. Kostru (V,K) prohledáme do hloubky z libovolného vrcholu.

3. Trasu T vytvoř́ıme tak, že vrcholy procháźıme ve stejném pořad́ı jako při
prvńım navšt́ıveńı během prohledáváńı grafu. T je výstup em algoritmu.

Zřejmě plat́ı, že délka kostry K je menš́ı než OPT (I). Ano, vynecháme-
li z optimálńı trasy některou hranu, dostaneme kostru grafu G. Protože K je
minimálńı kostra, muśı být délka K menš́ı než OPT (I) (předpokládáme, že
vzdálenosti měst jsou kladné). Vzhledem k platnosti trojúhelńıkové nerovnosti,
je délka T menš́ı nebo rovna dvojnásobku délky kostry K.

4.4.59 Christofides̊uv algoritmus. Jestliže instance I obchodńıho ces-
tuj́ıćıho splňuje trojúhelńıkovou nerovnost, pak následuj́ıćı algoritmus najde
trasu T délky D takovou, že D ≤ 3

2 OPT (I).

Instanci I považujeme ze úplný graf G s množinou vrchol̊u V = {1, 2, . . . , n}
a ohodnoceńım d.

1. V grafu G najdeme minimálńı kostru (V,K).

2. Vytvoř́ıme úplný graf H na množině všech vrchol̊u, které v kostře (V,K)
maj́ı lichý stupeň.

3. V grafu H najdeme nejlevněǰśı perfektńı párováńı P .

4. Hrany P přidáme k hranám K minimálńı kostry. Graf (V, P ∪ K) je
eulerovský graf. V grafu (V, P ∪K) sestroj́ıme uzavřený eulerovský tah.

5. Trasu T źıskáme z eulerovského tahu tak, že vrcholy navšt́ıv́ıme v pořad́ı,
ve kterém jsme do nich poprvé vstoupili při tvorbě eulerovského tahu.

Plat́ı, že délka takto vzniklé trasy je maximálně 3
2 krát větš́ı než délka optimálńı

trasy.

4.4.60 Poznámka. Odhad délky trasy, kterou jsme źıskali v 4.4.58, i odhad
pro trasu źıskanou Christofidesovým algoritmem neńı možné zlepšit.

4.5 Tř́ıda co-NP
4.5.1 Pozorováńı. Je-li jazyk L ve tř́ıdě P, pak i jeho doplněk L patř́ı do
tř́ıdy P. Obdobné tvrzeńı se pro jazyky tř́ıdy NP neumı́ dokázat.

4.5.2 Definice. Jazyk L patř́ı do tř́ıdy co-NP, jestliže jeho doplněk patř́ı do
tř́ıdy NP.
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4.5.3 Př́ıklady.

• Jazyk USAT , který je doplňkem jazyka SAT splnitelných booleovských
formuĺı, lež́ı ve tř́ıdě co-NP. (Jazyk USAT se skládá ze všech nesplni-
telných booleovských formuĺı a ze všech slov, které neodpov́ıdaj́ı boole-
ovské formuli.)

• Jazyk TAUT , který se skládá ze všech slov odpov́ıdaj́ıćıch tautologii
výrokové logiky, patř́ı do tř́ıdy co-NP.

4.5.4 Otázka, zda co-NP = NP, je otevřená.

4.5.5 Lemma. Mějme dva jazyky L1 a L2, pro které plat́ı L1 �p L2. Pak
plat́ı také L1 �p L2, (kde L je doplněk jazyka L).

Zd̊uvodněńı. Jestliže L1 �p L2, L1 ⊆ Σ?, L2 ⊆ Φ?, pak existuje polynomiálńı
algoritmus M , který pro každé slovo w ∈ Σ? zkonstruuje slovo M(w) ∈ Φ? a to
tak, že

w ∈ L1 právě tehdy, když M(w) ∈ L2.

To ale znamená, že

w 6∈ L1 právě tehdy, když M(w) 6∈ L2,

a tedy L1 �p L2.

4.5.6 Tvrzeńı. Plat́ı co-NP = NP právě tehdy, když existuje NP úplný
jazyk, jehož doplněk je ve tř́ıdě NP.

Důkaz. Jestliže co-NP = NP, pak každý doplněk nějakéhoNP úplného jazyka
lež́ı ve tř́ıdě NP.

Předpokládejme, že existuje NP úplný jazuk L, jehož doplněk L lež́ı ve tř́ıdě
NP. Ukážeme, že
co-NP ⊆ NP a NP ⊆ co-NP.

Vezměme libovolný jazyk L1 ze tř́ıdy co-NP. Pak L1 ∈ NP. Protože L je
NP úplný jazyk, L1 �p L a podle předchoźıho lemmatu L1 �p L ∈ NP. Odtud
L1 ∈ NP.

Vezměme libovolný jazyk L2 takový, že L2 ∈ NP. Pak L2 �p L a tedy (opět
podle předchoźıho lemmatu) L2 �p L ∈ NP. Proto L2 ∈ co-NP.

4.6 Tř́ıdy PSPACE a NPSPACE
4.6.1 Je dán Turing̊uv stroj M (deterministický nebo nedeterministický).
Připomeňme, že M pracuje s pamět’ovou složitost́ı p(n) právě tehdy, když pro
každé slovo délky n nepoužije pamět’ovou buňku větš́ı než p(n). Uvědomte si:
jestliže Turing̊uv stroj přij́ımá jazyk s polynomiálńı časovou složitost́ı, pak se
muśı zastavit na každém vstupu (at’ už lež́ı v přij́ımané jazyce, nebo ne); tj.
Turing̊uv stroj jazyk rozhoduje. Podobné tvrzeńı neplat́ı pro Turing̊uv stroj,
který nějaký jazyk přij́ımá s polynomiálńı pamět’ovou složitost́ı; ano, Turing̊uv
stroj se může zacyklit na slově, které nepřij́ımá.
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4.6.2 Tř́ıda PSPACE. Jazyk L patř́ı do tř́ıdy PSPACE jestliže existuje deter-
ministický Turing̊uv stroj M , který přij́ımá jazyk L a pracuje s polynomiálńı
pamět’ovou složitost́ı.

4.6.3 Tvrzeńı. Plat́ı
P ⊆ PSPACE.

4.6.4 Tř́ıda NPSPACE. Jazyk L patř́ı do tř́ıdy NPSPACE jestliže existuje
nedeterministický Turing̊uv stroj M , který přij́ımá jazyk L a pracuje s poly-
nomiálńı pamět’ovou složitost́ı.

4.6.5 Tvrzeńı. Plat́ı
NP ⊆ NPSPACE.

4.6.6 Věta. Je dán Turing̊uv stroj M (deterministický nebo nedeterminis-
tický), který přij́ımá jazyk L s pamět’ovou složitost́ı p(n) (kde p je nějaký poly-
nom). Pak existuje konstanta c taková, že M přijme slovo w délky n po nejvýše
cp(n)+1 kroćıch.

4.6.7 Myšlenka d̊ukazu věty 4.6.6. Konstantu c voĺıme tak, abychom měli
zajǐstěno, že Turing̊uv stroj M má při práci se vstupem délky n méně než cp(n)+1

r̊uzných situaćı. Zaj́ımaj́ı nás totiž pouze takové výpočty, ve kterých se situace
neopakuj́ı. Označme t počet páskových symbol̊u Turingova stroje M a označme
s počet stav̊u M . Pak M má p(n) s tp(n) r̊uzných situaćı; ano, stroj se může
nacházet v s r̊uzných stavech, hlava může skenovat jedno z p(n) poĺı pásky, a
páska může mı́t jeden z tp(n) r̊uzných obsah̊u.

Položme c = t+ s. Z binomické věty vyplývá, že

cp(n)+1 = (t+ s)p(n)+1 = tp(n)+1 + (p(n) + 1) tp(n) s+ . . . .

Odtud cp(n)+1 ≥ p(n) tp(n) s.

4.6.8 Věta. Je-li jazyk L ve tř́ıdě PSPACE (NPSPACE), pak L je rozhodován
deterministickým (nedeterministickým) Turingovým strojem M s polynomiálńı
pamět’ovou složitost́ı, který se vždy zastav́ı po nejvýše cq(n) kroćıch, kde q(n) je
vhodný polynom a c konstanta.

4.6.9 Myšlenka d̊ukazy věty 4.6.8. Předpokládejme, že L ∈ PSPACE. Pak
existuje Turing̊uv stroj M1, který přij́ımá jazyk L s pamět’ovou složitost́ı p(n)
(p(n) je vhodný polynom). Vı́me (z věty 4.6.6), že existuje konstanta c taková,
že Turing̊uv stroj M1 potřebuje nejvýše cp(n)+1 krok̊u.

Vytvoř́ıme Turing̊uv stroj M2, který bude mı́t dvě pásky: prvńı páska bude
simulovat M1, druhá bude poč́ıtat kroky na prvńı pásce. Jestliže počet krok̊u
překroč́ı cp(n)+1, Turing̊uv stroj M2 se neúspěsně zastav́ı. Poč́ıtáńı krok̊u M2

provád́ı v c-adické soustavě (tak, aby zabralo jen O(p(n)) poĺı pásky).

Hledaný Turing̊uv stroj M je Turing̊uv stroj s jednou páskou, který simuluje
Turing̊uv stroj M2. Turing̊uv stroj M pracuje v s časovou složitost́ı O(c2p(n)),
tedy v maximálně d c2p(n) kroćıch. Nyńı stač́ı položit q(n) = 2p(n)+logc d nebo
jakýkoli polynom větš́ı.
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4.6.10 Savitchova věta. Plat́ı

PSPACE = NPSPACE.

4.6.11 Nástin myšlenky d̊ukazu Savitchovy věty. Zřejmě PSPACE ⊆
NPSPACE. Důkaz opačné inkluze NPSPACE ⊆ PSPACE spoč́ıvá v tom,
že jsme schopni nedeterministický Turing̊uv stroj M pracuj́ıćı s pamět’ovou
složitost́ı p(n) simulovat deterministickým Turingovým strojemN , který pracuje
s pamět’ovou složitost́ı O([p(n)]2) (o časové složitosti nic dokazovat nebudeme).
Konstrukce N je založena na následuj́ıćı rekursivńı proceduře DOSTP (I, J ;m),
kde I a J jsou situace NTM M a m je kladné přirozené č́ıslo. DOSTUP (I, J ;m)
vrát́ı 1, jestliže I `? J v nejvýše m kroćıch.

DOSTUP (I, J ;m)

Vstup: Situace I a J NTM M a m je kladné přirozené č́ıslo.

Výstup: TRUE, jestliže J je dostupná z I v nejvýše m kroćıch, FALSE v
opačném př́ıpadě.

begin

if m = 1 then

if I = J nebo I ` J then return TRUE
else return FALSE

end

else (induktivńı část]
for každou možnou situaci K do

if DOSTUP (I,K; bm2 c) a DOSTUP (K,J ; dm2 e then
return TRUE

return FALSE
end

end

Uvědomte si, že rekurzivńı procedura DOSTUP (I, J ;m) má vždy na
zásobńıku jen jednu trojici (I1, J1;m), nejvýše jednu trojici (I2, J2; m2 ), nejvýše
jednu (I3, J3; m4 ), atd. Tedy současně nemá na zásobńıku v́ıc než lgm r̊uzných
trojic.

Je dán nedeterministický Turing̊uv stroj M , který přij́ımá jazyk L s poly-
nomiálńı pamět’ovou složitost́ı p(n). Pro vstup w voláme proceduruDOSTUP (I0, J ;m),
kde I0 je počátečńı situace M , J je některá přij́ımaj́ıćı situace M a m =
cp(n)+1 (c je konstanta z 4.6.6). Dá se dokázat, že pro vykonáńı procedury
DOSTUP (I, J ;m) deterministickým Turingovým strojem stač́ı pamět’ová složitost
O([p(n)]2). To vyplývá z toho, že DOSTUP (I0, J ;m) má na zásobńıku ma-
ximálně lg cp(n)+1 = d p(n) trojic (I, J ; r) a každá z trojic má nejvýše délku
O(p(n)). (Uvědomte si, že nám nezálež́ı na tom, jak dlouho deterministický
Turing̊uv stroj pracuje, zaj́ımáme se pouze o pamět’ové nároky.)

4.6.12 Důsledek. Plat́ı

P ⊆ NP ⊆ PSPACE.
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4.7 Testováńı prvoč́ıselnosti

4.7.1 Jazyky Lp a Ls. Jazyk Lp obsahuje všechna prvoč́ısla, jazyk Ls
obsahuje všechna složená č́ısla; přesněji:

Lp = {w |w je binárńı zápis prvoč́ısla}

Ls = {w |w je binárńı zápis složeného č́ısla}.
Jazyk Ls je (až na č́ıslo 1) doplňkem jazyka Lp; přidáme-li 1 do jazyka Ls, pak
dostáváme

Ls = Lp, Lp = Ls.

4.7.2 Tvrzeńı. Jazyk Ls lež́ı ve tř́ıdě NP.

Zd̊uvodněni: Jestliže č́ıslo n je složené, znamená to, že má dělitele r, pro nějž
plat́ı 1 < r < n. Známe-li některého (tzv. vlastńıho) dělitele r, jsme schopni
děleńım č́ısla n č́ıslem r zjistit, že n je opravdu složené č́ıslo. Pro prvoč́ıslo
žádný takový vlastńı dělitel neexistuje.

Nyńı si stač́ı uvědomit, že vlastńı dělitel je hledaný certifikát s polynomiálńı
velkost́ı. Ano, délka binárńıho slova odpov́ıdaj́ıćıho n, je k = lg n, délka dělitele
r je O(k) a celoč́ıselné děleńı dvou binárńıch č́ısel délky k lze provést v
polynomiálńım čase vzhledem k délce binárńıho zápisu č́ısel.

4.7.3 Důsledek. Jazyk Lp je ve tř́ıdě co-NP.

4.7.4 Tvrzeńı. Jazyk Lp je ve tř́ıdě NP.

Naj́ıt polynomiálńı certifikát pro jazyk obsahuj́ıćı prvoč́ısla je podstatně
těžš́ı než pro jazyk obsahuj́ıćı složená č́ısla. V tomto př́ıpadě se jedná např.
o generátor grupy (Zp \ {0},�, 1) (p prvoč́ıslo); tj primitivńı prvek konečného
tělesa (Zp,⊕,�, 0, 1).

4.7.5 Důsledek. Jazyky Lp a Ls patř́ı do pr̊uniku tř́ıd NP a co-NP.

4.7.6 V daľśım ukážeme, že existuje pravděpodobnostńı algoritmus — Miller̊uv
test prvoč́ıselnosti, který pro dané velké liché č́ıslo n s pravděpodobnost́ı aspoň
1
2 rozhodne, zda n je prvoč́ıslo. Dř́ıve než algoritmus uvedeme, připomeneme
několik fakt̊u z algebry, které budeme potřebovat.

• Množina Zn tzv. zbytkových tř́ıd modulo n je

Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.

• Na množině Zn jsou definovány operace ⊕ a � takto

a⊕ b = c, kde c je zbytek při děleńı č́ısla a+ b č́ıslem n,

a� b = c, kde c je zbytek při děleńı č́ısla a.b č́ıslem n.

• (Zn,⊕, 0) je komutativńı grupa, (Zn,�, 1) je komutativńı monoid a plat́ı
distributivńı zákony

Nav́ıc, prvek a ∈ Zn má inverzńı prvek (vzhledem k operaci �) právě
tehdy, když a a n jsou nesoudělná č́ısla.

Proto (Zn,⊕,�, 0, 1) pro n prvoč́ıslo je těleso; pro složená n, tělesem neńı.
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• Podle malé Fermatovy věty pro a nesoudělné s prvoč́ıslem p plat́ı

ap−1 ≡ 1 (modn).

• Je-li H podgrupa konečné grupy G, pak počet prvk̊u podgrupy H děĺı
počet prvk̊u grupy G.

• Operace sč́ıtáńı, násobeńı, umocňováńı a děleńı v Zn je možné provést
v polynomiálńım čase vzhledem k velikosti č́ısel, se kterými se operace
prováděj́ı.

4.7.7 Miller̊uv test prvoč́ıselnosti.

Vstup: velké liché přirozené č́ıslo n.

Výstup:
”
prvoč́ıslo“ nebo

”
složené“.

1. Spoč́ıtáme n− 1 = 2lm, kde m je liché č́ıslo.

2. Náhodně vybereme a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

3. Spoč́ıtáme am (modn),
jestliže am ≡ 1 (modn), stop, výstup

”
prvoč́ıslo“.

4. Opakovaným umocňováńım poč́ıtáme

a2m (modn), a22m (modn), . . . , a2lm (modn).

5. Jestliže a2lm 6≡ 1 (modn), stop, výstup
”
složené“.

6. Vezmeme k takové, že a2km 6≡ 1 (modn) a a2k+1m ≡ 1 (modn).

Jestliže a2km ≡ −1 (modn), stop, výstup
”
prvoč́ıslo“.

Jestliže a2km 6≡ −1 (modn), stop, výstup
”
složené“.

4.7.8 Věta.

1. Jestliže pro vstup n dá Miller̊uv test prvoč́ıselnosti odpověd’
”
složené“,

pak je č́ıslo n složené.

2. Jestliže pro vstup n dá Miller̊uv test prvoč́ıselnosti odpověd’
”
prvoč́ıslo“,

pak n je prvoč́ıslo s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1
2 .

Idea d̊ukazu. Add 1. Jestliže je č́ıslo n prvoč́ıslo, tak nemůžeme dostat výstup

”
složené“. Malá Fermatova věta totiž zaručuje, že nemůžeme skončit v kroku 5 s

výstupem
”
složené“. Dále pro n prvoč́ıslo je (Zn,⊕,�) konečné těleso. V tělese

existuj́ı pouze dva prvky, které umocněné na druhou dávaj́ı 1 (tzv. odmocniny
z 1) — totiž č́ıslo 1 a −1. Proto nemůžeme skončit ani v kroku 6 výstupem

”
složené“.

Add 2. Ukázat druhou vlastnost je obt́ıžněǰśı. Důkaz neńı těžký pro taková
složená n, pro která existuje a ∈ Zn, a nesoudělné s n, a an−1 6≡ 1 (modn).
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Pro ostatńı složená č́ısla, tzv.
”
pseudoprvoč́ısla“, (též

”
Carmichaelova č́ısla“), je

d̊ukaz dost obt́ıžný.

Ukážeme základńı myšlenku d̊ukazu pro složená n: Spoč́ıtáme počet takových
a vybraných v kroku 2, pro která dostaneme jistě správnou odpověd’ (tj.
nedostaneme odpověd’ prvoč́ıslo). Protože každé a má stejnou pravděpodobnost
být vybráno, stač́ı, abychom ukázali, že jich je aspoň tolik, kolik jich může dát
odpověd’ špatnou (prvoč́ıslo).

Vybereme-li v kroku 2 neinvertibilńı č́ıslo a, určitě dostaneme odpověd’

složené, protože žádná mocnina neinvertibilńıho č́ısla nemůže být rovna 1.

Předpokládejme, že složené č́ıslo n neńı pseudoprvoč́ıslo, tj. existuje a ∈ Zn,
a nesoudělné s n, a an−1 6≡ 1 (modn). Označme

Z?n = {a ∈ Zn | a je invertibilńı}

K = {a ∈ Zn | an−1 = 1}.

Vı́me, že K 6= Z?n, přitom (K,�) je podgrupa grupy (Z?n,�). Proto počet prvk̊u
K děĺı počet prvk̊u Z?n. Odtud počet prvk̊u v množině K je nejvýše dvakrát
méně než prvk̊u v množině Z?n; jinými slovy

|Z?n \K| ≥ |K|.

Vybereme-li a ∈ Z?n \ K, dostaneme správnou odpověd’
”
složené“, protože

an−1 6= 1.
Špatnou odpověd’ můžeme dostat pouze pro a ∈ K a těch je méně než nebo

stejně jako a ∈ Z?n \K.

Pro pseudoprvoč́ısla plat́ı |K| = |Z?n| a muśıme argumentovat krokem 6, kde
se dá ukázat, že počet a, která vedou v kroku 6 na odmocninu z 1 r̊uznou od
−1 je aspoň tak velký jako počet těch a, která vedou na −1.

4.8 Tř́ıdy založené na pravděpodobnostńıch al-
goritmech

4.8.1 Randomizovaný Turing̊uv stroj. RTM je, zhruba řečeno, Turing̊uv
stroj M se dvěma nebo v́ıce páskami, kde prvńı páska má stejnou roli jako u
deterministického Turingova stroje, ale druhá páska obsahuje náhodnou po-
sloupnost 0 a 1, tj. na každém poĺıčku se 0 objev́ı s pravděpodobnost́ı 1

2 a 1 také
s pravděpodobnost́ı 1

2 .

Na začátku práce:

• stroj M se nacháźı v počátečńım stavu q0;

• prvńı páska obsahuje vstupńı slovo w, zbytek pásky pak blanky B;

• druhá páska obsahuje náhodnou posloupnost 0 a 1;

• př́ıpadné daľśı pásky obsahuj́ı B;

• všechny hlavy jsou nastaveny na prvńım poĺıčku dané pásky.
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Na základě stavu q, ve kterém se stroj M nacháźı, a na základě obsahu
poĺıček, které jednotlivé hlavy čtou, přechodová funkce δ určuje, zda se M
zastav́ı nebo přejde do nového stavu p, přeṕı̌se obsah prvńı pásky (nikoli
ale obsah druhé pásky) a hlavy posune doprava, doleva nebo z̊ustanou stát
(posuny hlav jsou nezávislé).

Formálně, je-li M ve stavu q, hlava na prvńı pásce čte symbol X, na druhé
pásce je č́ıslo a a

δ(q,X, a) = (p, Y,D1, D2), q, p ∈ Q, a ∈ {0, 1}, X, Y ∈ Γ, D1, D2 ∈ {L,R, S},

pak M se přesune do stavu p, na prvńı pásku naṕı̌se Y a i-tá hlava se posune
doprava pro Di = R, doleva pro Di = L nebo z̊ustane na mı́stě pro Di = S.

Jestliže δ(q,X, a) neńı definováno, M se zastav́ı.

M se úspěšně zastav́ı právě tehdy, když se přesune do koncového (přij́ımaćıho)
stavu qf .

4.8.2 Poznámka. Rozd́ıl mezi RTM a obyčejným TM je v roli druhé pásky.
Turing̊uv stroj s dvěma páskami může přepisovat i obsah druhé pásky a to je
v př́ıpadě RTM zakázáno. Nav́ıc při dvou běźıch RTM může být pr̊uběh práce
RTM r̊uzný (zálež́ı na náhodně vygenerovaném obsahu druhé pásky). To se u
v́ıcepáskového deterministického TM stát nemůže.

Může se zdát, že tento model je nerealistický — nemůžeme před začátkem
práce naplnit nekonečnou pásku. Toto je ale

”
realizováno“ tak, že v okamžiku,

kdy druhá hlava čte dosud nenavšt́ıvené poĺıčko druhé pásky, náhodně se
vygeneruje 0 nebo 1 každé s pravděpodobnost́ı 1

2 a tento symbol už se nikdy
během jednoho pr̊uběhu práce TM nezměńı.

4.8.3 Př́ıklad. Je dán RTM M , kde Q = {q0, q1, q2, q3, qf}, Γ = {0, 1, B} a
přechodová funkce δ je definována tabulkou:

0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 B, 0 B, 1
→ q0 (q1, 0, R, S) (q2, 1, R, S) (q3, 0, S,R) (q3, 1, S,R) − −

q1 (q1, 0, R, S) − − − (q4, B, S, S) −
q2 − (q2, 1, R, S) − − (q4, B, S, S) −
q3 (q3, 0, R,R) − − (q3, 1, R,R) (q4, B, S, S) (q4, B, S, S)

← q4 − − − − − −

Předpokládejme, že na vstupu má RTM M slovo w, pak:

• Jestliže prvńı symbol druhé pásky je 0 (tj. náhodně jsme vygenerovali 0),
M zkontroluje, zda w = 0n nebo w = 1n pro nějaké n > 0.

• Jestliže prvńı symbol druhé pásky je 1 (tj. náhodně jsme vygenerovali 1),
hlava na druhé pásce se posune doprava a M zkontroluje, zda se obsah
druhé pásky od druhého poĺıčka shoduje se vstupem w.

Nenastane-li ani jeden z předchoźıch př́ıpad̊u, M se neúspěšně zastav́ı.

V př́ıpadě RTM je třeba spoč́ıtat pravděpodobnost s jakou se M pro dané
vstupńı slovo w úspěšně zastav́ı, tj. zastav́ı v

”
přij́ımaćım“ stavu qf . V našem

př́ıkladě je odpověd’ tato:
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• Jestliže w je prázdné slovo, M se v qf nikdy nezastav́ı (tj. pro žádný
náhodný obsah druhé pásky).

• Jestliže w = 0n nebo w = 1n pro n > 0, M se zastav́ı v qf s
pravděpodobnost́ı

1

2
+

1

2

(
1

2

)n
=

1

2
+ 2−(n+1).

• Jestliže w je jiného tvaru, tj. obsahuje jak 0, tak 1, pak pravděpodobnost,
že se M zastav́ı v qf je

1

2

(
1

2

)|w|
= 2−(|w|+1).

4.8.4 Tř́ıda RP. Jazyk L patř́ı do tř́ıdyRP právě tehdy, když existuje RTM
M takový, že:

1. Jestliže w 6∈ L, stroj M se ve stavu qf zastav́ı s pravděpodobnost́ı 0.

2. Jestliže w ∈ L, stroj M se ve stavu qf zastav́ı s pravděpodobnost́ı, která
je alespoň rovna 1

2 .

3. Existuje polynom p(n) takový, že každý běh M (tj. pro jakýkoli obsah
druhé pásky) trvá maximálně p(n) krok̊u, kde n je délka vstupńıho slova.

Miller-Rabin̊uv test prvoč́ıselnosti je př́ıklad algoritmu, který splňuje všechny
tř́ı podmı́nky (utvoř́ıme-li k němu odpov́ıdaj́ıćı RTM) a proto jazyk L, který se
skládá ze všech složených č́ısel, patř́ı do tř́ıdy RP.

4.8.5 Turing̊uv stroj typu Monte-Carlo. RTM splňuj́ıćı podmı́nky 1 a 2
z předchoźı definice 4.8.4, se nazývá RTM typu Monte-Carlo.

Uvědomte si, že RTM typu Monte-Carlo obecně nemuśı pracovat v poly-
nomiálńım čase.

4.8.6 Tvrzeńı. Je dán jazyk L ∈ RP, pak pro každou kladnou konstantu
0 < c < 1

2 je možné sestrojit RTM M (algoritmus) s polynomiálńı složitost́ı a
takový, že:

1. Jestliže w 6∈ L, stroj M se úspěšně zastav́ı (tj. zastav́ı se ve stavu qf )
s pravděpodobnost́ı 0.

2. Jestliže w ∈ L, stroj M se úspěšně zastav́ı (tj. zastav́ı se ve stavu qf )
s pravděpodobnost́ı aspoň 1− c.

4.8.7 Tř́ıda ZPP. Jazyk L patř́ı do tř́ıdy ZPP právě tehdy, když existuje
RTM M takový, že:

1. Jestliže w 6∈ L, stroj M se úspěšně zastav́ı (tj. zastav́ı se ve stavu qf )
s pravděpodobnost́ı 0.

2. Jestliže w ∈ L, stroj M se úspěšně zastav́ı (tj. zastav́ı se ve stavu qf )
s pravděpodobnost́ı 1.
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3. Středńı hodnota počtu krok̊u M v jednom běhu je p(n), kde p(n) je
polynom a n je délka vstupńıho slova.

To znamená: M neudělá chybu, ale nezaručujeme vždy polynomiálńı počet
krok̊u při jednom běhu, pouze středńı hodnota počtu krok̊u je polynomiálńı.

4.8.8 Turing̊uv stroj typu Las-Vegas. RTM splňuj́ıćı podmı́nky z předchoźı
definice 4.8.7, se nazývá typu Las-Vegas.

4.8.9 Tvrzeńı. Jestliže jazyk L patř́ı do tř́ıdy ZPP, pak i jeho doplněk L
patř́ı do tř́ıdy ZPP.

Stejný RTM M typu Las-Vegas slouž́ı
”
k přijet́ı“ jak jazyka L, tak i jeho

doplňku L; stač́ı koncové (přij́ımaj́ıćı) stavy RTM M prohlásit za nekoncové a
ze všech nekoncových stav̊u M udělat koncové.

4.8.10 Poznámka. Pro jazyky ze tř́ıdy RP se tvrzeńı obdobné 4.8.9 neumı́
dokázat. To motivuje následuj́ıćı tř́ıdu jazyk̊u.

4.8.11 Tř́ıda co-RP. Jazyk L patř́ı do tř́ıdy co-RP právě tehdy, když jeho
doplněk L patř́ı do tř́ıdy RP.

4.8.12 Věta.
ZPP = RP ∩ co-RP.

Nástin d̊ukazu. Ukážeme nejprve RP ∩ co-RP ⊆ ZPP.

Předpokládejme, že jazyk L lež́ı v obou tř́ıdách RP i co-RP. Existuj́ı proto
dva RTM M1 a M2 typu Monte Carlo pracuj́ıćı v polynomiálńım čase a takové,
že

M1 — pro jazyk L;

M2 — pro jazyk L.

Označme p(n) ten větš́ı z polynomů, které určuj́ı počet krok̊u M1 a M2.
Sestroj́ıme RTM M typu Las-Vegas pro jazyk L takto: Pro dané vstupńı slovo
w

1. M nechá pracovat M1 po dobu p(n) krok̊u. Jestliže M1 úspěšně skonč́ı, M
také skonč́ı úspěšně.

2. M nechá pracovat M2 po dobu p(n) krok̊u. Jestliže M2 úspěšně skonč́ı, M
skonč́ı ale neúspěšně.

3. Jestliže M neskonč́ı ani v kroku 1 ani v kroku 2, M pokračuje opět krokem
1.

Dá se dokázat, že RTM M je typu Las-Vegas.

Nyńı ukážeme, že ZPP ⊆ RP ∩ co-RP.

Předpokládejme, že jazyk L lež́ı ve tř́ıdě ZPP, existuje tedy pro něj RTM
M1 typu Las-Vegas. Označme p(n) polynom, který udává středńı hodnotu počtu
krok̊u RTM M1 pro vstupńı slovo délky n. Vytvoř́ıme RTM M typu Monte Carlo
pracuj́ıćı polynomiálńım čase pro jazyk L.
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M nechá na vstupu w pracovat RTM M1 po dobu 2p(n). Jestliže M1

úspěšně skonč́ı, M úspěšně skonč́ı; ve všech ostatńıch př́ıpadech RTM M skonč́ı
neúspěšně.

Dá se dokázat, že M splňuje všechny podmı́nky pro RTM typu Monte Carlo.
Protože pracuje v čase 2p(n), jedná se o polynomiálńı RTM typu Monte Carlo.
Proto je jazyk L ve tř́ıdě RP.

Protože tř́ıda ZPP je uzavřena na doplňky, je každý jazyk ze tř́ıdy ZPP
také ve tř́ıdě co-RP.

4.8.13 Věta. Plat́ı

P ⊆ ZPP, RP ⊆ NP, co-RP ⊆ co-NP.

Prvńı inkluze je zřejmá, každý polynomiálńı Turing̊uv stroj můžeme považovat
za randomizovaný Turing̊uv stroj typu Las-Vegas.

Druhá inkluze je složitěǰśı. Jej́ı d̊ukaz spoč́ıvá v tom, že pro daný poly-
nomiálńı RTM M typu Monte Carlo pracuj́ıćı v polynomiálńım čase zkonstru-
ujeme nedeterministický Turing̊uv stroj, který přij́ımá jazyk L(M).

Třet́ı inkluze jednoduše vyplývá z definic tř́ıd co-RP, co-NP a z druhé
inkluze.
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Kapitola 5

Nerozhodnutelnost

5.1 Rekursivńı a rekursivně spočetné jazyky

5.1.1 Rekursivńı jazyky. Řekneme, že jazyk L je rekursivńı, jestliže exis-
tuje Turing̊uv stroj M , který rozhoduje jazyk L.

Připomeňme, že Turing̊uv stroj M rozhoduje jazyk L znamená, že jej přij́ımá
a na každém vstupu se zastav́ı (bud’ úspěšně nebo neúspěšně).

Tř́ıda rekursivńıch jazyk̊u se často znač́ı R.

5.1.2 Rekursivně spočetné jazyky. Řekneme, že jazyk L je rekursivně
spočetný, jestliže existuje Turing̊uv stroj M , který tento jazyk přij́ımá.

Jinými slovy, M se pro každé slovo w, které patř́ı do L, úspěšně zastav́ı a pro
slovo w, které nepatř́ı do L se bud’ zastav́ı neúspěšně nebo se nezastav́ı v̊ubec.

Tř́ıda rekursivně spočetných jazyk̊u se často znač́ı RS.

5.1.3 Poznámka. Jazyk̊um, které nejsou rekursivńı, také ř́ıkáme, že jsou
algoritmicky neřešitelné nebo nerozhodnutelné. Obdobně mluv́ıme o úlohách,
které jsou nerozhodnutelné nebo algoritmicky neřešitelné. Prvńı pojem se už́ıvá
častěji pro rozhodovaćı úlohy, druhý i pro úlohy konstrukčńı či optimalizačńı.

Každý rekursivńı jazyk je též rekursivně spočetný. V daľśım textu ukážeme,
že naopak to neplat́ı, tj. existuj́ı rekursivně spočetné jazyky, které nejsou
rekursivńı.

5.1.4 Tvrzeńı. Jestliže jazyk L je rekursivńı, pak je rekursivńı i jeho doplněk
L.

5.1.5 Tvrzeńı. Jestliže jazyk L i jeho doplněk L jsou oba rekursivně spočetné,
pak L je rekursivńı.

5.1.6 Tvrzeńı. Pro jazyk L může nastat jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

1. L i L jsou oba rekursivńı.

2. Jeden z L a L je rekursivně spočetný a druhý neńı rekursivně spočetný.

3. L i L nejsou rekursivně spočetné.

25. června 2024, 13:06



62 [240625-1306 ] Kapitola 5. Nerozhodnutelnost

5.1.7 Kód Turingova stroje. Každý Turing̊uv stroj M lze zakódovat jako
binárńı slovo. Mějme Turing̊uv stroj M s množinou stav̊u Q = {q1, q2, . . . , qn},
množinou vstupńıch symbol̊u Σ = {0, 1}, množinou páskových symbol̊u Γ =
{X1, X2, . . . , Xm}, kde X1 = 0, X2 = 1 a X3 = B. Dále počátečńı stav je stav
q1, koncový stav je q2. Označme D1 pohyb hlavy doprava a D2 pohyb hlavy
doleva. (Tj. D1 = R a D2 = L.)

Jeden přechod stroje M

δ(qi, Xj) = (qk, Xl, Dr)

zakódujeme slovem

w = 0i10j10k10l10r.

Kód Turingova stroje M , znač́ıme jej 〈M〉, je

〈M〉 = 111w1 11w2 11 . . . 11wp 111,

Kde w1, . . . , wp jsou slova odpov́ıdaj́ıćı všem přechod̊um stroje M .

5.1.8 Binárńı slova můžeme uspořádat do posloupnosti a tud́ıž je oč́ıslovat.
Jedno z možných oč́ıslováńı je toto: K binárńımu slovu w utvoř́ıme 1w a toto
chápeme jako binárńı zápis přirozeného č́ısla.

Tedy např. ε je prvńı slovo, 0 je druhé slovo, 1 je třet́ı slovo, atd, 100110 je
1100110 = 64 + 32 + 4 + 2 = 102, tj. 100110 je 102-hé slovo. V daľśım textu o
binárńım slovu na mı́stě i mluv́ıme jako o slovu wi. Tedy w1 = ε, w102 = 100110.

Jedná se vlastně o uspořádáńı slov nejprve podle délky a mezi slovy stejné
délky o lexikografické uspořádáńı.

5.1.9 Diagonálńı jazyk Ld. Nejprve uděláme následuj́ıćı úmluvu. Jestliže
binárńı slovo w nemá tvar z 5.1.7, považujeme ho za kód Turingova stroje M ,
který nepřij́ımá žádné slovo (neudělá nikdy žádný krok). Tj. L(M) = ∅.

Jazyk Ld se skládá ze všech binárńıch slov w takových, že Turing̊uv stroj
s kódem w nepřij́ımá slovo w. (Tedy Ld obsahuje i všechna slova w, která
neodpov́ıdaj́ı kód̊um nějakého Turingova stroje, ovšem obsahuje i daľśı binárńı
slova.)

5.1.10 Věta. Neexistuje Turing̊uv stroj, který by přij́ımal jazyk Ld. Jinými
slovy, Ld 6= L(M) pro každý Turing̊uv stroj M .

Nástin d̊ukazu. Postupujeme sporem. Kdyby existoval Turing̊uv stroj M
takový, že Ld = L(M), pak by tento Turing̊uv stroj měl kód roven nějakému
binárńımu slovu, tj. 〈M〉 = wi pro nějaké i.

Na otázku, zda toto slovo wi patř́ı nebo nepatř́ı do jazyka Ld, nemůžeme
dát odpověd’, která by nevedla ke sporu.

Kdyby wi ∈ Ld, pak wi splňuje podmı́nku: Turing̊uv stroj s kódem wi
nepřij́ımá slovo wi. Ale Ld = L(M) kde wi = 〈M〉 — spor.

Kdyby wi 6∈ Ld, pak Turing̊uv stroj s kódem wi přij́ımá slovo wi. Ale to je
podmı́nka pro to, aby slovo wi patřilo do L(M) — spor.

Proto neexistuje Turing̊uv stroj, který by přij́ımal jazyk Ld.
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5.1.11 Univerzálńı jazyk. Univerzálńı jazyk LUN je množina slov tvaru
〈M〉w, kde 〈M〉 je kód Turingova stroje a w ∈ {0, 1}? je binárńı slovo takové,
že w ∈ L(M).

5.1.12 Univerzálńı Turing̊uv stroj. Poṕı̌seme, velmi zhruba, Turing̊uv
stroj, který přij́ımá univerzálńı jazyk LUN . Tomuto Turingovu stroji se také
ř́ıká univerzálńı Turing̊uv stroj a znač́ıme ho U .

Univerzálńı Turing̊uv stroj U má 4 pásky. Prvńı páska obsahuje vstupńı slovo
〈M〉w, druhá páska simuluje pásku Turingova stroje M a třet́ı páska obsahuje
kód stavu, ve kterém se Turing̊uv stroj M nacháźı. Dále má U ještě čtvrtou,
pomocnou pásku.

Na začátku práce Turingova stroje U je na prvńı pásce vstupńı slovo
〈M〉w, ostatńı pásky obsahuj́ı pouze B, blanky. Připomeňme, že kód Turin-
gova stroje źıskáme takto. Předpokládejme, že Turing̊uv stroj M se skládá
z (Q, {0, 1}, {0, 1, B}, δ, q1, {q2}), kde Q = {q1, q2, . . . , qn}. Označme 0 jako
X1, 1 jako X2, B jako X3, pohyb doprava R jako D1, pohyb doleva L jako D2.
Pak jednotlivé přechody δ(qi, Xj) = (qk, Xl, Dm) kódujeme

t = 0i10j10k10l10m, kde 1 ≤ i, k ≤ n, 1 ≤ j, l ≤ 3, 1 ≤ m ≤ 2.

Turing̊uv stroj M má kód

111 t1 11 t2 11 . . . 11 tr 111.

Turing̊uv stroj U nejprve zkontroluje, že vstup je opravdu kódem Turingova
stroje M následovaný binárńım slovem. Jestliže neńı, U se neúspěšně zastav́ı.

V př́ıpadě, že vstupńı slovo je tvaru kód Turingova stroje M následovaný
binárńım slovem w, U přeṕı̌se slovo w na druhou pásku a na třet́ı pásku naṕı̌se
0. To je proto, že Turing̊uv stroj je na začátku práce ve stavu q1 kódovaném
jako 0.

Nyńı Turing̊uv stroj U simuluje kroky Turingova strojeM s t́ım, že kdykoli se
stroj M dostane do stavu q2 (koncový

”
přij́ımaćı“ stav M), U se úspěšně zastav́ı.

Toto poznáme tak, že na třet́ı pásce se objev́ı 00 předcházené a následované B,
blanky.

Poznamenejme, že je třeba ještě řada daľśıch technických detail̊u. Např. při
přepisováńı slova w na druhou pásku to děláme tak, že za 0 ve vstupńım slově
w na pásku naṕı̌seme 10, za 1 ve w na druhou pásku zaṕı̌seme 100. Je-li na
druhou pásku potřeba (vzhledem k přechodové funkci Turingova stroje M) na
druhou pásku napsat B, naṕı̌seme 1000. Čtvrtá páska slouž́ı k tomu, abychom
na druhou pásku byli schopni vždy napsat stav pásky TM M .

5.1.13 Důsledek. Univerzálńı jazyk LUN je rekursivně spočetný.

5.1.14 Tvrzeńı. Univerzálńı jazyk LUN neńı rekursivńı.

Kdyby totiž LUN byl rekursivńı, existoval by Turing̊uv stroj M , který
rozhodne LUN . Tj. M se vždy zastav́ı; na slovech z jazyka LUN se úspěšně
zastav́ı, na slovech nelež́ıćıch v LUN se neúspěšně zastav́ı. Na základě tohoto
Turingova stroje M bychom byli schopni rozhodnout diagonálńı jazyk Ld, o
kterém v́ıme, že neńı ani rekursivně spočetný, viz 5.1.10.
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5.1.15 Redukce. Připomeňme definici redukce z 4.3.1.

Jsou dány dvě rozhodovaćı úlohy U a V. Řekneme, že úloha U se redukuje
na úlohu V, jestliže existuje algoritmus (program pro RAM, Turing̊uv stroj) A,
který pro každou instanci I úlohy U zkonstruuje instanci I ′ úlohy V a to tak, že

I je ANO instance U iff I ′ je ANO instance V.

Fakt, že úloha U se redukuje na úlohu V znač́ıme

U � V.

Jsou dány dva jazyky L1 ⊆ Σ?, L2 ⊆ Γ?. Řekneme, že jazyk L1 se redukuje
na jazyk L2, jestliže existuje algoritmus (program pro RAM, Turing̊uv stroj) A,
který pro každé slovo w ∈ Σ? zkonstruuje slovo A(w) ∈ Γ? a to tak, že

w ∈ L1 iff A(w) ∈ L2.

Fakt, že jazyk L1 se redukuje na jazyk L2 znač́ıme

L1 � L2.

5.1.16 Tvrzeńı. Jsou dány dvě úlohy U a V takové, že U � V . Pak plat́ı:

1. Jestliže V je rozhodnutelná, pak i U je rozhodnutelná.

2. Jestliže U je nerozhodnutelná, pak i V je nerozhodnutelná.

3. Jestliže jazyk úlohy U neńı rekursivně spočetný, pak i jazyk úlohy V neńı
rekursivně spočetný.

5.1.17 Tvrzeńı. Jsou dány jazyky

Le = {〈M〉 |L(M) = ∅}, Lne = {〈M〉 |L(M) 6= ∅}.

Pak jazyk Lne je rekursivně spočetný, ale ne rekursivńı. Jakyk Le neńı ani
rekursivně spočetný.

5.1.18 Poznámka. Uvědomme si, že jazyk Le je doplňkem jazyka Lne. Ano,
jestliže slovo w neńı kódem nějakého Turingova stroje, pak ho považujeme za
kód stroje, který nepřij́ımá žádné slovo, tj. patř́ı do jazyka Le.

Univerzálńı Turing̊uv stroj U se dá využ́ıt i k tomu abychom ukázali, že
jazyk Lne je rekursivně spočetný. Z redukce LUN � Lne a 5.1.16 dostáváme,
že Lne neńı rekursivńı. Fakt, že Le neńı ani rekursivně spočetný pak vyplývá z
5.1.5.

5.1.19 Věta (Rice). Jakákoli netriviálńı vlastnost rekursivně spočetných
jazyk̊u (jazyk̊u přij́ımaných Turingovým strojem) je nerozhodnutelná.

Poznamenejme, že netriviálńı vlastnost́ı se rozumı́ každá vlastnost, kterou
má aspoň jeden rekursivně spočetný jazyk a nemaj́ı ho všechny rekursivně
spočetné jazyky.
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5.2 Daľśı nerozhodnutelné úlohy

5.2.1 V minulém odd́ıle jsme uvedli několik nerozhodnutelných jazyk̊u —
úloh. Věta (Rice) dokonce ř́ıká, že každá netriviálńı vlastnost rekursivńıch
jazyk̊u je nerozhodnutelná. Na druhou stranu úlohy týkaj́ıćı se rekursivńıch
jazyk̊u se mohou zdát jako značně umělé. V této části ukážeme daľśı úlohy, které
jsou nerozhodnutelné. Poznamenejme ještě, že univerzálńı jazyk LUN hraje pro
nerozhodnutelné jazyky/úlohy obdobnou roli jako hrál problém splnitelnosti
booleovských formuĺı pro NP úplné úlohy.

Označme UN úlohu odpov́ıdaj́ıćı univerzálńımu jazyku LUN ; tj. tuto úlohu:
Instance se skládá z TM M a slova w. Jedná se o ano instanci právě tehdy, když
w ∈ L(M).

5.2.2 Post̊uv korespondenčńı problém (PCP). Jsou dány dva seznamy
slov A,B nad danou abecedou Σ.

A = (w1, w2, . . . , wk), B = (x1, x2, . . . , xk),

kde wi, xi ∈ Σ?, i = 1, 2, . . . , k. Řekneme, že dvojice A,B má řešeńı, jestliže
existuje posloupnost i1, i2, . . . , ir index̊u, tj ij ∈ {1, 2, . . . , k}, taková, že

wi1 wi2 . . . wir = xi1 xi2 . . . xir .

Otázka: Existuje řešeńı dané instance?

5.2.3 Př́ıklady.

1. Jsou dány seznamy

1 2 3 4 5
A 011 0 101 1010 010
B 1101 00 01 00 0

Tato instance má řešeńı, např. 2, 1, 1, 4, 1, 5 je

w2 w1 w1 w4 w1 w5 = 00110111010011010 = x2 x1 x1 x4 x1 x5.

2. Jsou dány seznamy

1 2 3 4 5
A 11 0 101 1010 010
B 101 00 01 00 0

Tato instance nemá řešeńı.

5.2.4 Modifikovaný Post̊uv korespondenčńı problém (MPCP). Jsou
dány dva seznamy slov A,B nad danou abecedou Σ.

A = (w1, w2, . . . , wk), B = (x1, x2, . . . , xk),

kde wi, xi ∈ Σ?, i = 1, 2, . . . , k. Řekneme, že dvojice A,B má řešeńı, jestliže
existuje posloupnost 1, i1, i2, . . . , ir index̊u, tj ij ∈ {1, 2, . . . , k}, taková, že

w1 wi1 wi2 . . . wir = x1 xi1 xi2 . . . xir .

Otázka: Existuje řešeńı dané instance?
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5.2.5 Poznámka. Modifikovaný Post̊uv korespondenčńı problém se od Po-
stova korespondenčńıho problému lǐśı t́ım, že v MPCP vyžadujeme, aby hledaná
posloupnost index̊u vždy zač́ınala jedničkou. Význam MPCP spoč́ıvá v tom, že
se dá dokázat následuj́ıćı věta.

5.2.6 Věta. Plat́ı
UN � MPCP � PCP.

Nástin druhé redukce. Máme dánu instanci MPCP

A = (w1, w2, . . . , wk), B = (x1, x2, . . . , xk),

Předpokládejme, že # a ∗ nejsou prvky Σ, Vytvoř́ıme novou instanci PCP

C = (y0, y1, . . . , yk, yk+1), D = (z0, z1, . . . , zk, zk+1),

kde

1. Pro každé i = 1, . . . , k slovo yi vzniklo ze slova wi t́ım, že jsme za každý
symbol slova wi umı́stili symbol ∗; obdobně zi vzniklo ze slova xi přidáńım
symbolu ∗ před každý symbol slova xi.

2. y0 = ∗y1; z0 = z1.

3. yk+1 = #, zk+1 = ∗#.

Neńı těžké nahlédnout, že A,B má řešeńı 1, i1, . . . , ir právě tehdy, když má
řešeńı C,D a to muśı být 0, i1, . . . , ir, k + 1.

5.2.7 Poznámka. Prvńı redukce je obt́ıžněǰśı. Jedná se o popis práce Tu-
ringova stroje pomoćı slov nad vhodnou abecedou. Trik spoč́ıvá v tom, že po-
sloupnost pro MPCP muśı zač́ınat prvńım slovem (to zajist́ı, že Turing̊uv stroj
začne pracovat v počátečńım stavu s daným obsahem pásky). Pro seznam A
bude slovo vždy

”
dohánět výpočet podle přechodové funkce Turingova stroje“,

který bude odpov́ıdat seznamu B. Bude tedy slovo vytvořené podle seznamu A
prefixem slova vytvořeného podle seznamu B. Slova se stanou stejnými teprve v
okamžiku, kdy se TM dostaneme do koncového stavu; tj. kdy se ve slově podle
seznamu B objev́ı koncový stav.

5.2.8 Důsledek. Post̊uv korespondenčńı problém je nerozhodnutelný.

5.2.9 Poznámka. Kdybychom omezili možnou délku hledané posloupnosti
i1, i2, . . . , ir, (tj. omezili r), problém by se stal algoritmicky řešitelným —
existoval by algoritmus hrubé śıly. Také, kdybychom mı́sto seznamů A, B
uvažovali množiny slov, problém by byl dokonce polynomiálně řešitelný.

5.2.10 Vı́ceznačnost bezkontextových gramatik. Je dána bezkontex-
tová gramatika G = (N,Σ, S, P ), kde N je množina neterminálńıch symbol̊u,
Σ je množina terminálńıch symbol̊u, S je startovaćı symbol a P je množina
pravidel typu X → α pro X ∈ N , α ∈ (N ∪ Σ)?.

Otázka: Rozhodněte, zda existuje slovo w, které má dva r̊uzné derivačńı
stromy.
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5.2.11 Věta. Plat́ı

PCP � v́ıceznačnost bezkontextových gramatik.

5.2.12 Nástin redukce pro d̊ukaz věty 5.2.11. Je dána instance PCP,
tj. seznamy slov A = (w1, w2, . . . , wk) a B = (x1, x2, . . . , xk). Sestroj́ıme
bezkontextovou gramatiku G = ({S,A,B},Σ ∪ {a1, a2, . . . , ak}, S, P ), kde P
obsahuje tato pravidla

S → A | B,

A→ w1Aa1 | w2Aa2 | . . . |wk Aak,

A→ w1 a1 | w2 a2 | . . . |wk ak,

B → x1B a1 | x2B a2 | . . . |xk B ak,

B → x1 a1 | x2 a2 | . . . |xk ak,

Pak gramatika G je v́ıceznačná právě tehdy, když nějaké slovo wai1ai2 . . . air ,
w ∈ Σ?, má dvě r̊uzná odvozeńı. Tato situace nastává právě tehdy, když instance
PCP má řešeńı. (Uvědomte si, že dvě r̊uzná odvozeńı jsou možná jen, můžeme-li
stejné slovo wai1ai2 . . . air odvodit při použit́ı pravidla S → A i S → B, tedy w
vytvořit ze seznamu A i ze seznamu B při použit́ı slov se stejným indexem.)

5.2.13 Věta. Jsou dány bezkontextové gramatiky G1 a G2. Označme L(G1)
a L(G2) jazyky generované gramatikami G1 a G2. Následuj́ıćı úlohy jsou neroz-
hodnutelné.

1. L(G1) ∩ L(G2) = ∅.

2. L(G1) = L(G2).

3. L(G1) ⊆ L(G2).

4. L(G1) = Σ?.

5.2.14 Tiling problém. Jsou dány čtvercové dlaždičky velikosti 1 cm2

několika typ̊u. Každá dlaždička má barevné okraje. Máme neomezený počet
dlaždiček každého typu.

Otázka: Je možné dlaždičkami vydláždit každou plochu daného typu tak,
aby se dlaždičky dotýkaly hranami stejné barvy, za předpokladu, že dlaždičky
nesmı́me rotovat?

5.2.15 Věta. Tiling problém je nerozhodnutelný.

Tedy speciálně je nerozhodnutelné, zda každou neomezenou plochu je možné
vydláždit předem danou sadou dlaždiček.
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