Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Algoritmus. Algoritmem rozumime dobie definovany proces, tj. po-
sloupnost vypocetnich kroku, ktery prijimd hodnoty (zadéni, vstup) a vytvaii
hodnoty (feseni, vystup).

1.1.2 Problém, tloha. U’loha, téz problém, je obecnd specifikace vztahu
zadéni/feseni. Instanci problému, tlohy U rozumime konkrétni zadani vsech
parametru, které dand tloha (problém) obsahuje. Jinymi slovy, instance tlohy
je spravny piiklad zadani.

1.1.3  Rekneme, ze algoritmus A 7es? dlohu U, jestlize pro kazdy vstup
(kazdou instanci problému i) vyd4 spravné feseni.

Poznamenejme, ze predchozi véta znamend, ze kazdy algoritmus, ktery resi
néjakou ulohu, se vzdy zastavi. To znamena, ze algoritmus, ktery se na néjakém
vstupu nezastavi, nemuze fesit zadnou ulohu.

1.1.4 Analyza casové slozitosti algoritmu. FExistuji dva zédkladni zpusoby
méfeni ¢asové naroc¢nosti algoritmu.

1. Analyza nejhorsiho piipadu. Jednd se o asymptoticky odhad T'(n) ¢asu
potfebného pro vyfreseni kazdé instance velikosti n.

2. Prumérn4 slozitost. Jednd se o asymptoticky odhad Tyyer(n) prumérného
Casu, ktery je potieba pro vyfeSeni instance velikosti n, kde bereme v
uvahu s jakou pravdépodobnosti se jednotlivé instance (typy instanci)
vyskytuji.

Pro posloupnost operaci stejného druhu pouzivame jesté amortizovanou slozitost.
Amortizovand slozitost je prumérnd slozitost nejhorsiho piipadu pro posloup-
nost n operaci/instrukef stejného druhu.

1.2 Asymptoticky ruast funkci

Ptipomenme zakladni pojmy tykajici se rustu nezapornych funkei.
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2 [240625-1306) Kapitola 1. Uvod

1.2.1 Symbol O. Je ddna nezdporna funkce g(n). Rekneme, 7e neziporné
funkece f(n) je O(g(n)), jestlize existuje kladna konstanta c a prirozené ¢islo ng
tak, ze

fn) <cg(n) pro vsechny n > ng.

O
O(g(n)) muzeme téz chépat jako tiidu vSech nezdpornych funkei f(n):

O(g(n)) ={f(n) | 3¢ > 0,n9 € N tak, ze f(n) < cg(n) VYn > no}.

1.2.2 Symbol Q. Je ddna nezdpornd funkce g(n). Rekneme, 7e nezaporna
funkce f(n) je Q2(g(n)), jestlize existuje kladnd konstanta ¢ a pfirozené ¢islo ng
tak, ze

f(n) > cg(n) pro vsechny n > ny.

O
Q(g(n)) muzeme téz chapat jako tiidu vsech nezdpornych funkei f(n):

Qg(n)) ={f(n) | 3¢ > 0,np € N tak, ze f(n) > cg(n) Yn >ng}.

1.2.3 Poznamka. Fakt, ze funkce f(n) je Q(g(n)) je ekvivalentn{ faktu, ze
funkece g(n) je O(f(n)).

1.2.4 Symbol O. Je déna neziporns funkce g(n). Rekneme, Ze nezdpornd
funkce f(n) je O(g(n)), jestlize existuji kladné konstanty c1, c2 a ptirozené ¢islo
ng tak, ze

c19(n) < f(n) <cag(n) pro viechny n > ng.

O(g(n)) muzeme téz chdpat jako tiidu vsech nezdpornych funkei f(n):
O(g(n)) ={f(n) | 3e1,ca > 0,np € N tak, ze ¢ g(n) < f(n) < cag(n) ¥Yn >ng}.

1.2.5 Poznamka. Plati f(n) je ©(g(n)) pravé tehdy, kdyz f(n) je zdroven
O(g(n)) a Q(g(n)).
V dalsim zavedeme jesté dvé dalsi tiidy funkci, totiz o(g(n)) a w(g(n)).

1.2.6 Symbol malé o. Je dina nezaporna funkce g(n). Rekneme, Ze nezdpornd
funkce f(n) jeo(g(n)), jestlize pro kazdou kladnou konstantu ¢ existuje pfirozené
¢islo ng tak, ze

0 < f(n) <cg(n) pro vechny n > ng.

O
o(g(n)) muzeme téz chépat jako tiidu v8ech nezdpornych funkef f(n):

o(g(n)) ={f(n) |Ye>03ng € Ntak, 76 0 < f(n) < cg(n) Vn > ng}.

1.2.7 Poznamka. Fakt, ze nezdpornd funkce f(n) je O(g(n)), zhruba feceno
znamend, ze funkce f(n) neroste asymptoticky vice nez funkce g(n). Naproti
tomu fakt, ze nezdporna funkce f(n) je o(g(n)), znamend, ze funkce f(n) roste
asymptoticky méné nez funkce g(n).
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1.2. Asymptoticky rast funkei [240625-1306) 3

1.2.8 Symbol malé w. Je dédna nezidpornd funkce g(n). Rekneme, Ze nezdporna
funkce f(n) je w(g(n)), jestlize pro kazdou kladnou konstantu ¢ existuje
ptirozené ¢islo ng tak, ze

0<cg(n) < f(n) pro vsechny n > ng.

O
w(g(n)) muzeme téz chépat jako tiidu vsech nezdpornych funkei f(n):

w(g(n)) ={f(n) |Ye>03Ing € Ntak, ze 0 < cg(n) < f(n) Vn > no}.

1.2.9 Poznamka. Fakt, Ze nezdpornd funkce f(n) je Q(g(n)), zhruba feceno
znamend, Ze funkce f(n) roste asymptoticky alespon tak, jako funkce g(n).
Naproti tomu fakt, ze nezdpornd funkce f(n) je w(g(n)), znamend, ze funkce
f(n) roste asymptoticky vice nez funkce g(n).

1.2.10 Znaceni. Protoze symboly O, ), © piedstavuji mnoziny funkci, bu-
deme v dalsim textu psat f(n) € O(g(n)). Je ovsem pravda, ze v literatuie
najdete i zdpis f(n) = O(g(n)). Pfi tomto zdpisu je tfeba mit na paméti, ze
znak rovnosti v zépise f(n) = O(g(n)) nemd stejné vlastnosti jako klasicka
rovnost. Obdobné pro ostatni symboly.

1.2.11 Tvrzeni. Jsou ddny dvé nezdporné funkce f(n) a g(n). Pak plati

1. f(n) € o(g(n)) prave tehdy, kdyz lim,, L"; =0;
2. f(n) € w(g(n)) préave tehdy, kdyz lim, Smy = 00

3. Jestlize lim,, % = a pro nékteré a € R, a # 0, pak f(n) € O(g(n))

Zduvodnéni: 1) Napiseme, co znamend fakt lim,, o 22 = 0:

f(n)

Ve >0dng €N tak, ze Vn > ng plati ‘(

< €.
g(n)

Vztah |%| < ¢ lze piepsat na f(n) < €g(n). Oznacime-li ¢ := ¢, dostdvame
f(n) je o(g(n)).

3) Obdobneé fakt lim,, % =a, a > 0, znamen4, ze

f(n)

Ve >0dng € N tak, ze Vn > ng plati ‘—a’ <e.

g(n)
Jinak zapséno (a —¢)g(n) < f(n) < (a +¢)g(n). Zvolime-li ¢ = §, dostdvame

3a

5 9(n) < f(n) < g(n);

tedy f(n) je ©(g(n)). u
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4 [240625-1306] Kapitola 1. Uvod

1.2.12 Tranzitivita. Neni tézké se presvédcit, ze plati nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni. Mdme dény tii nezdporné funkce f(n), g(n) a h(n).

1. Jestlize f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(h(n)), pak f(n) € O(h(n)).

2. Jestlize f(n) € Q(g(n)) a g(n) € Q(h(n)), pak f(n) € Q(h(n)).

3. Jestlize f(n) € ©(g(n)) a g(n) € ©(h(n)), pak f(n) € O(h(n)).

1.2.13 Reflexivita. Pro vSechny nezéporné funkce f(n) plati: f(n) € O(f(n)),
f(n) € Q(f(n)) a f(n) € O(f(n)).

1.2.14 Tvrzeni. f(n) € ©(g(n)) pravé tehdy, kdyz g(n) € ©(f(n)). O

1.2.15 Piiklady.

1. Pro kazdé a > 1 a b > 1 plat{
log, (n) € ©(logy(n)).

2. V celém textu znaéime logaritmus o zdkladu 2 symbolem lg, tj. lg(n) =
log,(n). Plati

lgn! € ©(n lgn).

Druhé ¢ast tvrzeni vyplyva napi. z nasledujici véty.

1.2.16 Véta (Gauss). Pro kazdé n > 1 plati

n? Sn!g(n—;—l) .

|
Zduvodnéni: Vyuzijeme fakt, ze pro kazda dvé kladna ¢isla a,b plati aT'H’ >
Vab.

Piepiseme (n!)? takto

(n!)an(n—l)...2-1~1-2...(n—l)n:ﬁ(n—i—l—l)i.

=1

Odtud

n!:H\/(nfiqu)iSHn;_ _<”;r ) 7
i=1 =1

protoze pro kazdé i plati /(n—i+1)i < %1'” Tim jsme dostali hornf
odhad.

Na druhé strané pro kazdé i plati n < (n — i + 1)i a proto je n™ < (n!)2.
Odmocnénim dostaneme dolni odhad, totiz nz < nl.
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1.2. Asymptoticky rast funkei [240625-1306) 5

1.2.17 Véta. Mdme ddnu nezdpornou funkei f(n), kterd je neklesajici. Jestlize
plati f(3) € O(f(n)), pak

n

Y f() e B(n f(n)).

i=1
U
Kratké zdavodnéni: Fakt, ze Y. | f(i) € O(n f(n)) je ziejmy: f je nekle-
sajici.
Déle existuje kladna konstanta ¢ takové, ze pro dostatecné velkda n plati
c f(n) < f(%). Proto plati

DI 2 f(G) -+ fn) 2 G ef(n).

To znamend, ze >_;, f(i) > $n f(n) a proto Y. ; f(i) € Qn f(n)).

1.2.18 Poznimka. Vlastnost z predchozi véty ma napi. funkce f(n) = n?

pro piirozené &fslo d > 1, nemd ji v8ak funkce f(n) = 2". Pro asymptoticky
odhad Y7 | 2% se d4 vyuzit ndsledujici metoda:

Matematickou indukei dokdzeme, ze existuje ¢ > 0 takové, ze

izi <c-2m.
=1

Zdkladni krok. Vime, ze 2321 20=2a2<¢-2 pro kazdou konstantu ¢ > 1.
Indukénd krok. Predpokladejme, Ze plati ) ;- | 2° < c¢-2". Pak
n+1 n 1 1
2’i — 2Z 2n+1 < n n+1 — - - . YL-‘,—l.
Z Z + <242 5t )e?
i=1 i=1
Nyni k dokonceni dukazu staci zajistit, aby % + % < 1. A to je ekvivalentni s

podminkou ¢ > 2.

1.2.19 Jesté jeden zpusob ziskani odhadu. Tvrzeni. Pro neklesajici
nezépornou funkei f(n) plati

INCLE if@) < [ rwa

Pro nerostouci nezdpornou funkci f(n) plati
n+1 n n
/ fl@)de <Y f(i) < [ f(x)da.
1 Pt 0

K tomu, abychom se presvédcili o vySe uvedeném, staci si nakreslit obrazek a
soucet Y | f(i) si predstavit jako souet ploch obdélniki s jednou stranou 1 a
jednou stranou f (7). O

Poznamenejme, ze v nékterych pripadech fon f(z)dx muze byt nevlastni in-
tegral. To fesfme tak, ze pouzijeme vztah Y ., f(i) = f(1)+> i, f(i) a teprve
S, f(i) omezujeme integralem.
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6 [240625-1306] Kapitola 1. Uvod

1.3 ResSeni rekursivnich vztahu

V této ¢ésti se zabyvame asymptotickym odhadem funkci, kde funkéni hodnota
T'(n) zévisi na nékolika hodnotach mensich argumentu a dalsi funkei.

Piikladem takového vztahu/funkee je napt. pocet kroku t¥idictho algoritmu,
kde settidéni seznamu n ¢isel prevedeme na roztiidéni kazdé poloviny seznamu
nezavisle a pak ,spojeni“ takto roztiidénych seznamu. Tedy pocet kroku se d&
vyjadrit nasledujici rovnosti

n

2

n

T(n) = T(| :

DN+T(51) +n

1.3.1 Prima metoda. Metoda spociva v tom, ze odhadneme asymptoticky
rust a odhad matematickou indukei dokdzeme. Ukazme si to na piikladé:

Priklad. Najdéte asymptotické chovani funkce T'(n), kde
n
T(n) = 2T(§) +n, T(1)=1

Reseni. N43 odhad je: T(n) < ci lgn.

Zdkladni krok: Pro n = 2 plati T'(2) = 2T(1) + 2 = 4. Tedy T(2) < ¢- 2 pro
kazdou konstantu ¢ > 2.

Indukénd krok. Predpokladejme, ze vztah plati pro vSechna m < n. Pak
T'(n) ZQT(g) +n<2c- glgg+n=ch(lgn—1)+n.

Navic
enlgn—cn+n=cnlgn+n(l—c) <cnlgn,

protoze ¢ > 2. Tedy T'(n) € O(n).
Obdobné se da ukdzat T'(n) € Q(n lgn).

1.3.2 Reseni rekursivnich vztahii pomoci stromii rekurse. Ziskat
dobry odhad pro pfimou metodu neni snadna zalezitost. Nyni si ukdzeme pouziti
rekursivnich stromu, které ndm pomuze kdyz ne vzdy rekursivni vztah vyfesit,
tak ,kvalifikovany“ odhad najit. Tuto metodu si ukazeme na dvou ptikladech;
v prvnim piipadé vztah piimo vyfesime, ve druhém ziskdme odhad, ktery pak
pfimou metodou — t.j. indukei dokazeme.

1.3.3 Piiklad 1. Resme rekursivni vztah

T(n)=3T (g) +n?.

Reseni: Vytvoiime si jednotlivé hladiny stromu, ktery popisuje rekursivni
vypocet funkce T'(n). V nulté hlading mame pouze T(n) a hodnotu n?, kterou
potfebujeme k vypoctu T'(n) (zndme-li T (2)).

V prvnf hladiné se ndm vypocet T'(n) rozpadl na tii vypocty T'(%). K tomu

b 2_ 3 2
pottebujeme hodnotu 3 - (%) = 55 n°.
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1.3. Resen{ rekursivnich vztaht [240625-1306) 7

P#i pfechodu z hladiny ¢ do hladiny ¢ + 1 se kazdy vrchol rozdéli na tii a
kazdy prispéje do celkové hodnoty jednou Sestnéctinou predchoziho. Je proto
3

soucet v hladiné i roven ()" n?.

Posledn{ hladina mé vrcholy oznacené hodnotami 7'(1) a tim rekurse konéi.
Pocet hladin odpovida [log,n]. V posledni hladiné je 3'°84" = n!°83 hodnot
T(1). Proto plati

[log, n] 3\?
T(n)= > (16> n? + h(n),
=0

kde h(n) = T(1) - n'813 € ©(n'°813). Odtud

1—3 -~ 13

T(n) < n? ; (136) + h(n) = n2116 + h(n) = 162, h(n).

Navic, h(n) € o(n?), protoze log, 3 < 1. Ukdzali jsme, ze T'(n) € O(n?). O

1.3.4 Priklad 2. Resme rekurentni vztah

T(n) =T (%) 4T (é") +n.

Reseni: Vytvoiime si jednotlivé hladiny stromu, ktery popisuje rekursivni
vypocet funkce T'(n). V nulté hladiné méme pouze T'(n) a hodnotu n, kterou
poticbujeme k vypoctu T(n) (zndme-li T(%) a T(3)).

V prvni hladiné se ndm vypocet T'(n) rozpadl na vypocet T(%) a T(3*). K
tomu potiebujeme hodnotu 7 + %" =n.

Ve druhé hladiné se vrchol T'(%) rozpadne na T(%) a T(%*); vrchol T(3)
se rozpadne na T(%) a T(%). Soucet v druhé hladiné je

Nejpozdéji ve stromé skonéi vétev odpovidajici clentim 23—”, skonc¢i pravé tehdy,
kdyz 2:;." = 1. (Prvni clen ve stromu skonci pro z; = 1.) Proto ve vyssich

hladinach uz je souc¢et mensi. Posledni neprazdné hladina odpovida takovému
i, 7€
2n 22n 2in _

t.j. (2)'n =1, nebo-lin=(3) ai= logs n.

Je ovSem ziejmé, ze nevyuzijeme celou posledni hladinu — v posledni hladiné
bude pouze jediny list. Proto, prestoze log% n je vétsi nez 1 (a také na zéklade
analogie s T'(n) = 27'(%) + n) zkusime odhad

T(n)<d-nlgn.

Odhad je sprdvny a proto plati T'(n) € O(n Ign). O
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8  [240625-1306] Kapitola 1. Uvod

1.3.5 Reseni pomoci Master Theorem

Véta — ,,Master Theorem*. Jsou déna pfirozend ¢isla a > 1, b > 1 a
nezdpornd funkce f(n). Predpoklddejme, Ze funkce T'(n) je ddna na pfirozenych
¢islech rekurentnim vztahem

n
T(n)=aT (5) + f(n),
kde % znamend bud |%| nebo [%].

1. Jestlize f(n) € O(n'°8 %) pro né&jakou konstantu e > 0, pak T'(n) €
O(nlogr ),

2. Jestlize f(n) € ©(n'°8 ), pak T(n) € O(n'°: ¢ Ign).

3. Jestlize f(n) € Q(n'°%97¢) pro néjakou konstantu e > 0 a jestlize
a f(%) < cf(n) pro néjakou konstantu ¢ < 1 pro vsechna dostatecné
velkd n, pak T'(n) € O(f(n)).

O

1.3.6 Poznamka. Véta [1.3.5] nepokryvd vSechny mozné pripady. Pifpady,
které nejsou pokryty:

1. Funkce f(n) € O(n'°2 %) ale f(n) & O(n'°% 9=¢) pro zddné ¢ > 0. Jinymi
slovy, f(n) neni polynomidlné mensf nez O(n!& ).

2. Funkce f(n) € Q(n'°&9), ale f(n) ¢ Q(n'°%9+e) pro zadné ¢ > 0
(jinymi slovy, f(n) neni polynomialné vétsi nez Q(n!'°8 )) nebo neplati

af(§) <cfn).

1.3.7 Myslenka zduvodnéni Master Theorem. Master Theorem zduvod-
nime pouze pro n, kterd jsou mocninami b; jinymi slovy, pouze v piipadé,
kdy nemusime pracovat s horni a dolni celou ¢asti. Zduvodnéni je zalozeno na
nasledujicich tvrzeni.

Lemma 1. Jsou déna piirozend ¢isla a > 1, b > 1 a nezdpornd funkce f(n).
Predpoklddejme, ze funkce T'(n) je ddna na piirozenych éislech rekurentnim
vztahem

T(n)=aT (%) + f(n).

Pak plati
log, n—1 . n
Ty = Y @G o
kde h(n) € ©(nlg» ). ” 0

Lemma 2. Pro g(n) = Z;O__gg nt @’ f(£) z lemmatu 1 plati:
1. Je-li f(n) € O(n'°8»2=¢) pro e > 0, pak g(n) € O(n'°e ).
2. Je-li f(n) € ©(n'°8+ %) pak g(n) € O(n'°% 2 1gn).
3. Jestlize existuje ¢ < 1 takové, ze a f(}) < ¢ f(n), pak g(n) € ©(f(n)).

O
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1.3. Resen{ rekursivnich vztaht [240625-1306) 9

1.3.8  Jak jsme uvedli vyse, nepokryva Master Theorem vSechny piipady.
Ukéazeme jesté jedno tvrzeni, které je zobecnénim Master Theorem a dovoluje
najit asymptotické odhady pro $irsi tiidu funkei.

Tvrzeni. Jsou dana ¢isla a > 1, b > 0 a nezdpornd funkce f(n). Jestlize
f(n) € ©(nloera 1g" n) pro k > 0, pak pro funkci T'(n) danou rovnici

n

T(n)=aT (b) + f(n),
plati: T(n) € ©(n'o8  1g"1 1), O

Diikaz je analogicky dukazu Master Theorem, bod 2. Stadi pouzit zobecnéni
bodu 2 z Lemmatu 2, viz[1.3.7]

1.3.9 Amortizovana slozitost. Jedna se o vypocet prumérné slozitosti nej-
horsiho piipadu pro posloupnost n opakovani dané instrukce. Jestlize n opa-
kovéni v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(T'(n)), pak jedno provedeni vyzaduje
cas O(T(n))/n, a to je amortizovana slozitost jedné instrukce.

Jsou t¥i zakladni zpisoby, jak amortizovanou slozitost zjistovat.
e Prvni je tzv. agregaéni — postupuje se piimo podle predchoziho odstavce.

e Druhd metoda je tzv. dcetni. Kazdému provedeni instrukce pfitadime jisty
kredit. Jestlize provedeni instrukce nespotiebuje cely kredit, zbyvajici ¢ast
a na které by jejich kredit nestacil. Podminkou ale je, aby zaddna instrukce
v posloupnosti nespotiebovala vic nez je soucet jejiho kreditu a zatim
nevyuzitych ¢asti kreditu.

e Treti metoda je tzv. potencidlovd. Oznatme D; stav po provedeni i-té
instrukce. Mdme tedy posloupnost n stavi (vétsinou datovych struktur)
Dy, ..., D,_1. Kazdé D; je pfifazeno nezaporné c¢islo, tzv. potencial
®(D;). Oznacme jesté ¢; skuteénou cenu prechodu od D;_; k D;. Pak
amortizovand cena ¢; piislusnd D; je definovana jako

Pak plati
i i i=1

dostdvame podminky na potencidly, totiz pro kazdé ¢ musi platit
> ©(Do).

1.3.10 Na predn&sce si ukazeme vypocet amortizované slozitosti viemi tfemi
zpusoby na piikladu nasledujictho pseudokédu

INCREMENT(A)
1.:=0
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10 [240625-1306) Kapitola 1. Uvod

2. while i < Alength a Ali] =1

3. Ali]:=0
4. i:=1+1
5. if i < A.length
6. Ali] =1
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Kapitola 2

Casova slozitost a spravnost
algoritmu

2.1 Casova slozitost algoritmii

Vypocet casového odhadu ukazeme na prikladé Euklidova algoritmu, ktery pro
dvé kladnd nenulova pfirozend ¢isla najde jejich nejvétsi spolecny délitel.

2.1.1 Eukliduav algoritmus.

Rekurzivni verze Euklidova algoritmu:
Vstup: Kladné pfirozena ¢isla a, b.

Vystup: ged(a,b).

EUKLID(a, b)

1.ifb=0

2. return a

3. else return EUKLID(b, a(mod b))

Pro zjisténi casového odhadu vychazime z jeho rekurzivniho tvaru. Nejprve
dokazeme t#i pomocnd tvrzeni.

2.1.2 Horni odhad casové slozitosti Euklidova algoritmu dokazuje nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni. Ozna¢me zy a y; dvojici ¢isel x; > yi po k-tém rekurzivnim voldni.
Pak plati yr4o < 4.

Ditkaz. Vime, ze yrio < Yrs1 < Yr. Jestlize yry1 < %5, pak yryo < Yrg1
dokazuje, ze yri2 < 4.

Piedpoklddejme, Ze yx41 > %*. Pak

Yk
Yet2 < Thtl = Yht+1 = Yk — Y1 < o

25. cervna 2024, 13:06



12 [240625-1306)] Kapitola 2. Casové slozitost a spravnost algoritmi

2.1.3 Dolni odhad dokédzeme pomoci nékolika lemmat.

Lemma 1: Je-li a > b > 1 a algoritmus EUKLID(a, b) potfebuje k rekurzivnich
volani, pak a > F(k+2) ab > F(k+ 1), kde F(i) je i-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti.

Ptipomenme, ze Fibonacciho posloupnost je posloupnost:

F0)=0, F1)=1, F(n)=F(n—1)+ F(n—2) pron > 2.

Dikaz je mozné vést indukci podle poctu rekurzivnich volani:
Zdkladni krok: Prok=1jeb>1=F(2)aa>b>1,tj.a > 2= F(3).
Indukcéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro pocet k > 2 rekurzivnich
volani. Predpokladejme, ze pro dvojici a, b, a > b je potieba k 4+ 1 volani.
Procedura EUKLID(a,b) vold proceduru EUKLID(b, a(mod b)), kterd potiebuje
k voldni. Z indukéniho predpokladu vime, ze b > F(k + 2) a z = a(modd) >

F(k+1). Madme z = a — gb pro vhodné q celé a z < b. Protoze z < b, je ¢ > 1;
odtud

a=qgb+z>qF(k+2)+F(k+1)>F(k+2)+ F(k+1)=F(k+3).
Ukézali jsme, ze a > F(k+3) ab> F(k+ 2).
Lemma 2: EUKLID(F'(k + 2), F(k + 1)) potfebuje k + 1 rekurzivnich voldni.

Lemma 3: Pro kazdé n > 0 plati F'(n +2) > (%)n

Dikaz. Pouzijeme matematickou indukeci.

Zdkladni krok. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeni plati, protoze F\(2) = 1 > (%)0 a
FE)=2>(3)"

Indukéni krok. Predpokladejme, Ze plati Fi(n) > (%)ni2 aF(n+1)> (%)nil.
Pak

s pe = (24 (272 (2) (24 ) (2)

Stacf si uvedomit, ze (2 + §) = 0.

2.1.4 Tvrzeni: Algoritmus EUKLID(a, b) vyzaduje O(lg b) rekurzivnich volani.
Tedy jeho sloZitost vztazens k poctu celoéiselnych délenf je linedrni (nebot ve-
likost vstupu je imérna lg(a + b)).

2.2 Spravnost algoritmiu

2.2.1 K ovéreni spravnosti algoritmu je tfeba ovérit dvé véci
1. algoritmus se na kazdém vstupu zastavi,
2. algoritmus po zastaveni vyda spravny vystup — feSeni.
Pouziti obou krokt si nejprve ukazeme na velmi dobfe zndmych algoritmech.

Na pfedndsce ukdzeme spravnost nékterych nasledujicich algoritmu.
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2.2. Spravnost algoritmu [240625-1306) 13

2.2.2 Bublinkové tiidéni.
Vstup: posloupnost pfirozenych éisel a[l],a[2],...,aln].

Vystup: posloupnost setiidénd do neklesajici posloupnosti.

begin
for k =n step -1 to 2 do
for j=1stepltok—1do
if a[j] > a[j + 1] then
zamén alj] a alj + 1]
end

2.2.3 Fakt, ze se algoritmus zastavi, je zarucen tim, ze vnéjsi cyklus se
opakuje (n — 1)-krat.

2.2.4 Tvrzeni. Po i-tém probéhnuti vnéjsiho cyklu, tj. pro k = n — 4, plati
a) aln —i+1],aln —i+2],...,a[n] jsou nejvétsi z ¢isel a[l],al2], ..., a[n]
b) ajn—i+1] <an—i+2] <...<aln].

Dtukaz tohoto tvrzeni se vede indukci podle n po¢tu pruchodu vnitinim cyklem.

Zadkladni krok: Pro i = 0, tj. pred probéhnutim vnitiniho cyklu, je n—i+1 = n+1
a takovy ¢len posloupnosti neni. Pro ¢ = 1, tj. po jednom probéhnuti vnitiniho
cyklu, je aln — 1 + 1] = a[n] a je to nejvétsi prvek posloupnosti.

Indukéni krok: Jestlize tvrzeni plati pred k-tym pruchodem vnitiniho cyklu, pak
po jeho pruchodu je a[n — k + 1] > a[j] pro j < n — k, tedy plati a) a navic je
nejmensi z aln —k+ 1], aln — k+ 2], ..., a[n].

2.2.5 Spravnost Euklidova algoritmu Protoze se zbytky pfti déleni
¢isla r cislem t stile zmensSuji a jsou to prirozena ¢isla, musi jednou nastat
pripad, kdy zbytek je nula. Proto se algoritmus vzdy zastavi.

Uvédomte si, ze nejpozdéji po prvnim pruchodu krokem 2 plati r > t.

2.2.6 Tvrzeni. Dvojice ¢isel r, t a dvojice ¢isel ¢, z z Euklidova algoritmu
2.1.1) majf stejné spolecné délitele.

2.2.7 Variant. Dukaz faktu, Ze se algoritmus na kazdém vstupu zastavi, je
zalozen na nalezeni tzv. variantu. Variant je hodnota udand pfirozenym ¢islem,
kterd se béhem préce algoritmu snizuje az nabude nejmensi moznou hodnotu (a
tim zarucuje ukonceni algoritmu po koneéné mnoha krocich). Poznamenejme,
ze nékdy se téz hodnota zvétsuje k predem zndmé maximalni hodnoteé.

V prikladu 2:2:2] se jednalo o &islo k, v piikladu se jednalo o zbytek z

pti déleni ¢isla r ¢islem t.
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14 [240625-1306)] Kapitola 2. Casové slozitost a spravnost algoritmi

2.2.8 Invariant. Invariant, téz podminénd sprdvnost algoritmu, je tvrzeni,
které

e plati pred vykonanim prvniho cyklu algoritmu, nebo po prvnim vykonani
cyklu,

e plati-li pred vykonanim cyklu, plati i po jeho vykonani,
e pii ukonceni prace algoritmu zarucuje spravnost feseni.

Pro algoritmus pro bublinkové tiidéni je invariantem tvrzeni pro
Euikleiduv algoritmus tvrzeni [2.2.6

2.2.9 Minimdlni kostra. Je ddn prosty neorientovany graf G = (V, E) s
mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E. Déle je ddno ohodnoceni a hran, tj
zobrazeni a: E — N. Ukolem je najit kostru K grafu G takovou, ze

Z a(e) je nejmensi.
eeK

Ukéazeme spravnost jakéhokoli algoritmu zaloZzeného na nésledujicim sche-
matu.

2.2.10 Obecné schema.

Vstup: souvisly neorientovany graf G = (V, E) a ohodnocen{ hran a.

Vystup: hrany minimélni kostry K.

1. (Inicializace)
K:=0,8S={{v}|lveV}
2. (Vybeér hrany.)
Dokud S neni jednoprvkova
vybereme hranu e € E '\ K takovou, Ze
vede mezi dvéma ruznymi mnozinami z S, ozna¢me je Cq, Co, a
aspon pro jednu z nich je nejlevnéjsi hrana vedouci z ni.

3. (Upravy.)
K := KU/{e};
S = (8 \ {Cl, CQ}) U {01 U CQ}

2.2.11 Ukonéeni schematu pro minimdlni kostru (variant). Uvedené
schema neni algoritmus — neni v ném uvedeno, jakym zpusobem vybirdme hranu
e v kroku 2. Jestlize vSak tento krok implementujeme kteroukoli metodou, ktera
zajisti, ze hranu v koneéném c¢ase najdeme, pak schema musi skoné¢it. Ano,
zpracovanim kazdého vybéru hrany v kroku 2 se zmensi poc¢et mnozin v systému
S o jednu. Protoze S mé na zacatku prace schematu n mnozin, po n — 1 krocich
3 bude S jednoprvkové a schema skondi.
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2.2.12 Tvrzeni (invariant). Jestlize mnozina hran K pred vykondnim
kroku 2 je ¢asti nékteré minimalni kostry a vybereme-li hranu e podle sche-
matu [2.2.10] pak mnozina hran K U {e} je také ¢asti nékteré minimdlni kostry.

Dukaz: Predpokladejme, ze mnozina K vytvorend schematem [2.2.10| je ¢asti
minimdlni kostry T},,. Vezméme hranu e z kroku 2. Plati bud e € T},;, nebo
€ g Tmin-

Prvni ptipad je jednodusst: jestlize e € T)in, pak KU{e} C Tynin a opravdu,
nova mnozina K je ¢asti nékteré minimalni kostry — totiz Thnip.-

Uvazujme tu horsi variantu, totiz e & T,,;, a predpoklidejme, ze hrana
e = {u,v} spojuje dvé komponenty souvislosti K, které oznac¢ime Cy a Ca, tj.
u € Cy a v € Cy. Predpoklddejme, zZe e je nejlevnéjsi hrana vychézejici ven z
komponenty C7. Protoze minimalni kostra T;,;, je souvisly graf, existuje cesta P
V Tynin z vrcholu u do vrcholu v. Oznaéme e; hranu P, kterd vychazi z mnoziny
C1.

Protoze e je nejlevnéjsi hrana vychézejici z Cy a ey také vychézi z C1, plati
ae) < aley).

Pridame-li ke stromu jednu hranu, uzavieme praveé jednu kruznici; tj. Typin U
{e} obsahuje kruznici a to PU{e}. Proto T' = (TrinU{e})\{e1} je také kostrou.
Cena kostry T je a(Timin) +a(e) —a(er). Protoze T)pip je minimélni kostra, mus{
platit

a(Tnzin) + a(e) - a(el) > a(Tmin)> t). a(e) > a,(€1).

Odtud a(e) = a(er) a proto a(T) = a(Tmin), proto T je také néjakd minimdln{
kostra a navic K U {e} CT.

2.2.13 Pozorovani. Jak Kruskaluv algoritmus, tak Primuv algoritmus jsou
zvlastni pifpady obecného schematu

2.3 Nejkratsi cesty.

Je dén prosty orientovany graf G = (V, E), kde V = {1,2,...,n}, a ohodnocen{
hran a, tj. zobrazeni a: E — Z.

2.3.1 Matice délek A. Matice délek je ¢tvercovd matice A = (a(i, 7)) Fadu
n, kde n je pocet vrcholu grafu G, a

0, proi=j
a(i,j) =< ale), proe=(i,j) € E
oo, pro (i,j) € E

2.3.2 Matice vzdalenosti U. Matice vzddlenosti je ¢tvercova matice U =
(u(i, 7)) fadu n, kde n je pocet vrchola grafu G, a

0, proi=j,
u(i,j) = ¢ délka nejkratsi cesty z i do j, jestlize existuje cesta z i do j
oo, jestlize neexistuje cesta z ¢ do j
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2.3.3 Pozorovani. Piedpokladejme, ze vrchol y je orientované dostupny z
vrcholu x v grafu G. Pak plati:

1. Jestlize graf G obsahuje pouze cykly kladné délky (tj. neobsahuje ani cykly
zdporné délky ani nulové délky), pak nejkratsi sled z vrcholu & do vrcholu
y existuje a je soucasné nejkratsi cestou z x do y.

2. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus zaporné délky, pak nejkratsi sled z «
do y ma stejnou délku jako nejkratsi cesta z x do y.

3. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus zaporné délky, pak pro kazdy sled C
z x do y existuje cesta z x do y, kterd je kratsi nebo stejné dlouha jako
sled C.

2.3.4 Trojuhelnikova nerovnost. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus
zaporné délky, pak pro kazdé tii vrcholy x, y, z plati

u(z,y) < u(z, z) + u(z,y).

Dikaz: Jestlize vrchol z neni orientované dostupny z vrcholu x nebo vrchol y
neni orientované dostupny z vrcholu z, pak trojihelnikova nerovnost trividlné
plati.

V opacéném piipadé oznatme P; nejkratsi cestu z vrcholu x do vrcholu z
a P nejkratsi cestu z vrcholu z do vrcholu y. Spojeni obou cest je sled Py, Py
s délkou rovnou souctu délek cest P, a P5. Protoze graf neobsahuje cykly zdporné
délky, tento sled obsahuje cestu, kterd je kratsi nebo stejné dlouhd jako délka
P, tj. jako u(z,y) + u(z,y). Proto i pro délku nejkratsi cesty z = do y plati
u(z,y) < u(z, 2) + u(z,y).

2.3.5 Bellmanuv princip optimality. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus
zaporné délky, pak pro kazdé tii vrcholy x, y, z plati

u(z,y) = min(u(z, 2) + a(z )

Dikaz: Vztah jisté plati pro vrcholy z, y, pro které neexistuje cesta z = do y.

Piedpoklddejme, ze existuje cesta z = do y, tj. u(z,y) < oo. Protoze
u(z,y) < a(z,y) pro kazdé dva vrcholy z, y, vime z trojihelnikové nerovnosti,
ze u(z,y) <u(z,z) + a(z,y). Proto

ulz,y) < minu(@, ) + a(z,y)).

Rovnost nastava pro vrchol z, ktery je predposledni na nejkratsi cesté z vrcholu
x do vrcholu y.

2.3.6 Nejkratsi cesty z vychoziho vrcholu r. Uloha: Najdéte délky

nejkratsich cest z vychoziho vrcholu 7.

2.3.7 Obecné schema.
Vstup: orientovany graf G = (V, E) a ohodnoceni hran a.

Vystup: hodnoty U(v) rovné u(r,v).
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1. (Inicializace.)
U(r) =0, U(v) :== oo pro v # r;
2. (Zpracovan{ hran.)
Existuje-li hrana e = (v, w) takova, 7Ze
U(w) > U(v) + a(e)
polozime U(w) := U(v) + a(e).
3. (Ukonceni.)
Jestlize U(w) < U(v) 4 a(e) pro kazdou hranu e = (v, w), stop;
jinak pokracujeme krokem 2.

2.3.8 Tvrzeni. Jestlize v grafu G neexistuje cyklus zaporné délky a hodnota
U(v) # oo, pak U(v) je délka nékteré cesty z vrcholu r do vrcholu v.

Nastin dukazu: Ozna¢me U;(y) hodnotu U(y) v okamziku ¢. Plati: jestlize v
néjakém okamziku ¢ je Uy, (z) < oo, tak musi existovat sled z r do x

T="v1,€1,V2,€2,...,V0k-1,€k—1,Vk =T

a casové okamziky t1 < to < ... <ty tak, ze

Nyni je tfeba dokézat, ze se nejedna o sled, ale o cestu. Kdyby se ve sledu
opakoval vrchol, tj. kdyby napi. v; = v; pro i < j, pak Uy, (v;) > U, (v;) a proto
se da dokazat, ze vy, €5, Viy1, €441, .. .,v; obsahuje cyklus zdporné délky.

2.3.9 Véta. Jestlize graf G neobsahuje cyklus zdporné délky a hodnoty U (v)
byly ziskény podle schematu pak U(v) = u(r,v).

Dukaz: Sporem. Kdyby tvrzeni véty neplatilo, po skonceni prace schematu by
existoval vrchol v takovy, ze U(v) > wu(r,v). To také znamend, ze u(r,v) < oo.
Vezméme nejkratsi cestu P z vrcholu r do vrcholu v. Protoze U(r) = u(r,r)
a posledni vrchol je v, pro ktery U(v) > wu(r,v), na cesté P existuje hrana
e = (z,y) takovd, ze U(x) = u(r,z) a U(y) > u(r,y). Vezméme prvni takovou
hranu e = (z,y). Pro tyto vrcholy z,y plati:

U(y) > u(r,y) =ulr,z) + alz,y) = U(x) + a(x, y).

Tedy, obecné schema nemélo skoncit, protoze trojihelnikova nerovnost neplati
pro hranu e = (z,y). Tedy neni pravda, ze se postup zastavil.

2.3.10 Nejprve uvedeme jednoduchy algoritmus, nazveme ho Algoritmus I,
ktery vychézi z obecného schematu[2.3.7] Vzdy probereme vSechny hrany grafu
v libovolném, ale pevné daném potadi. Jestlize pfi pruchodu nedojde ke zméné
zddné hodnoty U(x), pak uz plati trojihelnikovd nerovnost pro vsechny hrany
a muzeme algoritmus ukongit.

Protoze cesta v grafu s n vrcholy ma nejvyse n—1 hran, nema-li graf zdporné
cykly, musi nésledujici algoritmus skon¢it po nejvyse n pruchodech krokem 2.
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Fakt, ze pruchodu krokem 2 je maximélné n dévé invariant tohoto algoritmu;
je ton — k kde k je pocet jiz probéhlych kroku 2.

Déle nam toto pozorovani umoziuje poznat graf se zapornymi cykly. Jestlize
i pfi n-tém pruchodu krokem 2 doslo ke zméné nékteré hodnoty U (z), pak graf
obsahuje cyklus zdporné délky a vysledky, které jsme algoritmem dostaly, jsou
nespravneé.

Poznamenejme, ze ¢asové ndroky algoritmu I jsou O(m.n), kde n = |V| a
m = |E|.

2.3.11 Algoritmus I.

Vstup: orientovany graf G = (V| E) a ohodnocen{ hran a.

Vystup: hodnoty U(v) rovné u(r,v).

1. (Inicializace.)
U(r) =0, U(v) :== oo pro v # r;
2. (Zpracovan{ hran.)
Pro kazdou hranu e € E provedeme
jestlize U(K'V (e)) > U(PV (e)) + a(e)
polozime U(KV (e)) := U(PV(e)) + a(e).
3. (Ukonceni.)
Jestlize béhem kroku 2 nedoslo ke zméné hodnoty U (v), stop, a vratime U(v).
Jinak pokracuj krokem 2.

2.3.12 Pii praci algoritmu I se muze stét, ze pii nevhodné volbé poradi hran
prvni pruchod krokem 2 zméni jen malo tfeba i jen jednu hodnotu U(z) — to
nastane v pripadé, ze z vrcholu r vychdzi jen jedna hrana a ta bude probirana
jako posledni. Uvedeme proto jesté sofistikovanéjsi variantu schematu —
jednéa se o algoritmus II.

V tomto algoritmu udrzujeme mnozinu M vrcholu ,podezielych® z toho, ze
pro hrany, které z nich vychézeji by nemusela platit trojihelnikova nerovnost.
Jinymi slovy, jestlize x ¢ M, pak pro kazdou hranu e s PV(e) = z jiz
trojihelnikova nerovnost plati.

Na zacdtku prace je M = {r}. Mnozinu M udrzujeme tak, ze kdykoli
snizujeme hodnotu U(x) pro néjaky vrchol z, vrchol z do mnoziny M zaradime.

2.3.13 Algoritmus II.
Vstup: orientovany graf G = (V| E) a ohodnocen{ hran a.

Vystup: hodnoty U(v) rovné u(r,v).

1. (Inicializace.)
U(r):=0,U(v) :=o00 prov #r; M :={r}
2. (Zpracovan{ hran.)
Dokud M # @, vybereme z € M;
M =M\ {z}
pro kazdou hranu e s PV (e) = x provedeme
jestlize U(KV (e)) > U(x) + a(e)
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polozime U(KV (e)) :=U(x) +ale); M :== M U{KV(e)}.
3. (Ukonceni.)
Vratime U (v); stop.

2.3.14 Nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrchola. Ukolem je najit
celou matici vzddlenosti (a ne jen jeden jeji fadek).

Mnozinu vrcholu grafu G oznaéime V = {1,2,...,n}. Floyduv algoritmus
(v literatufe téz nazyvany Floyd-Warshalluv algoritmus) je zaloZen na kon-
strukeci matic Uy = (ug(4,4)) tddu n pro k = 0,1,...,n s nasledujici vlastnosti:

ug(i,7) je délka nejkratsi cesty z ¢ do j, kterd prochdzi pouze vrcholy 1,2, ... k.

2.3.15 Tvrzeni. Plati
1. Uy je matice délek A.
2. U, je matice vzdélenosti U.

3. Matici U4 ziskame z matice Uy takto:

Diikaz: Prvni dvé vlastnosti jednoduse vyplyvaji z definice matic Uy a U,,.

Tteti vlastnost dostaneme, kdyz si uvédomime, ze nejkratsi cesta z ¢ do j,
kterd vede pouze pies vrcholy 1,2, ...,k + 1 se bud vrcholu k + 1 vyhne (a pak
je délky wug(i,7)), nebo vrcholem k + 1 prochdzi a pak je délky ug(i, k + 1) +
up(k+ 1, 7).

2.3.16 Floyduv algoritmus.
Vstup: matice délek A.

Vystup: matice vzdéalenosti M = U.

1. [Inicializace]
M:=A
2. begin
fork=1,2,...,ndo
for:=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
begin
if M(i,5) > M(i, k) + M(k,j) then
M(i,j) := M (i, k) + M(k, j)
end
end

2.3.17  Ukonceni Floydova algoritmu je zaruceno tim, ze vnéjsi cyklus se
provadi n-krat, tj. variant je k, které se roste od 1 do n.

Invariantem je 2:3.14] a vlastnost 3 z [2:3.15]
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2.4 Huffmantuv kéd pro kompresi dat.

Jsou déna data obsahujici znaky z abecedy C a pro kazdy znak ¢ € C' je dana
¢etnost c.freq vyskytu ¢ v datech. Kédovat znaky muzeme bud slovy stejné
délky; délka jednotlivého kédového slova je dana poctem znaku — je to nejmensi
k takové, ze |C| < 2F. V takovém piipadé je délka komprimovanych dat rovna
sou¢inu poc¢tu znaku a délky jednotlivého kédového slova.

Jinou moznosti je kédovat znaky slovy o nestejné délce. V ptipadé kédovych
slov o nestejné délce je vSak treba, aby zadné kédové slovo pro znak abecedy C
nebylo prefixem jiného kédového slova (jinak be se ztizilo dokddovani). V tomto
pripadé je délka dat po kompresi rovna

S e freq- (e,

ceC

kde w(c) je kédové slovo znaku ¢ a |w(c)| je jeho délka.

Kazdy kéd si muzeme piedstavit jako bindrni strom 7', kde listy jsou
ohodnoceny znaky abecedy C, hrany symbolem 0 nebo 1 a to tak, ze ohodnoceni
cesty od kotfene stromu k listu ¢ je kodové slovo znaku c. Délka dat po kompresi
je pak dana vyrazem

B(T) = Y c.freq-dr(c),

ceC

kde dr(c) je hloubka listu ¢ ve strome T

Huffmanuv kéd je bindrni kéd nestejné délky jehoz bindrni strom T m&
nejmensi moznou hodnotu B(T).

2.4.1 Konstrukce Huffmanova kédu.

Vstup: Méme ddnu abecedu C, n = |C|, a Getnosti c.freq jednotlivych znaku
c € C v textu.
Vystup: Strom 7" optimalniho binarniho kédu.

1. Vytvoiime n jednoprvkovych stromu 7, kazdy kofen je oznaceny c; c. freg;

Q:=C;T:={T.|ceC}.

2. Dokud |Q| # 1, vybereme x € @ s nejmensi hodnotou z.freq ay € @ s
druhou nejmensi hodnotou y. freg;
do @ priddme novy prvek z, polozime z.freq := x.freq + y.freq, a x, y
odstranime z Q;
vytvoiime strom T, s kofenem z (oznacenym z;z.freq) takto: levy pod-
strom z je strom T}, pravy podstrom je strom T;
z mnoziny 7 odebereme stromy T, a T}, a pfidame strom T7,.

3. Pro Q@ = {¢} a T = {I,} je T, bindrni strom, ktery urcuje bindrni
kéd takto: kazdou hranu do levého néslednika ozna¢ime 0, do pravého
naslednika oznacime 1. Polozime T := Tj,.

2.4.2 Variant. Po kazdém pruchodu bodem 2 ma mnozina @ o jeden prvek
méné (totéz plati pro mnozinu 7). Tedy po n—1 pruchodech bodem 2 algoritmus
skon¢i.
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2.4.3 Invariant.

Tvrzeni. Necht C je abeceda a c.freq, ¢ € C, jsou frekvence vyskytil znaki
v datech. Necht x a y jsou dva znaky s nejmensimi frekvencemi. Vytvoiime
C'= (C\{z,y})U{z}, kde z.freq = z.freq+ y.freq a oznac¢ime T’ optimdln{
strom (tj. strom s nejmensim B(7"”)) pro C".

Pak strom T, ktery jsme dostali z 7" nahrazenim vrcholu z stromem s
kofenem z, levym néslednikem z a pravym néslednikem vy, je optimalni strom
pro C.

Myslenka diukazu. D4 se dokdzat, Zze kdykoli ze stromu T’ pro abecedu C’
vytvorime strom T tak, ze list z s z.freq = z.freq + y. freq nahradime vyse
popsanym stromem (kofen z, levy podstrom z, pravy podstrom y), tak

B(T) = B(T") 4 x.freq + y.freq.

Nyni k dokoné¢eni dikazu potiebujeme védét, ze je vzdy mozné najit op-
timalni kéd pro abecedu C, takovy, ze v ném znaky x a y maji stejnou délku a
lisi se pouze v poslednim bitu. A to iikd néasledujici lemma.

2.4.4 Lemma. Mame dénu abecedu C s frekvencemi c.freq. Necht = a y
jsou dva znaky s nejmensimi frekvencemi. Pak existuje optimdalni kéd nestejné
délky, kde kédova slova pro x a y maji stejnou délku a lisi se pouze v poslednim
bitu.

Myslenka dukazu. Oznacime T strom optimélniho kédu a oznacime a, b ty
prvky abecedy C, které jsou v posledni hladiné stromu 7', maji spole¢ného
bezprostfedniho predchudce a a.freq < b.freq. Plati z.freq < a.freq a
y.freq < b.freq.

Jestlize z. freq = b. freq, pak vSechny prvky z,y, a,b maji stejnou frekvenci
a muzeme vymeénit x s a a y s b a dostaneme strom se stejnou hodnotou B.

Predpoklddejme, ze x.freq # b.freq. Vytvorime novy strom T’ tak, ze
vyménime x s a a y s b. D4 se spocitat, ze

B(T)=B(T") = (a.freq—w.freq)(dr(a)—dr(x))+(b.freq—y. freq)(dr (b) —dr(y)).

Vyraz na pravé strané je nezdporny. Kladny byt nemuze (pak by strom 7" nebyl
optimdlni — strom 7’ by mél mensi hodnotu B(T")); proto je T’ také optimdln{
a lemma se dokazano.
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Kapitola 3
Turingovy stroje

Nejprve uvedeme klasicky model, ktery predchézel moderni vypocetni techniku
a velmi pomohl k jejimu rychlému vyvoji. Jedna se o tzv. Turinglv stroj, model
zavedeny ve 30. letech minulého stoleti Alanem Turingem.

3.1 Deterministicky Turingtv stroj

3.1.1 Turingiv stroj si muzeme pfedstavit takto: sklada se
o 7 fidici jednotky, ktera se miize nachazet v jednom z kone¢né mnoha stavi,

e potencidlné nekoneéné pdsky (nekoneéné na obé strany) rozdélené na
jednotliva pole a

e hlavy, kterd umoznuje ¢ist obsah poli a prepisovat obsah poli péasky.

Na zékladé symbolu X, ktery ¢te hlava na péasce, a na zakladé stavu g, ve kterém
se nachazi fidici jednotka, se fidici jednotka Turingova stroje pfesune do stavu
p, hlava pfepise obsah éteného pole na Y a piesune se bud doprava nebo doleva
(tato akce je popsédna tzv. pfechodovou funkei).

3.1.2 Formalni definice. Turinguv stroj je (@, 3, T, 4, qo, B, F), kde

e () je konetnd mnozina stavu,
e Y je kone¢nd mnozina vstupnich symbolu,

e ' je konetnd mnozina paskovych symbolu, pfitom 3 C T,

B je prézdny symbol (téz nazyvany blank), jednd se o paskovy symbol,
ktery nen{ vstupnim symbolem, (tj. B € '\ ¥),

0 je prechodovéa funkce, tj. parcidlni zobrazeni z mnoziny (Q \ ') x I' do
mnoziny @ xI'x {L, R}, (zde L znamen4 pohyb hlavy o jedno pole doleva,
R znamend pohyb hlavy o jedno pole doprava),

qo € @ je pocatecni stav a

F C @ je mnozina koncovych stavu.
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3.1.3 Situace TM. Situace Turingova stroje (t6z konfigurace TM, angli¢ting
nazyvand instantaneous description (ID)), plné popisuje obsah pdsky, pozice
hlavy na pésce a stav, ve kterém se nachézi fidici jednotka. Jedna se o

X1X2 Xl',quiXiJrl Xk,

kde symboly X7 X5 ... X jsou paskové symboly a kromé nich jsou na pésce
pouze blanky B; fidici jsednotka je ve stavu ¢ a hlava ¢te symbol Xj;.

3.1.4 Pocatecni situace. Na zacatku priace se Turinguv stroj nachazi v
pocéteénim stavu go, na pdsce mé na n polich vstupni slovo aq az ... a, (a; € ¥),
ostatni pole obsahuji blank B a hlava ¢te pole pasky se symbolem a;. Tedy
formalné pocateéni situaci zapisujeme

qoai ... Qnp.

3.1.5 Krok Turingova stroje. Predpoklddejme, ze se Turinguv stroj nachazi
v situaci
X1 Xo oo X 1¢X; .. Xy

Pak na zdkladé prechodové funkce TM v jednom kroku prejde do nésledujici
situace a to takto:

Jestlize 0(g, X;) neni definovéno, TM se zastavi.

Jestlize 6(q, X;) = (p,Y,R), TM se presune do stavu p, na pasku misto
symbolu X; napise symbol Y a hlavu posune o jedno pole doprava. Formalné
to zapisujeme takto

Xl XQ Xi—l qu Xk F Xl X2 Xi—l YpXi—i-l Xk. (31)

Jestlize 6(q, X;) = (p,Y, L), TM se pfesune do stavu p, na pasku misto symbolu
X; napise symbol Y a hlavu posune o jedno pole doleva. Formélné to zapisujeme
takto

X1 X2 Xz'fl qu Xk = X1 X,‘,QpXi,1 YXiJrl Xk (32)
(Jestlize v pripadé3.2|je i =1, pak ¢ X7 ... Xy FpBY ... X.)

3.1.6 Vypocet Turingova stroje nad slovem w = ajas...ag, je konetna
posloupnost jeho kroku, kterd za¢ind v po¢ateéni situaci qg ay - .. ay.

Formalné se jednd o reflexivni a tranzitivni uzavér F* relace - z (na
mnoziné vsech situac{ daného Turingova stroje).

Jestlize béhem vypoc¢tu Turingova stroje nad slovem w se Turinguv stroj
dostane do jednoho z koncovych stavu ¢ € F, ifkdme, Ze se TM 1spésné
zastavil. Obsah pasky pfi uspésném zastaveni je vystupem TM, nad vstupem
W=a1a2...ayp.

Jestlize se béhem vypoctu Turinguv stroj zastavi ve stavu, ktery neni
koncovy, fikame, ze se TM neuspésné zastavil.

3.1.7 Definice — jazyk pfijimany TM. Vstupni slovo w € ¥* je prijato
Turingovym strojem M, jestlize se Turinguv stroj na slové w Uspésné zastavi.

Mnozina slov w € ¥*, kterd Turinguv stroj pfijimé, se nazyva jazyk
prijimany M a znacime ji L(M).
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3.1.8 Definice — funkce realizovana TM. Je dano zobrazeni f:¥* — ¥*.
Rekneme, ze TM M realizuje zobrazeni f, jestlize pro kazdé w € ©*, pro které
je f(w) definovéno, se M uspésné zastavi s vystupem f(w) (tj. gow F* agrp,
kde aff = f(w)). Pro w, pro néz f(w) neni definovéno, se M zastavi netispésné.

V pifpadé, ze f je funkce f:NF — N, tj. piifazuje k-tici pfirozenych
¢isel (ni,na,...ny) piirozené ¢islo f(ny,...,nk), je vstupem TM slovo w =
0m110™21...10™. TM realizuje funkci f, jestlize se ispésné zastavi nad slovem
w v situaci, kdy na pésce je slovo 0f("1:-7%) - Jestlize vstupni slovo neni ve tvaru
07110™21...10™ nebo funkce neni definovana, TM se zastavi neuspésné.

Poznamka. Nékdy se pozaduje, aby pti tispésném zastaveni hlava TM cetla
prvni symbol slova f(w), resp. 07 (n1:--m%) my to nevyzadujeme; chceme pouze,
aby na pésce zbylo slovo f(w), resp. 0f(m1m%) na sousednich polich pésky.

3.1.9 Casova slozitost Turingova stroje je parcidlni zobrazeni T'(n) z
mnoziny vSech pfirozenych ¢isel do sebe definované:

Jestlize pro néjaky vstup délky n se Turingiv stroj nezastavi, T'(n) neni
definovéno. V opacném pifpadé je T'(n) rovno maximdlnimu pocétu krokt, po
nichz dojde k zastaveni Turingova stroje, kde maximum se bere pres vSechny
vstupy délky n.

3.1.10 Pamétova slozitost Turingova stroje S(n). Jestlize pro néjaky
vstup délky n Turingtv stroj pouzije nekone¢nou ¢ast pasky (pak se nemuze v
konecném case zastavit), S(n) neni definovdno. V opatném piipade je S(n)
rovno nejvétsimu rozdilu potradovych c¢isel poli, které byly béhem vypoctu
pouzity, kde maximum se bere pies vSechny vstupy délky n.

3.1.11  Vyse jsme definovali, co je to jazyk prijimany TM. Jednd se o
mnozinu L(M) vsech slov w na nichz se TM 1spésné zastavi (tj. pii vypoctu se
dostane do koncového stavu).

Jestlize w je slovo, které v jazyce L(M) nelezi, TM se pii praci nad nim
muze nedspésné zastavit nebo nezastavit vubec.

3.1.12 Jazyk pfijimany /rozhodovany Turingovym strojem. Definice.
Rekneme, ze jazyk L je prijimdn néjakym Turingovym strojem, jestlize existuje
TM M takovy, ze L = L(M).

Rekneme, ze Turingiv stroj rozhoduje jazyk L, jestlize tento jazyk piijima
a navic se na kazdém vstupu zastavi.

3.1.13 Poznamky.

o Kazdy jazyk, ktery je rozhodovan Turingovym strojem, je také timto
Turingovym strojem pfijiman. Naopak to ale neplati. Uvidime, ze existuji
jazyky, které jsou pfijimany néjakym Turingovym strojem, ale neexistuje
Turinguv stroj, ktery by je rozhodl.

e Zakladni model Turingova stroje, tak jak jsme ho uvedli v minulych
odstavcich, neni jedinym modelem. Jina varianta Turingova stroje pracuje
s nekone¢nou paskou s pevnym levym okrajem. U tohoto modelu se
TM neuspésné zastavi i v pripadé, ze hlava ¢te nejvic levé pole pasky
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a pfechodova funkce natizuje pohyb hlavy doleva. Pocatecni situace TM s
pevnym levym krajem ma vzdy vstupni slovo napsané na zacatku pasky
(tj. od levého okraje).

Dalsi varianty umoznuji hlavé Turingova stroje aby se nepohnula. To
znamend, ze prechodovd funkce § je parcidlni zobrazeni z (Q \ F) x T’
do @ xT' x {R, L, S}, kde symbol S znamen4, ze hlava ¢te stejné pole.

Vsechny tyto modely jsou ekvivalentni v tom smyslu, ze pro kazdy Tu-
ringuv stroj M7 jednoho typu existuje Turinguv stroj M jiného typu tak,
Ze oba stroje realizuj{ stejné zobrazeni / prijimaj{ nebo rozhoduji stejny
jazyk.

3.1.14 Techniky pro navrh Turingova stroje — informace pamato-
vana stavem. Jestlize chceme pomoci TM zkontrolovat, zda se néjaky dalsi
symbol vstupniho slova rovnd/nerovnd prvnimu symbolu, muzeme postupovat
takto: stav, do kterého se dostaneme po piecteni 0, oznaéime (g,0); stav, do
kterého se dostaneme po piecteni 1, oznacime (g,1). T{im pozndme, jaky byl
¢teny symbol, jen z pojmenovani stavu.

Je samoziejmé, Ze neni nutné takové pojmenovani zavadeét. Jestlize se jedna
o TM s pouze nékolika stavy, muzeme stav (g, 0) oznacit ¢1, (¢,1) oznacit g2 a
informaci o symbolu, ktery byl pfecten, zohlednuje prechodova funkce. Ovsem v
pripadé, ze pracujeme s TM o nékolika desitkach ¢i stovkéch stavu, je takového
pojmenovani ,,mnemotechnickou pomuckou®.

3.1.15 Techniky pro navrh Turingova stroje — vice stop. Pro zjed-
noduseni prace na navrhu Turingovych stroju si muzeme predstavit, ze paska ma
vic stop. Formélné to znamenad, ze jednotlivy paskovy symbol je vlastné dvojice
(v ptipadé dvou stop) nebo obecné m-tice (v piipadé m stop). Tvar takového
péaskového symbolu muze nést dalsi informace. Napi. chceme-li jednoduse popsat
péaskovy symbol, ktery znamend ,,zkontrolovany“ vstupni symbol a, muzeme ta-
kovy paskovy symbol ,pojmenovat® (*,a), kde ta x ndm kéduje fakt, ze symbol
a byl zkontrolovan. Protoze kazdy vstupni symbol a mé byt také paskovym sym-
bolem, ztotoziujeme, v piipadé dvou stop, symbol a s dvojici (B,a) a vlastnf
blank B s dvojici (B, B).

Opét plati, ze jsme to délat nemuseli, mohli jsem pro ,zkontrolovany*
vstupni symbol a pouzit néjaky jiny znak, napi. A, ale ve slozitéjsich kon-
strukcich je vyuziti vice stop vyhodné — pouzijeme vice stop napft. pii kon-
strukci Turingova stroje s jednou péskou, ktery simuluje vicepaskovy Turinguv
stroj zavedeny v nésledujicim odstavci.

3.1.16 Turinguv stroj s k¥ paskami. Turinguv stroj s k paskami se sklada
z Tidici jednotky, kterd se nachézi v jednom z koneéné mnoha stavu ¢ € @,
mnoziny vstupnich symboli ¥, mnoziny péskovych symbolia I', pfechodové
funkce §, pocatecniho stavu ¢g, paskového symbolu B a mnoziny koncovych
stavu F'. Dale je déano k pasek a k hlav; i-t4 hlava vzdy ¢te jedno pole i-té pasky.
Ptechodova funkce § je parcidlni zobrazeni, které reaguje na stav, ve kterém se
Turinguv stroj nachézi a na k-tici paskovych symboli, kterou jednotlivé hlavy
snimaji. (Formalné je 0 parcidlni zobrazeni, 0: (Q\ F) xI'* — Q xT* x {L, R}¥).
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Na zacatku:

e Vstupni slovo je na prvni pasce; kromé vstupniho slova obsahuji vSechna
pole pasky blank B.

e Vsechny ostatni pasky maji ve vSech polich blank B.
e Ridici jednotka je v pocateénim stavu go.

e Prvni hlava ¢te prvni symbol vstupniho slova.

3.1.17 Krok Turingova stroje s k paskami je urcéen piechodovou funkeci.
Jestlize prechodova funkce je definovdna, pak (na zdkladé prechodové funkee):

e Ridici jednotka se pfesune do nového stavu.
e Kazd4 hlava piepiSe obsah pole, které ¢te (muze i stejnym symbolem).

e Kazd4d hlava se posune doprava nebo doleva (prechodova funkce udavé
pohyb kazdé hlavy nezdvisle na pohybech ostatnich hlav).

e Jestlize se Turingtv stroj nachdzi v koncovém stavu, prechodové funkce
neni definovédna a Turinguv stroj se zastavi.

3.1.18 Jazyk pfijimany Turingovym strojem s k paskami. Obdobné
jako pro Turinguv stroj s jednou péaskou definujeme:

Turinguv stroj se uspésné zastavi, jestlize fidici jednotka vstoupila do kon-
cového stavu. Jestlize Turinguv stroj nemd definovan nésledujici krok a neni v
koncovém stavu, iikdme, ze se Turingtv stroj zastavil neuspésné.

Slovo w € ¥* je prijimdno Turingovym strojem, jestlize se na ném Turinguv
stroj uspésné zastavi. VSechna slova pfijimanad Turingovym strojem tvoii jazyk
prigimang timto strojem.

Jestlize se navic Turinglv stroj na v8ech slovech zastavi, itkdme ze Turinguv
stroj jazyk rozhodugje.

3.1.19 Poznamky. Na kazdy Turinguv stroj s jednou paskou se muzeme
divat jako na Turinguv stroj s k paskami, kde k = 1. Proto Turinguv stroj s
jednou paskou je zvlastni piipad Turingova stroje s k paskami.

Stejné jako u Turingova stroje s jednou paskou i pro vice pasek existuje
nékolik variant — pésky mohou mit pevné levé konce, Turinguv stroj v jednom
kroku nemusi pohnout nékterou z hlav. Opét plati, ze vSechny tyto varianty
ysmaji stejnou silu“, tj. jestlize néjaky jazyk L je pfijimdn/rozhodovdn TM
jednoho typu, je pfijimén/rozhodovén i TM druhého typu.

3.1.20 Veéta. Kekazdému Turingovu stroji M s k paskami existuje Turinguv
stroj Ms s jednou péskou, ktery mé stejné chovani jako M;.

Navic, jestlize M potieboval k uUspésnému zastaveni n kroku, pak Moy
pottebuje O(n?) krokii.

Myslenka dukazu. Turinguv stroj My ma jedinou pasku rozdélenu do 2k stop.
Kazda paska M; je simulovdana dvéma stopami My — a to tak, ze prvni stopa
vzdy obsahuje informaci o poloze odpovidajici hlavy TM M, ve druhé stopé je
obsah simulované pasky.
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Simulace jednoho kroku TM Mj:

Hlava TM M, se nachazi na pésce tak, ze vSechna pole s informaci o poloze
hlavy jsou nalevo. Hlava nejprve piejede pasku tak, aby stroj navstivil pozice
v8ech hlav (a zapamatoval si obsahy odpovidajicich poli). Tim ziskd vechny
informace, které urcuji krok TM M;.

Na zékladé ptrechodové funkce TM M; pii postupu doleva zméni nejen
obsahy sudych stop, ale i posune oznaéeni polohy hlav bud o jedno pole doleva
nebo doprava podle hodnoty prechodové funkce TM M.

Jestlize TM M; udélal od zacatku prace n kroku, potiebuje TM My na jeden
krok maximélné O(n) krokd.

3.1.21 Nedeterministicky Turinguv stroj. Jestlize pro Turinguv stroj
(af jiz s jednou paskou nebo s vice paskami) piipustime, aby v jedné situaci
mohl provést nékolik ruznych kroku, dostdvame nedeterministicky Turinguv
stroj. Formélné zadefinujeme nedeterministicky Turinguv stroj (NTM) pouze
pro variantu s jednou paskou, ktera je nekonecna na obé strany.
Nedeterministicky Turingiv stroj je sedmice (Q, %, T, 6, qo, B, F), kde
e () je konetnd mnozina stavi,
e Y je kone¢énd mnozina vstupnich symbol,
e I je konetnd mnozina paskovych symbold, pfitom ¥ C T,
e B je prazdny symbol (téz nazyvany blank), jedna se o paskovy symbol,
ktery nen{ vstupnim symbolem, (tj. B € '\ ),
e 0 je prechodovd funkce, tj. parcidlni zobrazeni z mnoziny (Q \ F') x I" do
mnoziny P(Q x I' x {L, R}) (P#(X) je mnozina koneénych podmnozin
X),
® gy € ) je poCatecni stav a
e I C (@ je mnozina koncovych stavi.
Krok nedeterministického Turingova kroku je definovan analogicky jako pro
(deterministicky) Turinguv stroj:
Pro (p,Y, R) € 8(g, X,)

X1 X2 Xi—l qu Xk = X1 X2 Xi—l YpXH-l Xk. (33)

Pro (paKL) € 6(Q7Xz)
X1 X2 Xifl qu Xk = Xl Xifngifl YXrL'Jrl Xk. (34)

3.1.22 Jazyk prijimany nedeterministickym Turingovym strojem se
sklad4a ze vSech slov w € ¥*, pro néz

QouwtE 1Yy ... YiqYigr ... Zy,

pro néktery koncovy stav qy.

Neformalné: slovo w je pfijato nedeterministickym Turingovym strojem
pravé tehdy, kdyz existuje ,pfijimaci vypocet“, tj posloupnost kroku, po nichz
se stroj dostane do koncového stavu.

Jestlize nedeterministicky Turinguv stroj M piijima jazyk L a navic kazdy
jeho vypocet vzdy konéi po konetné mnoha krocich, fikdme, ze M rozhoduje
jazyk L.
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3.1.23 Veéta. Je-li jazyk L pfijiman, resp. rozhodovan nedeterministickym
Turingovym strojem M, pak existuje deterministicky Turingtv stroj M; s
jednou paskou, ktery L pfijima, resp, rozhoduje.

3.2 Pocitac s libovolnym pristupem — RAM

3.2.1 V tomto oddilu pfipomeneme dalsi z formélnich modelu algoritmu —
pocitac s libovolnym piistupem (tzv. RAM), ktery je blize ,klasickému* pocitaci
nez Turinguv stroj. Plati, ze vSe, co lze pfijmout/realizovat Turingovym strojem,
Ize ,spocitat® pocitacem s libovolnym pristupem. To ndm déle dovoli volné
prechazet mezi pocitacovymi programy a Turingovymi stroji podle toho, ktery
model bude pro danou situaci pithodnéjsi.

3.2.2 Pocitac s libovolnym piistupem, téz nazyvany RAM se sklada
z programové jednotky, aritmetické jednotky, paméti a vstupni a vystupni
jednotky.

3.2.3 Programova jednotka obsahuje programovy registr a vlastni pro-
gram (programovy registr ukazuje na instrukci, kterd m& byt provedena).

3.2.4 Aritmeticka jednotka provadi aritmetické operace s¢itani, od¢itani,
nésobeni a celociselné déleni.

3.2.5 Pamét je rozdélena na paméfové buiky, kazda buiitka miize obsahovat
celé &islo. Predpokldddme neomezeny pocet paméfovych bunék a neomezenou
velikost &isel ulozenych v pamétovych buitkach. Pofadové &fslo pamétové buiiky
je adresa této bunky.

Buiika s adresou 0 je pracovni registr, s adresou 1 je indexovy registr.

3.2.6 Vstupni jednotka je tvofena vstupni paskou a hlavou. Vstupni péska
je rozdélena na pole (v kazdém poli muze byt celé ¢islo). Hlava snimé v kazdém
okamziku jedno pole. Po ptrecteni pole se hlava posune o jedno pole doprava.

3.2.7 Vystupni jednotka je tvofena vystupni paskou a hlavou. Obdobné
jako v ptipadé vstupni jednotky je paska rozdélena na pole. Vystupni hlava
zapiSe ¢islo do pole vystupni pasky a posune se o jedno pole doprava.

3.2.8 Konfigurace pocitace slibovolnym pristupem je piifazeni, které kazdé-
mu poli vstupni i vystupni pasky, kazdé pamétové buiice a programovému regis-
tru pfifazuje celé ¢islo. Pocdatecni konfigurace je konfigurace, pro kterou existuje
prirozené ¢islo n s nasledujicimi vlastnostmi:

e kromé prvnich n vstupnich poli obsahuji vSechna pole, paméfové buiiky
¢islo 0,

e programovy registr obsahuje ¢islo 1,

e prvnich n poli obsahuje vstup pocitace.
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3.2.9 Vypocet pocitace s libovolnym piistupem je posloupnost konfiguraci,
takovd, ze zaCina pocatecni konfiguraci a kazdéd nasledujici konfigurace je urc¢ena
programem pocitace.

3.2.10 Program pocitace s libovolnym piistupem pouzivé nasledujici prikazy:

e pifkazy presunu: LOAD operand, STORE operand,

e aritmetické prikazy: ADD operand, SUBTRACT operand, MULTIPLY
operand, DIVIDE operand,

e vstupni a vystupni piikazy: READ, WRITE,
e piikazy skoku: JUMP navésti, JZERO navésti, JGE néveésti,
e pifkazy zastaveni: STOP, ACCEPT, REJECT.

3.2.11 Operand je bud é&islo j, zapisujeme = j, nebo obsah j-té pamétové
buiiky, zapisujeme j, nebo obsah pamétové buiiky s adresou i+ j, kde i je obsah
indexového registru, zapisujeme xj.

3.2.12 Naveésti je prirozené ¢islo, které udava poradové ¢islo instrukce, ktera
bude provadéna, dojde-li ke skoku.

3.2.13 Casova slozitost. Rekneme, ze program P pro RAM pracuje s
casovou slozitosti O(f(n)), jestlize pro kazdy vstup délky n je pocet kroku
pocitace T'(n) ve t¥idé O(f(n)).

3.2.14 Paméfova slozitost. Rekneme, ze program P pro RAM pracuje s
paméti velikosti m, jestlize béhem vypoctu nebyl proveden zadny piikaz, ktery
by mél adresu operandu vétsi nez m a byl proveden piikaz s adresou m. Daéle
fekneme, Ze program P pracuje s pamétovou slozitosti O(g(n)), jestlize pro
kazdy vstup délky n program P pracuje s velikosti paméti ve t¥idé O(g(n)).

3.2.15 Poznamka. Jestlize se na néjakém vstupu program pro RAM neza-
stavi, neni definovéna ani éasové ani pamétova slozitost.

3.2.16 Veéta. Ke kazdému Turingovu stroji M existuje program P pro RAM
takovy, ze oba maji stejné chovani. Navic, jestlize M potieboval n kroku, P ma
¢asovou slozitost O(n?).

3.2.17 Vaéta. Pro kazdy program P pro RAM existuje Turinguv stroj M s
péti paskami takovy, ze P i M maji stejné chovani.

3.2.18 Veéta. Jestlize program P pro RAM spliiuje nasledujici podminky:

e program obsahuje pouze instrukce, které zvétsuji délku binarné zapsaného
¢isla maximalné o jednu;

e program obsahuje pouze instrukce, které Turinguv stroj s vice paskami
provede na slovech délky k v O(k?) krocich,

pak Turingtv stroj z véty [3.2.17| simuluje n kroki programu P pomoci O(n?)
svych kroku.
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3.2.19 Dusledek. Je dén program P pro RAM, ktery spliiuje podminky z
véty [3.2.17] Pak existuje Turinguv stroj s jednou péskou, ktery ma stejné chovan{
jako P a n kroki programu P simuluje pomoci O(n®) svych kroki.
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Kapitola 4

Tridy slozitosti

4.1 Rozhodovaci dlohy

4.1.1 Teorie slozitosti pracuje zejména s tzv rozhodovacimi tilohami. Rozho-
dovaci tlohy jsou takové tlohy, jejichz ,fesenim* je bud odpovéd ,,ANO“ nebo
odpovéd ,NE“.

4.1.2 Priiklad. SAT - spliiovdni Booleovskijch formuli: Je déna vyrokova
formule ¢ v CNF. Rozhodnéte, zda je ¢ splnitelna.

Na danou formuli ¢ je tedy odpovéd (tj. feseni) bud ,ANO* nebo ,NE“.
Vsimnéte si, ze v tomto pripadé se neptame po ohodnoceni, ve kterém je formule
pravdiva — zajimé nds pouze fakt, zda je splniteln4.

4.1.3 Rada praktickych tloh neni podobného druhu jako uvedeny pifklad.
Casto se jednd o tzv. optimalizacni tlohy, tj. tlohy, kde mezi pifpustnymi
fesenimi hledame piipustné feSeni v jistém smyslu optimalni. Obvykle to byva
tak, ze je dédna tucelova funkce, kterd kazdému piipustnému feSeni prifadi
¢iselnou hodnotu, a tkolem je najit pfipustné feSeni, pro které je hodnota
ticelové funkce optimalni, tj. bud’ nejvétsi nebo naopak nejmensi. V daldim textu
se s fadou téchto tloh setkdme. Takovymi tilohami jsou napiiklad tlohy nalezeni
minim&lni kostry v ohodnoceném neorientovaném grafu i nalezeni nejkratsich
cest v daném ohodnoceném orientovaném grafu.

Nyni uvedeme dalsi piiklad.

4.1.4 Problém obchodniho cestujictho — TSP. Jsou ddna mésta 1,2,
..., n. Pro kazdou dvojici mést 4, j je navic ddno kladné ¢islo d(i, j) (tak zvand
vzddlenost meést ¢, j). Trasa je ddna permutaci 7 mnoziny {1,2,...,n} do sebe.
Délka trasy T odpovidajici permutaci 7 je

n—1
d(T) =" d(w(i), x(i + 1)) + d(x(n), 7(1)).
i=1

Neformalné, trasa je poradi mést, ve kterém ma obchodni cestujici mésta projit,
a to tak, aby kazdé meésto navstivil presné jednou a vratil se do toho mésta, ze
kterého vysel. Cena trasy je pak sou¢tem vsech vzdalenosti, které pii své cesté
urazil.
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4.1.5 Rozhodovaci verze.

o Minimdlni kostra: Je ddn neorientovany graf G = (V, E), ohodnocen{
c: E — Nadale ¢islo K. Existuje minimalni kostra, jejiz cena je nejvyse K7

o Nejkratsi cesty: Je ddna matice délek A = (a(i, 7)), vychozi vrchol r, cilovy
vrchol ¢ a ¢islo K. Existuje cesta z vrcholu r do vrcholu ¢ délky nejvyse K7

e Problém obchodniho cestujictho: Kromé ¢isel d(i,j) =z je déno c¢islo
K. Existuje trasa w délky nejvyse K7

4.1.6 Vyhodnocovaci verze.

o Minimdini kostra: Je ddn neorientovany graf G = (V,E) a ¢ E — N.
Najdéte cenu minimélni kostry ohodnoceného grafu.

o Nejkratsi cesty: Je dédna matice délek A = (a(i,7)), vychozi vrchol r a
cilovy vrchol c. Najdéte délku nejkratsi cesty z vrcholu r do vrcholu c.

e Problém obchodniho cestujiciho: Jsou déna ¢&fsla d(i, j) a [1.1.4] Najdéte
cenu optimalni trasy, tj. trasy s nejmensi moznou délkou.

4.1.7 Optimalizaéni verze.

e Minimélni kostra: Je ddn neorientovany graf G = (V,E) a ¢ E — N.
Najdéte miniméalni kostru ohodnoceného grafu.

e Je ddna matice délek A = (a(i,j)), vychozi vrchol 7, cilovy vrchol c.
Najdéte nejkratsi cestu z vrcholu r do vrcholu c.

e Jsou ddna ¢isla d(i,7) a Najdéte optimalni trasu, tj. trasu s nejmensi
moznou délkou.

4.1.8 D& se dokazat, ze kdyz je kterdkoli verze dané ulohy polynomialné
fesitelnd, jsou polynomidlné fesitelné vsSechny tii verze. Ukazeme si to na
ptikladu obchodniho cestujiciho.

Predpokladejme, ze existuje algoritmus A, ktery rozhodne, zda pro instanci
TSP a cislo K existuje trasa délky nejvyse K.

Uvazujme libovolnou instanci TSP. Oznacme d nejvétsi d(i, j); ddle oznacme
A :=n-d, kde n je potet mést. Zavolame algoritmus A pro K := (%] Jestlize
algoritmus A d4 pro K odpovéd ,ano“, tak jako K volime stfed mezi 0 a K,
jestlize algoritmus A d4 pro K odpovéd ,ne“, tak jako K volime stfed mezi K a
2K. Takto postupujeme tak dlouho, dokud nem4 interval délku nula. Nyni je K
hodnota optimdalni trasy, tj. feseni vyhodnocovaci verze ilohy TSP. Uvédomte
si, ze vzhledem k tomu, ze nas zajimaji pouze celociselna K, stane se to po
maximélneé 1g(A) = lg(n - d) coz je O(lg(n)) opakovéni.

Ukézali jsme, ze po O(lg(n)) volanich algoritmu A zndme hodnotu optimaln{
trasy, oznacme ji Dop.

Uvazujme tdplny graf G na mnoziné V = {1,...,n} ohodnoceny délkami
d(i, 7). Nyni ,zorientujeme hrany* a to tak, ze hrané {7, j}, kde ¢ < j, pfitadime
uspofddanou dvojici (7, j),a tyto dvojice usporadame lexikograficky. Probirdme
dvojice (¢,7) v tomto pofad{ a pro kazdou dvojici vytvorime novou instanci I; ;
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TSP tak, ze z v predchoz{ instanci zménime pouze délku d(i,j) na hodnotu
d(i,j) == n - d. Zavolame algoritmus A na instanci I; ; a K = D,p. Jestlize
algoritmus A odpovi ,ano“, hrané (i,j) ponechdme tuto novou délku. Jestlize
algoritmus A odpovi ,ne“, hrané (¢,7) vratime puvodni délku a piejdeme na
dalsi dvojici v usporadani. V okamziku, kdy médme pouze m hran s puvodni
délkou, téchto n hran tvoii (nékterou) optimalni trasu TSP.

Uvédomte si, ze v druhé éasti jsme pouzili pouze O(n?) volani algoritmu A.
Odtud dostavame: Kdyby existoval polynomialni algoritmus na fesSeni rozhodo-
vaci verze TSP, pak existuje i polynomidlni algoritmus na feSeni optimalizaéni
verze TSP.

4.2 Tiidy P a NP

4.2.1 Instance tlohy jako slovo nad vhodnou abecedou. Instance libo-
volné rozhodovaci tlohy muzeme zakdédovat jako slova nad vhodnou abecedou.
Ukazme si to na piikladé problému SAT a tlohy nalezeni nejkratsi cesty v daném
orientovaném ohodnoceném grafu.

e Pro problém SAT (spliovdn{ booleovskych formul{) je instanci libovolnd
formule ¢ v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF). Oznacme jednot-
livé logické proménné formule ¢ jako zi, z2, ...,x,. Pak ¢ muzeme
zakédovat jako slovo nad abecedou {x,0,1,(,),V,A,~} takto: proménnd
x; se zakéduje slovem zw, kde w je binarni zapis ¢isla 7, ostatni symboly
jsou zachovany.

Napiiklad formuli ¢ = (21 V —z2 V 23) A (-21 V 24) odpovida slovo

(z1 Vv =210V z11) A (=21 V 2100).

e U tulohy nalezeni nejkratsi cesty z vrcholu r do vrcholu ¢ mtzeme postupo-
vat takto: Instanci tvoif matice délek daného orientovaného ohodnoceného
grafu, dvojice vrcholu r a ¢ a ¢islo k. Matici neni tézké zakdédovat jako
slovo, za ni pak néasleduje poradové ¢islo vrcholu r, pofadové ¢islo vrcholu
c a ¢islo k, vSe oddélené napi. symbolem #.

4.2.2 Uloha jako jazyk nad abecedou. Protoze feSenim rozhodovaci
dlohy je bud ,,ANO“ nebo ,NE“ rozdélime instance tdlohy na tzv. ,ANO-
instance* a ,NE-instance®. Jazyk tlohy U, znacime jej Ly, se sklada ze vSech
slov odpovidajicich ANO-instancim tlohy U.

Uvédomte si, ze nékterd slova nad abecedou ¥ nemusi odpovidat zadné
instanci dané tlohy. Tato slova chapeme jako ,NE-instance“. Muzeme proto
Fici, ze mnozina v8ech NE instanc{ tvoi{ doplnék jazyka Ly, tj. je to X* \ L.

4.2.3 Tiida P. Rekneme, ze rozhodovaci tloha U lezi ve tiidé P, jestlize
existuje deterministicky Turinguv stroj, ktery rozhodne jazyk L;; a pracuje v
polynomidlnim case; tj. funkce T'(n) je O(p(n)) pro néjaky polynom p(n).

4.2.4 Piiklady.

o Minimdlni kostra v grafu. Je dan neorientovany graf G s ohodnocenim
hran ¢. Je dano ¢islo k. Existuje kostra grafu ceny mensi nebo rovno k7
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o Nejkratsi cesty v acyklickém grafu. Je dan acyklicky graf s ohodnocenim
hran a. Jsou dany vrcholy r a c. Je dano ¢islo k. Existuje orientovana cesta
z vrcholu r do vrcholu ¢ délky mensi nebo rovno k7

o Toky v sitich. Je déna sif s hornim omezenim ¢, dolnfm omezenim I, se
zdrojem z a spotiebicem s. Déle je dano ¢islo k. Existuje pfipustny tok
od z do s velikosti alespon k7

o Minimdlni fez. Je déna sit s hornim omezenim ¢, dolnim omezenim [. Déle
je déno cislo k. Existuje ez, ktery ma kapacitu mensi nebo rovnu k?

Uvedli jsme vsechny ulohy v rozhodovaci verzi. Velmi casto se mluvi i o jejich
optimalizac¢nich verzich jako o polynomialné feSitelnych tlohéch.

4.2.5 Tiida N'P. Rekneme, Ze rozhodovaci tloha U lezi ve tifde NP, jestlize
existuje nedeterministicky Turingtv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly a pracuje v
polynomidlnim case.

4.2.6 Poznamka. V definici [4.2.3] jsme misto existence Turingova stroje
mohli pozadovat existenci programu P pro RAM, ktery fesi U v polynomialnim
tase. Abychom priblizili, které jazyky (rozhodovaci tlohy) lezi ve tridé NP,
zavedeme pojem nedeterministického algoritmu jako analogii RAM.

4.2.7 Nedeterministicky algoritmus pracuje ve dvou fazich,

1. Algoritmus ndhodné vygeneruje fetézec s (odpovida feseni dané tlohy).

2. Deterministicky algoritmus (Turinguv stroj, program pro RAM) na zakladé
vstupu a Fetézce s d4 odpovéd ANO nebo NEVIM. (Deterministicky a po-
lynomidlné ovéif feseni.)

Rekneme, 7e nedeterministicky algoritmus fesf dlohu U, jestlize

1. Pro kazdou ANO instanci dlohy U existuje fetézec s, na jehoz zdkladé
algoritmus d4 odpovéd ANO.

2. Pro zddnou NE instanci tdlohy U neexistuje fetézec s, na jehoz zakladé
algoritmus d4 odpovéd ANO.

Rekneme, 7e nedeterministicky algoritmus pracuje v éase O(T(n)), jestlize
kazdy pruchod obéma fdzemi 1 a 2 pro instanci velikosti n potiebuje O(T'(n))
kroku. |

4.2.8 Poznamka. Fakt, ze nedeterministicky algoritmus pracuje v poly-
nomidlnim c¢ase, znamend, ze kazdd z fazi vyzaduje polynomialni ¢as a tudiz
i fetézec s musi mit polynomidlni délku (vzhledem k velikosti instance).

V definici jsme misto existence nedeterministického Turingova stroje
mohli pozadovat existenci nedeterministického algoritmu, ktery fesi ilohu U v
polynomidlnim case.

4.2.9 Piiklady NP dloh.

o Kliky v grafu. Je dan neorientovany graf G a ¢islo k. Existuje klika v grafu
G o alespon k vrcholech?
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o Nejkratsi cesty v obecném grafu. Je dan orientovany graf s ohodnocenim
hran a. Jsou dény vrcholy r a v. Je déno ¢islo k. Existuje orientovana
cesta z vrcholu r do vrcholu v délky mensi nebo rovno k?

e k-barevnost. Je dan neorientovany graf G. Je graf G k-barevny?

e Problém batohu. Je ddno n predmétu 1,2, ..., n. Kazdy predmét i ma cenu
¢; a vahu w;. Déle jsou dana ¢isla A a B. Je mozné vybrat predméty tak,
aby celkova vaha neprevysila A a celkova cena byla alespon B? Presnéji,

existuje podmnozina predméta I C {1,2,...,n} takovd, ze
Z w; <A a Z ¢; > B?
i€l el

4.3 Tiida N'PC

4.3.1 Redukce a polynomialni redukce tiloh. Jsou dany dvé rozhodovaci
tlohy U a V. Rekneme, 7e tloha U se redukuje na tlohu V), jestlize existuje
algoritmus (program pro RAM, Turinguv stroj) M, ktery pro kazdou instanci I
tlohy U zkonstruuje instanci I’ tlohy V a to tak, ze

I je ANO-instance U pravé tehdy, kdyz I’ je ANO-instance V.
Fakt, ze tloha U se redukuje na ulohy V zna¢ime

u<y.

Jestlize navic algoritmus M pracuje v polynomidlnim case, itkdme, ze U se
polynomidlné redukuje na V a znacime

U<y V.

Fakt, ze se uloha U redukuje na tlohu V zhruba feceno znamend, ze U neni

VVVVVV

4.3.2 Tvrzeni. Jsou dany tfi rozhodovaci tlohy U, V a W. Jestlize plati

U<V a V<, W, pak U<, W.

4.3.3 NP tplné tlohy. Rekneme, ze rozhodovaci tloha U je N'P 4iplnd,
jestlize

1. U je ve tiidé N'P;
2. kazda NP tloha se polynomidlné redukuje na U.
Tiida viech NP tplnych tloh se zna&i NPC.

s

Zhruba fe¢eno, N'P 1iplné tilohy jsou ty ,nejtézsi“ mezi véemi NP tilohami.
4.3.4 Tvrzeni. Jsou ddny dvée NP tlohy U a V), pro které plati U <1, V. Pak
1. jestlize V je ve tiidé P, pak také U je ve tiidé P;

2. jestlize U je N'P tplné tloha, pak také V je NP tplnd tloha.
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4.3.5 Tvrzeni. Kdyby nékterda AP uplnd tloha pattila do tiidy P (tj. byla
by polynomiélné fesitelnd), pak P = AN'P. Jinymi slovy, kazdd NP tloha by
byla polynomidlné fesitelna.

4.3.6 NP obtizné tlohy. Jestlize o nékteré loze U pouze vime, 7e se na ni
polynomidlné redukuje nékterd AP tiplnd tloha, pak fikame, ze U je NP t&7k4,
nebo téz NP obtiznd. Poznamenejme, Ze to vlastné znamend, %e U je alespon
tak tézk4 jako véechny NP tlohy.

4.3.7 Cookova véta. Uloha S AT, spliiovani formuli v konjunktivnim nor-
malnim tvaru, je A'P tipln4 tloha.

4.3.8 Dikaz. Neni tézké se piesvédéit, ze tloha SAT je ve tiide NP.
Prvni faze nedeterministického algoritmu vygeneruje ohodnoceni logickych
proménnych a na zdkladé tohoto ohodnoceni jsme schopni v polynomidlnim
Case ovérit, zda je v tomto ohodnoceni formule pravdiva nebo ne.

V druhé ¢asti dikazu ukdzeme, Ze kazda NP tiloha se polynomidlné redukuje
na problém SAT'. Pro kazdy NP problém U existuje nedeterministicky Turingtv
stroj M, ktery pfijima jazyk této tlohy L;; v polynomidlnim ¢ase. To znamena,
ze pro kazdé slovo w délky n nad danou abecedou se M zastavi po maximalné
p(n) krocich, a to bud’ v koncovém stavu, jestlize w € Ly, nebo v nekoncovém
stavu, jestlize w ¢ Ly.

Proto sta¢i pro kazdy nedeterministicky Turinguv stroj M a dané slovo w
zkonstruovat formuli par,, v CNF takovou, ze

w € L(M) prévé tehdy, kdyz ¢as je splnitelnd

Je ddn nedeterministicky Turingtv stroj M s mnozinou stavu @, vstupni
abecedou X, paskovou abecedou I', prechodovou funkei d, poCateénim stavem
go a koncovym stavem gy. Predpokladejme, ze M piijimd slovo w a potiebuje
pritom p(n) kroku.

Zavedeme logické proménné:

o h;j,i=0,1,...,p(n), j =1,2,...,p(n); fakt, ze hodnota promeénné h;
je rovna 1 znamenad, ze hlava Turingova stroje v Case ¢ ¢te j-té pole péasky.

e s! i =0,1,...,p(n), ¢ € Q; fakt, ze hodnota proménné s! je rovna 1
znamend, ze Turingiiv stroj v Case i je ve stavu q.

. tfj, i=0,1,...,p(n),j =1,2,...,p(n), A € T; fakt, ze hodnota proménné
tfj rovna 1 znamend, ze v Case i v j-tém poli pasky je paskovy symbol A.

Nyni je tfeba formulemi popsat nésledujici fakta:

1. V kazdém okamziku je Turinguv stroj v pravé jednom stavu.

2. V kazdém okamziku ¢te hlava Turingova stroje praveé jedno pole vstupni
pasky.

3. V kazdém okamziku je na kazdém poli pasky Turingova stroje pravé jeden
paskovy symbol.
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4. Na zacitku prace (tj. v ¢ase 0) je Turinguv stroj ve stavu qp, hlava cte
prvni pole pasky a na pésce je na prvnich n polich vstupni slovo, ostatni
pole pasky obsahuji B.

5. Krok Turingova stroje je ur¢en pfechodovou funkci, tj. stav stroje, obsah
¢teného pole a poloha hlavy v ¢ase i + 1 je ddna prechodovou funkci.

6. V polich pasky, které v ¢ase i hlava necte, je obsah v Case i+ 1 stejny jako
v 1.

7. Jestlize se M dostane v ¢ase ¢ do koncového stavu, pak i v case ¢ +1 v
koncovém stavu zustane.

8. Na konci préce Turingova stroje, tj. v ¢ase p(n), je stroj ve stavu ¢;.
Ukazeme jak utvorit formule pro jednotlivé body
Bod 1. V okamziku i je Turingtv stroj v aspon jednom stavu:
\/ sl
q€Q
V okamziku ¢ Turinguv stroj neni ve dvou ruznych stavech:
/\ (msiv ﬂsg/).
q#q’

Nyni fakt, ze Turinguv stroj je v okamziku i v pravé jednom stavu je konjunkce
obou vyse uvedenych formuli:

(V sH A N (stv=s?).

q€Q a#q’

Formule ¢ = A, <(\/qu s{) A /\q;ﬁq’ (=i V s ))

04

Bod 2. V okamziku i ¢te hlava Turingova stroje aspon jedno pole pasky:
\V o kg
1<j<p(n)

V okamziku i necte hlava Turingova stroje dvé ruznd pole:

I\ (Shij Vv =hig).

ik
Nyni fakt, ze hlava Turingova stroje v okamziku ¢ ¢te presné jedno pole pasky
je konjunkce obou vyse uvedenych formuli:

b=\ hij) A\ (GhijVohig).

1<5<p(n) J#k
Formule ¢, = /\i ((v1§j§p(n) hij) A /\j;ﬁk (=hi; Vv _‘hi,k))-

Bod 3. V okamziku ¢ je v j-tém poli pasky Turingova stroje aspon jeden
paskovy symbol:
+A
V 4y

Ael
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V okamziku i v j-tém poli pasky Turingova stroje nejsou dva ruzné paskové
symboly:

/\ (ts v ).

A£A

Nyni fakt, ze Turinguv stroj ma v okamziku ¢ v j-tém poli pravé jeden paskovy
symbol je konjunkce obou vyse uvedenych formuli:

@é’j _ ( \/ tﬁj) A /\ (ﬂtfj \/ﬂtfj).

AeT A£A
Formule @3 = A, A, ((\/AeF tA) A Aaar (St V ﬁt;}j)).

Bod 4. Na zacatku préace (tj. v ¢ase 0) je Turinguv stroj ve stavu qg, hlava
Cte prvni pole pasky a na pésce je na prvnich n polich vstupni slovo ajas ... ay,,
ostatni pole obsahuji B.

Q1= 58" Nhoa AtGY A AT AES iy A A iy

Bod 5. Jestlize Turinguv stroj je v Case i ve stavu ¢, hlava je na j-tém poli
pasky, hlava ¢te paskovy symbol A a d(q, A) se sklddd z trojic (p,C, D) (zde
D = 1 znamend posun hlavy doprava, D = —1 znamend posun hlavy doleva),
pak formule mé tvar:

A
/\ /\ ((sf Ay NED;) = \/ (741 N tgi—l,j Ahit1,j+D))-
j Aer

Formule ¢35 je konjungce viech vyse uvedenych formuli pro vSechny i, i < p(n),
j,qeQaAcT.

Bod 6. Obsah poli, které hlava necte, zustava v ¢ase i + 1 stejny:

N N\ (Fhag At =4 ).

j Aer

Formule g je konjungce vsech vyse uvedenych formuli pro vsechny ¢, i < p(n),
jaAel.

Bod 7. Jestlize se stroj dostane do koncového stavu, uz v ném zustava.
sit = sil,, gr €F.
Formule ¢~ je konjunkce vech vyse uvedenych formuli pro v8echna i, i < p(n).
Bod 8. Na konci prace Turingova stroje, tj. v ¢ase p(n) je stroj ve stavu gy.
8= 5an>'

Vyslednou formuli dostaneme jako konjunkci formuli

8
PMw = /\ Lk -
k=1
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4.4 Prevody uloh

4.4.1 Metoda
Ukézat, ze rozhodovaci tiloha V je NP 1dpln4, je potieba a staci

1. ovéfit, ze V € N'P;
2. najit NP tplnou tilohu ¢/, pro kterou

U<, V.

Zatim jedind NP tplnd tloha, kterou zndme, je SAT, spliiovéani boo-
leovskych formuli v konjunktivnim normalnim tvaru. Ukazeme fadu poly-
nomiélnich redukef a tim ukdzeme, Ze i dalsi rozhodovaci tlohy jsou NP tiplné.

4.4.2 3—-CNF SAT.

Uloha: Je déna formule ¢ v konjunktivnim normalnim tvaru, kde kazda klauzule
ma 3 literaly.

Otadzka: Je formule ¢ splnitelna?

4.4.3 Tvrzeni. Plati

SAT <, 3— CNF SAT.

4.4.4 Nastin pifevodu SAT na 3— CNF SAT. Je dana formule ¢ v kon-

junktivnim normélnim tvaru. Zkonstruujeme formuli ¢, ktera

1. je v konjunktivnim normélnim tvaru, kde kazda klauzule obsahuje ma-
ximalné 3 literaly;

2. je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelna formule .

Oznatme C1, Cs, . . ., Ck vSechny klauzule formule . Jestlize kazdd z klauzuli
obsahuje nejvyse 3 literdly, nemusime nic konstruovat, v tomto ptipadé je ¢ = .
Pro kazdou klauzuli C;, ktera obsahuje vic nez 3 literaly, sestrojime formuli

V¢, takto: Necht C; =13 VI V... Vs, kde I} jsou literdly. Zavedeme nové logické
proménné x1,xs,...,Ts_3 a polozime

1/Jci = (ll V l2 \/1’1) A (_L’El V lg V 1‘2) A (_\1’2 vV l4 VIg) VANWAN (_\Is_g V ls—l V lg)

Plati: Formule 1¢, je splnitelna pravé tehdy, kdyz C; je splnitelna.
Formuli ¢ dostaneme jako konjunkci vSech klauzuli formule ¢, které maji
nejvyse 3 literaly a formuli ¢, pro klauzule C; o vice nez 3 literédlech.

Predpokladejme, ze formule ¢ mé k klauzuli a nejdelsi klauzule mé s
literalu. Pak v konstrukei 4 jsme pfidali maximalné (s — 3)k novych logickych
proménnych (rovnost nastdva v piipadeé, ze kazd4 z klauzuli formule ¢ obsahuje
presné s > 3 literdli). Navic jsme formuli prodlouzili o maximalné o 2(s — 3)k
literalu (kazdd nové logickd proménnd se ve formuli ¢ objevuje presné dvakrat).
Tedy délka formule v se pouze polynomialné zvétsila vzhledem k délce formule .

4.4.5 Dusledek. Protoze tloha 3 — CNF SAT je ve tiidée NP, jednd se
o NP tplnou tlohu.
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4.4.6 Obarveni vrcholi grafu. Je dan prosty neorientovany graf bez
smy¢ek G = (V, E). Obarvent vrcholi grafu G je pfifazeni, které kazdému vr-
cholu v grafu G prifazuje jeho barvu b(v), b(v) je prvek mnoziny (barev) B, pro
které plati, ze zddné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu. (Jinymi
slovy, jestlize {u,v} je hrana grafu G, pak b(u) # b(v).)

Graf G se nazyva k-barevny, jestlize jeho vrcholy je mozné obarvit k barvami
(tj. mnozina B mé k prvka).

4.4.7 k-barevnost.
Uloha: Je dan prosty neorientovany graf G bez smycek a ¢islo k.
Otdzka: Je graf G k-barevny?

4.4.8 Tvrzeni. Plati

3—-CNF SAT <, 3-barevnost.

4.4.9 Zakladni myslenka pfevodu. Je dana formule ¢, kterd je v CNF
a kazdd klauzule ma 2 nebo 3 literdly. K dikazu je tFeba zkonstruovat prosty
neorientovany graf G bez smycek takovy, ze ¢ je splnitelnd préavé tehdy, kdyz
G je 3-barevny.

Konstrukce vyuzivd pomocny graf Gy o péti vrcholech {a,b,c,d, e} a péti
hranach

s touto vlastnosti:

e Jestlize vrcholy a a b maji stejnou barvu, pak tuto barvu musi mit i
vrchol e.

e Jestlize jeden z vrcholi a a b mé barvu z, pak lze tento graf obarvit tak,
aby i vrchol e mél barvu z.

Mégjme formuli ¢, ozna¢me 1, x3, ..., T, vSechny logické proménné, které se
ve formuli ¢ vyskytuji. Vytvorime neorientovany graf G = (V, E), kde

e V/ obsahuje vSechny literdly, tj. 1, —z1, ..., Tp, Ty, vrcholy R, G, B.

e [ obsahuje hrany tak, ze vrcholy R, G, B tvoii jeden trojihelnik, a vrcholy
B, x;,—x; také tvori trojuhelnik pro kazdé i =1,...,n.

e Pro kazdou klauzuli obsahujici literaly [y, l2, I3 pfiddme do grafu dvé kopie
pomocného grafu G a to takto: Literdly lo a I3 odpovidaji vrcholim a a b
prvni kopie pomocného grafu Gy, vrcholy l; a e odpovidaji vrcholum a,b
a vrchol R je spojen hranou s vrcholem e druhé kopii grafu Gy,

Piiklad grafu G pro dvé klauzule Cy = —zVyV-x a Cy =tV-zVz (z,y, 2, ¢
jsou logické proménné) je na nasledujicim obrazku.
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Predpokladejme, ze formule ¢ je splnitelnd; mame tedy pravdivostni ohod-
noceni, ve kterém je ¢ pravdivd. Obarvime graf G tfemi barvami z (zelend),c
(Cervend) a m (modrd) takto:

e Vrcholy R, G, B: b(R) = ¢, b(G) = z, b(B) =m.

e Vrchol odpovidajici literdlu I ma barvu z praveé tehdy, kdyz je I pravdivy,
v opacném piipadé jej obarvime c.

Protoze kazda klauzule obsahuje alespon jeden literdl, ktery je pravdivy, tj. jeho
vrchol je obarven barvou z, je mozné obarvit i zbyvajici vrcholy tak, aby G byl
ti{barevny.

Predpokliadejme, ze graf G je tiibarevny. Pfejmenujme barvy tak, aby
platilo: b(R) = ¢, b(G) = z, b(B) = m. Nyn{ definujeme pravdivostni ohodnocen{
logickych proménnych z1, xo, ..., x, takto:

proménnd x; je pravdivd iff b(x;) = z a proménnd z; je nepravdiva iff b(x;) = c.

Z vlastnosti pomocného grafu G vyplyva, ze v kazdé klauzuli je alespon jeden
literdl, ktery je obarven barvou z, tudiz je pravdivy.

Neni tézké nahlédnout, ze pocet vrcholl i hran grafu G je polynomidln{ vaéci
délce formule (.

4.4.10 Dausledek. Protoze 3-barevnost je ve tiidé NP, jednd se o NP
uplnou ulohu.

4.4.11 Tvrzeni. Plati

3-barevnost <1, ILP.
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4.4.12 Prevod 3-barevnosti na ILP. Je dan prosty neorientovany graf
bez smycek G = (V, E). Zkonstruujeme instanci I dlohy celoc¢iselného linedrniho
programovani takovou, ze I m4 piipustné feseni pravé tehdy, kdyz graf G je 3-
barevny.

Vsechny proménné budou nabyvat hodnot 0 nebo 1 (tj. bude se jednat o tzv.
0-1 celociselné linedrni programovéni).

Promeénné: Pro kazdy vrchol v € V zavedeme tii proménné:

c
To, Xy, X

v

Vijznam: Fakt, ze proménnd ¥ je rovna 1, b € {c¢,m, 2z}, znamen4, ze vrchol v
ma barvu b.

Podminky:

e Pro kazdy vrchol v € V mame rovnici, kterd zarucuje, ze vrchol v ma
pravé jednu barvu — bud ¢ nebo m nebo 2:

zp 4y + = 1.
e Pro kazdou hranu e = {u,v} mdme tii nerovnosti (pro kazdou barvu
jednu) zaruéujici, ze oba vrcholy u a v nemohou mit stejnou barvu:
o, +axp <1, ' +x <1, o2+, <1.

Plati: Graf G je 3-barevny pravé tehdy, kdyz I ma piipustné feseni.

Instance I mé 3|V| proménnych a |V| + 3 |E| podminek. Jednd se tedy o
instanci velikosti O(n 4+ m), kde n = |V| a m = |E|.

4.4.13 Dusledek. Protoze ILP je ve tiidé NP, jednd se o NP tiplnou tilohu.

4.4.14 Problém rozkladu.

Uloha: Je dana kone¢nd mnozina X a systém jejich podmnozin S.

Otdzka: Je mozné z S vybrat prvky tak, ze tvoii rozklad mnoziny X? Jinymi
slovy, existuje A C S tak, ze A je rozklad mnoziny X7

4.4.15 Tvrzeni. Plati

3-barevnost <1, problém rozkladu.

4.4.16 Prevod 3-barevnosti na problém rozkladu. Je dédn neoriento-
vany prosty graf bez smycek G = (V, E). Zkonstruujeme mnozinu X a systém
jejich podmnozin S tak, ze graf G je tiibarevny pravé tehdy, kdyz ze systému
S lze vybrat rozklad mnoziny X.

MnoZina X :

e Pro kazdy vrchol v € V ddme do mnoziny X prvky

C m z
Uy Dy Py » Py
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e Pro kazdou hranu e = {u,v} ddme do mnoziny X prvky
Qv Qv Goaws o> Tous Dou-
Mnozina X mé 4|V|+ 6 |E| prvka.
Systém podmmnozin S tvori tyto mnoziny:
1) Pro kazdy vrchol v € V:

{v,po}, {v, 0"} {v. 05}

2) Pro kazdy vrchol v € V ozna¢me N (v) mnozinu vsech sousedu vrcholu v
(tj.- N(v) = {u|{u,v} € E}). Do S ddme mnoziny:

Sy ={ps: dou lu € N(0)}, 57" = {py" qiu [u € N(v)}, S5 = {py, qpu [w € N(v)}.
3) Pro kazdou hranu e = {u, v} ddme do & mnoziny:
{9u0s s {90 ouds {000 ouds {000 ouds {000 out {900 @t
Systém S méa 3 |V| mnozin z 1), 3|V| mnozin z 2) a 6 |E| mnozin z 3).

Je-li graf G 3-barevny, je mozné jeho vrcholy obarvit barvami {c,m,z}.
Oznacme b(v) barvu vrcholu v € V. Z systému S vybereme A takto:

A se sklddd z:
1) {up?)(v)} pro véechny v € V,
2) SP a 8P kde by a by jsou zbylé dvé barvy, kterymi neni obarven v,
3) {ng)u)7 qﬁﬁj’)} pro kazdou hranu e = {u,v}.

Uvédomte si, Ze protoze b je obarveni, mnoziny ze 3) jsou v § .
Jestlize existuje rozklad A C S mnoziny X, pak sestrojime obarveni grafu
G takto:

b(v) :=b,b € {¢,m,z} prave tehdy, kdyz {v,p°} € A.

Neni tézké dokazat, ze z volby systému S a A vyplyva: b je obarveni vrcholu
tfemi barvami.

4.4.17 Daisledek. Protoze problém rozkladu je ve tiidé NP, jedna se o NP
tplnou tlohu.

4.4.18 SubsetSum.
Uloha: Jsou déna kladnd éfsla ai, as, ...,a, a ¢islo K.
Otazka: Lze vybrat podmnozinu ¢isel aq, aq, ..., a, tak, aby jejich soucet byl
roven ¢islu K7
Jinymi slovy, existuje J C {1,2,...,n} tak, ze

Zai:K.

ic€J
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4.4.19 Tvrzeni. Plati

problém rozkladu <1, SubsetSum.

4.4.20 Pievod problému rozkladu na SubsetSum. Je dana konec¢nd
mnozina X a systém jejich podmnozin S. Piejmenujeme prvky X tak, ze
X:{O,l,...,n—l} aS:{Sl,SQ,...,ST}.

Zvolime pfirozené ¢islo p vétsi nez r (pocet prvku §). Kazdé podmnoziné
S; piifadime kladné ¢islo a; takto: Ke kazdé mnoziné S; oznacime xg, jejf
charakteristickou funkci; tj. xs,(j) = 1 praveé tehdy, kdyz j € S;. Pak

n—1
Si— > xs.() P = as.
§=0

P -1
Nakonec zvolime éfslo K = Y7 p'.

Protoze p > r, neni tézké ukazat, ze

> a; =K préveé tehdy, kdyz A= {S;|i € J} je rozklad X.
ieJ

4.4.21 Dasledek. ProtoZe SubsetSum je ve t¥idé NP, jedna se o N'P 1iplnou
ulohu.

4.4.22 Poznamka. Nyni neni tézké sestrojit polynomialni redukci problému
SubsetSum na problém déleni kofisti nebo na problém batohu. Proto jsou i tyto
dvé tlohy NP tplné.

4.4.23 Problém klik.
Uloha: Je dén prosty neorientovany graf G = (V, E) bez smycek a ¢islo k.
Otdzka: Fxistuje v grafu G klika o alespon k vrcholech?

4.4.24 Tvrzeni. Plati

3— CNF SAT <, problém klik.

4.4.25 Nastin pifevodu 3— CNF SAT na problém klik. Je ddna formule
¢ v CNF, s k klauzulemi C1,Cs,...,Ck, kde kazda klauzule méa 3 literdly.
Sestrojime k-partitni neorientovany graf G = (V, E) takto:

G mé pro kazdou klauzuli jednu stranu; strana odpovidajici klauzuli C
se skladd ze 3 vrcholi oznacenych literdly klauzule C. Hrany grafu G vedou
vzdy mezi dvéma stranami a to tak, ze spojuji dva literaly, které nejsou
komplementarni (tj. jeden neni negaci druhého).

Plati: Formule ¢ je splnitelnd praveé tehdy, kdyz v grafu G existuje klika
o k vrcholech. (Poznamenejme, Ze k je pocet klauzuli formule ¢.)

Jestlize ¢ je pravdivd v ohodnoceni u, vybereme v kazdé klauzuli formule
@ jeden literdl, ktery je v daném ohodnoceni pravdivy. Pak mnozina vrcholu
odpovidajicich témto literalam tvoii kliku v G o k vrcholech.
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Jestlize v grafu G existuje klika A o k vrcholech, pak A m4 jeden vrchol v
kazdé strané grafu G. Polozme jako pravdivé vSechny literdly, které se nachazeji
v A a hodnoty ostatnich logickych proménnych zadefinujme libovolné. Pak v
tomto ohodnoceni je formule ¢ pravdiva.

Zkonstruovany graf G ma tolik vrcholu jako ma formule ¢ literald, tj. n
vrcholu, kde n je délka formule . Vzhledem k tomu, Ze prosty graf s n vrcholy
mé O(n?) hran, jednd se o polynomidlni redukei.

4.4.26 Dusledek. ProtoZe problém klik je ve tiide NP, jednd se o NP
tplnou ulohu.

4.4.27 Nezavislé mnoziny. Je ddn prosty neorientovany graf G = (V, E)
bez smycek. Mnozina vrcholu N C V se nazyva nezdvisld mnozina v G, jestlize
zadna hrana grafu G nema oba krajni vrcholy v N. Jinymi slovy, indukovany
podgraf mnozinou N je diskrétni graf.

Uloha: Je dan prosty neorientovany graf G bez smycek a ¢islo k.

Otdzka: Existuje v G nezavisld mnozina o k vrcholech?

4.4.28 Tvrzeni. Plati

problém klik <1, nezdvislé mnoziny.

4.4.29 Prevod problému klik na nezavislé mnoziny. Je dan prosty
neorientovany graf bez smycéek G = (V, E). Definujeme opacny graf G°? =
(V, E°P) takto:

{u,v} € E°? prave tehdy, kdyz u # v a {u,v} ¢ E.

Plati: Mnozina A C V je klika v grafu G pravé tehdy, kdyz je maximalni
nezdvislou mnozinou v grafu G°. (Jinymi slovy, A je nezdvisld mnozina a
priddnim libovolného vrcholu uz nebude nezavisla.)

To, ze se jedna o polynomidlni redukci vyplyva z faktu, ze vSech hran v grafu
G i dopliikkovém grafu G je %, kde n je pocet vrcholi.

4.4.30 Dusledek. ProtoZe tloha o nezdvislych mnozinach je ve t¥ide NP,
jedna se o NP tplnou tlohu.

4.4.31 Vrcholové pokryti. Je dan prosty neorientovany graf bez smycek
G = (V, E). Podmnozina vrcholi B C V' se nazyva vrcholové pokryti G, jestlize
kazda hrana grafu G ma alespon jeden krajni vrchol v mnoziné B.

Poznamenejme, Ze celd mnozina vrcholi V' je vrcholovym pokrytim, problém
je najit vrcholové pokryti o co nejmensim poctu vrcholi.

Uloha: Je dén prosty neorientovany graf G' bez smycek a ¢islo k.

Otdzka: Existuje v grafu G vrcholové pokryti o k vrcholech?

4.4.32 Tvrzeni. Plati

nezavislé mnoziny <, vrcholové pokryti.
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4.4.33 Nastin pfevodu nezavislych mnozin na vrcholové pokryti.
Plati: Je-li mnozina N nezivisld mnozina grafu G, pak mnozina V \ N je
vrcholovym pokrytim grafu G. A naopak, je-li B vrcholové pokryti grafu G,
pak mnozina V' \ B je nezvisld mnozina v G.

Proto: Je dan prosty neorientovany graf G bez smycek a ¢&islo k. Pak v
G existuje nezavislda mnozina o k vrcholech pravé tehdy, kdyz v G existuje
vrcholové pokryti o n — k vrcholech, kde n = |V je pocet vrchola grafu G.

4.4.34 Dusledek. Protoze problém vrcholového pokryti je ve tiidé NP,
jedna se o NP tplnou tlohu.

4.4.35 Existence hamiltonovského cyklu.
Uloha: Je dan orientovany graf G.

Otdzka: Existuje v grafu G hamiltonovsky cyklus? (Jinymi slovy, existuje v grafu
G cyklus prochézejici viemi vrcholy?)

4.4.36 Tvrzeni. Plati

vrcholové pokryti <1, existence hamiltonovského cyklu.

4.4.37 Zakladni myslenka pfevodu. Prevod je zalozen na vyuziti specidlniho
grafu H o 4 vrcholech a 6 orientovanych hrandch. Graf H mé tuto vlastnost: Ma-
li byt graf soucdsti hamiltonovského cyklu, pak jsou jen dva zdkladni zpusoby
pricchodu grafem H, bud se projdou viechny vrcholy za sebou, nebo pii dvojim
pruchodu vzdy dva a dva.

Predpoklddejme, Ze je ddn neorientovany prosty graf G = (V, E) bez smycek
a ¢islo k. Je mozno vytvorit orientovany graf G’ takovy, ze v G existuje vrcholové
pokryti o k vrcholech pravé tehdy, kdyz v G’ existuje hamiltonovsky cyklus.

Graf G’ se, zhruba Feceno, vytvor{ takto: Za kazdou hranu grafu G do G’
dédme kopii grafu H. Kromé takto ziskanych vrcholi priddme jesté vrcholy
1,2,...,k. Celkové tedy pocet vrcholu grafu G’ je 4|F| 4+ k. Hrany grafu G’
jsou jednak hrany vsSech kopii grafu H, jednak hrany vedouci mezi nimi a déle
hrany do a z vrcholu 1,2,...,k. Celkové je hran grafu G’ také imérné poctu
hran grafu G plus k-ndsobek poctu vrcholu grafu G. To znamend, ze redukce je
polynomiélni.

4.4.38 Dusledek. Protoze problém existence hamiltonovského cyklu je ve
tiidé NP, jedna se o AN'P tiplnou tlohu.

4.4.39 Hamiltonovska kruznice

Podobné jako jsme v ukazali, Ze se problém vrcholového pokryti poly-
nomidlné redukuje na problém existence hamiltonovského cyklu, dé se sestrojit
i redukce

vrcholové pokryti <, existence hamiltonovského kruznice.

VVVVVV

4.4.40 Dausledek. Protoze problém existence hamiltonovské kruznice je ve
tiide NP, jedna se o AN'P tplnou tlohu.
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4.4.41 Tvrzeni. Plati
existence hamiltonovské kruznice <1, problém obchodniho cestujiciho.

Ptrevod zminény v tvrzeni je velmi jednoduchy a je ponechén studentum jako
domaci tkol.

4.4.42 Dusledek. ProtoZe problém obchodniho cestujiciho je ve tfidée NP,
jedna se o NP tplnou tlohu.

4.4.43 Tvrzeni. Plati
existence hamiltonovského cyklu <, existence orientované hamiltonovské cesty.
Ptevod zminény v tvrzeni je jednoduchy a ukazeme si jej na cviceni.

4.4.44 Dausledek. Protoze problém existence hamiltonovské cesty je ve tiidé
NP, jednd se o NP tiplnou tlohu.

4.4.45 Tvrzeni. Plati
existence orientované hamiltonovské cesty <, nejdelsi cesty v orientovaném grafu.

Ptevod zminény v tvrzeni je velmi jednoduchy.

4.4.46 Dausledek. Protoze problém nejdelsich cest v orientovaném grafu je
ve tiidé NP, jednd se o AP tiplnou tlohu.

4.4.47 Tvrzeni. Plati
nejdelsi cesty v orientovaném grafu <, nejkratsi cesty v orientovaném grafu.

Ptevod zminény v tvrzeni je velmi jednoduchy.

4.4.48 Dausledek. Protoze problém nejkratsich cest v orientovaném grafu je
ve tiidé NP, jednd se o NP tiplnou tlohu.

4.4.49 Heuristiky. Jestlize je tfeba fesit problém, ktery je NP tplny,
musime pro vétsi instance opustit myslenku presného nebo optiméalniho feseni
a smifit se s tim, ze ziskdme ,dostateéné presné“ nebo ,dostateéné kvalitni“
feSeni. K tomu se pouzivaji heuristické algoritmy pracujici v polynomialnim
case. Algoritmum, kde umime zarucit ,jak daleko“ je nalezené feSeni od op-
timalniho, se také tika aproximacni algoritmy.

4.4.50 Heuristika pro vrcholové pokryti — 1. Uvazujme nasledujici

heuristicky algoritmus, ktery pro dany neorientovany graf najde jeho vrcholové
pokryti. Algoritmus je zalozen na ,hladovém postupu®.

Vstup: neorientovany graf G = (V, E).

Vystup: vrcholové pokryti C' grafu G.
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begin
C:=10
while F # () do
vyber vrchol v s nejvétsim stupném
C:=CU{v}
odstran v spolu s hranami s nim incidentnimi
end
return C

Prestoze algoritmus ,,vypadd rozumné“, v nékterych pripadech najde vrcho-
lové pokryti, které méa podstatné vic vrcholu nez nejméné pocetné pokryti. Zde
tim ,podstatné“ rozumime toto: existuje graf G, ktery ma vrcholové pokryti o
k vrcholech, ale vyse uvedeny algoritmus najde vrcholové pokryti o ©(k lgk)
vrcholech.

4.4.51 Heuristika pro vrcholové pokryti — 2. Uvazujme jesté jeden
heuristicky algoritmus, ktery pro dany neorientovany graf najde jeho vrcholové
pokryti.

Vstup: neorientovany graf G = (V) E).

Vystup: vrcholové pokryti C grafu G.

begin
C:=10
while F # () do

vyber hranu {u, v}

C:=CU{u,v}

odstran vrcholy u, v spolu se v8emi hranami s nimi incidentnimi
end
return C

D4 se dokéazat, ze druhy algoritmus vzdy najde vrcholové pokryti, které
obsahuje maximalné dvakrat tolik vrcholii nez je pocet nejméné pocetného
vrcholového pokryti.

4.4.52 Tvrzeni. Oznacéme C,,;, nejméné pocetné vrcholové pokryti grafu G.
Pak druhd heuristika najde vrcholové pokryti C' takové, ze

|C) < 2[Chin-

Dikaz. Ozna¢me F' mnozinu vSech hran, ktera byla vybrana algoritmem. Pak
|C| = 2|F|; ano, za kazdou vybranou hranu jsme do mnoziny C vlozili dva
vrcholy — krajni vrcholy této hrany. Navic, zadné dvé hrany v mnoziné F' nemaji
spole¢ny vrchol; tudiz je jejich pokryti je tieba |F| vrcholi. Proto |Cpyin| > |F|
a|C|=2|F| <2|Chinl
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4.4.53 Aproximacni algoritmus. Definice. Uvazujme optimaliza¢ni problém
U. Polynomialni algoritmus A se nazyva R aproximacni algoritmus, jestlize exis-
tuje redlné c¢islo R takové, ze pro kazdou instanci algoritmus A najde piipustné
feSeni ne horsi nez R krat hodnota optimdlniho feSeni.

To znamenad, ze pro minimaliza¢ni dlohu najde feseni, které nema hodnotu
tcelové funkce vétsi nez R krat hodnotu optimélniho feSeni; pro maximalizaéni
dlohu najde feseni, které nema hodnotu tucelové funkce mensi nez R krat
hodnotu optimalniho FeSeni.

Druhé heuristika pro nalezeni vrcholového pokryti je tedy 2 aproximacni
algoritmus pro problém vrcholového pokryti.

Ne pro vSechny tlohy, jejichz rozhodovaci verze jsou N P uplné, aproximaéni
algoritmy existuji. Piikladem je problém obchodniho cestujiciho, jak ukazuje
nasledujici véta.

4.4.54 Tvrzeni. Kdyby existovala konstanta r a polynomidlni algoritmus
A takovy, ze pro kazdou instanci obchodniho cestujictho I najde trasu délky
D <rOPT(I), kde OPT(I) je délka optimélni trasy instance I, pak

P = NP.

4.4.55 Zdavodnéni tvrzeni[4.4.54} Za predpokladu tvrzen{[f.4.54 bychom
umeéli polynomidlné vyftesit problém existence hamiltonovské kruznice. Na-
znacime odpovidajici prevod.

Je dén neorientovany graf G = (V, E), V = {1,2,...,n}, a ptame se, zda
v ném existuje hamiltonovskd kruznice. Zkonstruujeme instanci obchodniho
cestujictho takto: Pro mésta {1,2,...,n} polozime

o 1, {i,jteE
d(l,]){ rn—+1, {'Laj}gE

Trasa v instanci popsané vyse muze mit délku n, jestlize je tvofena vSemi
hranami délky 1. V tomto piipadé jsou vsechny hrany hranami grafu G a
trasa predstavuje hamiltonovskou kruznici. Nebo musi trasa mit délku alespon
n—14+nr+1=nr+mn. To je v pfipadé, ze aspon jedna spojnice v trase neni
tvofena hranou grafu G.

Tedy jestlize algoritmus A najde trasu délky jiné nez n, pak v grafu G
neexistuje hamiltonovska kruznice. Takto bychom polynomidlnim algoritmem
byli schopni rozhodnout existenci hamiltonovské kruznice. Protoze existence
hamiltonovské kruznice je NP tplny problém, platilo by P = NP.

4.4.56 Trojuhelnikovi nerovnost. Rekneme, 7e instance obchodniho ces-
tujictho spliiuje trojihelnikovou nerovnost, jestlize pro kazdéa tii mésta 1,7, k
plati:

d(i,j) < d(i, k) +d(k, j).

4.4.57 Tvrzeni. Jestlize instance I obchodniho cestujiciho spliiuje trojuhelnikovou
nerovnost, pak existuje polynomidlni algoritmus A, ktery pro I najde trasu délky
D, kde D <20PT(I) (OPT(I) je délka optimalni{ trasy v I).

Marie Demlova: Teorie algoritmu 25. ¢ervna 2024, 13:06



50 [240625-1306)] Kapitola 4. Tfidy slozitosti

4.4.58 Slovni popis algoritmu z tvrzeni Instanci I povazujeme
za uplny graf G s mnozinou vrcholu V ={1,2,...,n} a ochodnocenim d.

1. V grafu G najdeme minimalni kostru (V, K).
2. Kostru (V, K) prohleddme do hloubky z libovolného vrcholu.

3. Trasu T vytvoiime tak, ze vrcholy prochézime ve stejném poiradi jako pfi
prvnim navstiveni béhem prohledavani grafu. T je vystup em algoritmu.

Ziejmeé plati, ze délka kostry K je mensi nez OPT(I). Ano, vynechdme-
li z optimélni trasy nékterou hranu, dostaneme kostru grafu G. Protoze K je
minimdln{ kostra, musi byt délka K mensi nez OPT(I) (predpokldddme, ze
vzddlenosti mést jsou kladné). Vzhledem k platnosti trojihelnikové nerovnosti,
je délka T" mensi nebo rovna dvojnasobku délky kostry K.

4.4.59 Christofidestiv algoritmus. Jestlize instance I obchodniho ces-
tujictho splnuje trojihelnikovou nerovnost, pak nésledujici algoritmus najde
trasu T’ délky D takovou, ze D < 3 OPT(I).

Instanci I povazujeme ze tplny graf G s mnozinou vrcholu V = {1,2,...,n}
a ohodnocenim d.

1. V grafu G najdeme minimdlni kostru (V, K).

2. Vytvoifme tplny graf H na mnoziné vsech vrcholt, které v kostie (V, K)
maji lichy stupen.

3. V grafu H najdeme nejlevnéjsi perfektni parovani P.

4. Hrany P piiddme k hrandm K minimélni kostry. Graf (V,P U K) je
eulerovsky graf. V grafu (V, P U K) sestrojime uzavieny eulerovsky tah.

5. Trasu T ziskdme z eulerovského tahu tak, ze vrcholy navstivime v pofadi,
ve kterém jsme do nich poprvé vstoupili pii tvorbé eulerovského tahu.

Plati, ze délka takto vzniklé trasy je maximalné % krat vetsi nez délka optimalni
trasy.

4.4.60 Poznamka. Odhad délky trasy, kterou jsme ziskali v [4.4.58] i odhad
pro trasu ziskanou Christofidesovym algoritmem neni mozné zlepsit.

4.5 Tiida co-NP

4.5.1 Pozorovani. Je-li jazyk L ve tiidé P, pak i jeho doplnék L patif do
tiidy P. Obdobné tvrzeni se pro jazyky t¥idy NP neumi dokdzat.

4.5.2 Definice. Jazyk L pati{ do tiidy co-N"P, jestlize jeho doplnék patii do
tiidy NP.
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4.5.3 Piiklady.

o Jazyk USAT, ktery je doplikem jazyka SAT splnitelnych booleovskych
formuli, lezi ve t¥idé co-N"P. (Jazyk USAT se skldad4 ze vSech nesplni-
telnych booleovskych formuli a ze vSech slov, které neodpovidaji boole-
ovské formuli.)

e Jazyk TAUT, ktery se sklddd ze vSech slov odpovidajicich tautologii
vyrokové logiky, patii do tiidy co-N"P.

4.5.4  Otézka, zda co-NP = NP, je oteviena.

4.5.5 Lemma. Méjme dva jazyky Li a Lo, pro které plati Ly <, L. Pak
plati také Ly <, Lo, (kde L je doplnék jazyka L).

Zdtvodnéni. Jestlize L1 <1, Ly, Ly C ¥*, Ly C ®*, pak existuje polynomidlni
algoritmus M, ktery pro kazdé slovo w € ¥* zkonstruuje slovo M (w) € ®* a to
tak, ze

w € Ly pravé tehdy, kdyz M(w) € Ls.

To ale znamena, ze
w ¢ Ly prévé tehdy, kdyz M(w) & Lo,
a tedy L1 <p Lo.

4.5.6 Tvrzeni. Plat{ co-NP = NP pravé tehdy, kdyz existuje NP tplny
jazyk, jehoz doplnék je ve tiidé N'P.

Diikaz. Jestlize co-NP = NP, pak kazdy doplnék néjakého NP tplného jazyka
lezi ve tiide N'P.

Piedpokladejme, Ze existuje NP plny jazuk L, jehoz doplnék L lezi ve tiideé
NP. Ukdzeme, 7e
co-NP C NP a NP C co-NP.

Vezméme libovolny jazyk Ly ze tiidy co-N'P. Pak L; € N'P. Protoze L je
NP tplny jazyk, Ly <, L a podle predchoziho lemmatu Ly <1, L € N'P. Odtud
IS NP.

Vezméme libovolny jazyk Ly takovy, ze Ly € N'P. Pak Ly <I, L a tedy (opét
podle predchoziho lemmatu) Ly <1, L € N'P. Proto Ly € co-NP.

4.6 Tridy PSPACE a NPSPACE

4.6.1  Je ddn Turinguv stroj M (deterministicky nebo nedeterministicky).
Pfipomeiime, Ze M pracuje s pamétovou sloZitosti p(n) pravé tehdy, kdyz pro
kazdé slovo délky n nepouzije paméfovou buiku véts nez p(n). Uvédomte si:
jestlize Turinguv stroj pfijimé jazyk s polynomialni ¢asovou slozitosti, pak se
mus{ zastavit na kazdém vstupu (af uz lez{ v piijimané jazyce, nebo ne); tj.
Turinguv stroj jazyk rozhoduje. Podobné tvrzeni neplati pro Turinguv stroj,
ktery né&jaky jazyk pfijim4 s polynomidlni paméfovou slozitosti; ano, Turingtiv
stroj se muze zacyklit na slové, které nepiijimé.
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4.6.2 Trida PSPACE. Jazyk L patii do ttidy PSPACE jestlize existuje deter-
ministicky Turinguv stroj M, ktery pfijima jazyk L a pracuje s polynomialni
pamé&tovou slozitosti.

4.6.3 Tvrzeni. Plati
P C PSPACE.

4.6.4 Trida NPSPACE. Jazyk L pati{ do t¥idy NPSPACE jestlize existuje
nedeterministicky Turinguv stroj M, ktery pfijimé jazyk L a pracuje s poly-
nomislni pamétovou sloZitost.

4.6.5 Tvrzeni. Plati
NP C N'PSPACE.

4.6.6 Véta. Je ddn Turinguv stroj M (deterministicky nebo nedeterminis-
ticky), ktery pfijimd jazyk L s pamé&tovou slozitosti p(n) (kde p je néjaky poly-
nom). Pak existuje konstanta ¢ takovd, ze M piijme slovo w délky n po nejvyse
M+ krocich.

4.6.7 Myslenka diikazu véty Konstantu ¢ volime tak, abychom méli
zajisténo, ze Turingv stroj M mé pfi praci se vstupem délky n méné nez ¢?(™+1
ruznych situaci. Zajimaji nas totiz pouze takové vypocty, ve kterych se situace
neopakuji. Oznacme t pocet paskovych symbolu Turingova stroje M a ozna¢me
s pocet stavit M. Pak M mé p(n)stP(™) riznych situaci; ano, stroj se mize
nachdzet v s ruznych stavech, hlava muze skenovat jedno z p(n) poli pasky, a
péska muze mit jeden z t*(") riznych obsahtl.

Polozme ¢ =t + s. Z binomické véty vyplyva, ze
EPFL = (t 4 5)PIFL — gp)FL L () + 1) P s 4.
Odtud cP(M+1 > p(n) tr() s,

4.6.8 Véta. Je-li jazyk L ve tiidé PSPACE (NPSPACE), pak L je rozhodovan
deterministickym (nedeterministickym) Turingovym strojem M s polynomidln{
pamétovou slozitosti, ktery se vidy zastavi po nejvyse c?™ krocich, kde g(n) je
vhodny polynom a ¢ konstanta.

4.6.9 Myslenka diakazy véty [4.6.8, Predpokladejme, ze L € PSPACE. Pak
existuje Turingtiv stroj My, ktery piijimd jazyk L s pamé&tovou slozitosti p(n)
(p(n) je vhodny polynom). Vime (z véty , ze existuje konstanta ¢ takova,
ze Turingtv stroj M; potiebuje nejvyse P+ krokd.

Vytvoiime Turinguv stroj My, ktery bude mit dvé pasky: prvni paska bude
simulovat M7, druhd bude pocitat kroky na prvni pédsce. Jestlize pocet kroku
piekroci ¢?™+1 Turinglv stroj Mo se netdspésné zastavi. Pocitani kroka Ms
provadi v c-adické soustave (tak, aby zabralo jen O(p(n)) poli pasky).

Hledany Turinguv stroj M je Turinguv stroj s jednou paskou, ktery simuluje
Turingiiv stroj My. Turingiiv stroj M pracuje v s ¢asovou slozitosti O(c?P(™),
tedy v maximalné d ¢*P(™) krocich. Nynf stacf polozit ¢(n) = 2p(n) +log, d nebo
jakykoli polynom vétsi.
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4.6.10 Savitchova véta. Plati

PSPACE = N'PSPACE.

4.6.11 Nastin myslenky dikazu Savitchovy véty. Ziejmé PSPACE C
NPSPACE. Dukaz opaéné inkluze NPSPACE C PSPACE spocivd v tom,
7e jsme schopni nedeterministicky Turingtv stroj M pracujici s paméfovou
slozitost{ p(n) simulovat deterministickym Turingovym strojem N, ktery pracuje
s pamétovou slozitost! O([p(n)]?) (o éasové slozitosti nic dokazovat nebudeme).
Konstrukce N je zalozena na nésledujici rekursivni proceduie DOSTP(I, J;m),
kde I a J jsou situace NTM M a m je kladné piirozené ¢islo. DOSTUP(I, J;m)
vrati 1, jestlize I F* J v nejvySe m krocich.

DOSTUP(I,J;m)
Vstup: Situace I a J NTM M a m je kladné ptirozené ¢islo.

Vystup: TRUE, jestlize J je dostupnd z I v nejvyse m krocich, FALSE v
opacném piipadé.

begin
if m =1 then
if I = J nebo I  J then return TRUE
else return FALSE
end
else (induktivnd cdsi]
for kazdou moznou situaci K do
if DOSTUP(I,K;|%]) a DOSTUP(K,J;[%] then
return TRUE
return FALSE
end
end

Uvédomte si, ze rekurzivni procedura DOSTUP(I,J;m) ma vzdy na
zésobniku jen jednu trojici (I1, Ji;m), nejvyse jednu trojici (I2, Jo; ), nejvyse
jednu (I3, J3; ), atd. Tedy soucasné nema na zasobniku vic nez lgm ruznych
trojic.

Je dan nedeterministicky Turinguv stroj M, ktery piijimé jazyk L s poly-
nomiélni pamétovou slozitosti p(n). Pro vstup w voldme proceduru DOSTU P(ly, J;m),
kde Iy je pocéatecni situace M, J je nékterd pfijimajici situace M a m =
cP(m)+1 (c je konstanta z . Da se dokézat, ze pro vykonani procedury
DOSTUP(I, J;m) deterministickym Turingovym strojem staci pamétova sloZitost
O([p(n)]?). To vyplyva z toho, ze DOSTUP(Iy,J;m) mé na zdsobniku ma-
ximélné lg P+ = dp(n) trojic (I,J;r) a kazda z trojic méa nejvyse délku
O(p(n)). (Uvedomte si, ze nadm nezédlezi na tom, jak dlouho deterministicky
Turinguv stroj pracuje, zajimame se pouze o pamétové naroky.)

4.6.12 Dausledek. Plati

P C NP C PSPACE.
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4.7 Testovani prvociselnosti

4.7.1 Jazyky L, a L,. Jazyk L, obsahuje vSechna prvocisla, jazyk L,
obsahuje vSechna slozena ¢isla; presnéji:

L, ={w]|w je bindrni zdpis prvoéisla}
Ly = {w|w je bindrni zépis slozeného ¢isla}.
Jazyk L je (az na ¢islo 1) doplnkem jazyka L,; pfiddme-li 1 do jazyka L, pak

dostavame o o
Ly=L, L,=0L,.

4.7.2 Tvrzeni. Jazyk L, lezi ve tiide N'P.

Zduvodnéni: Jestlize ¢islo n je slozené, znamend to, ze m4 délitele r, pro néjz
plati 1 < r < n. Zndme-li nékterého (tzv. vlastnfho) délitele r, jsme schopni
délenim cisla n ¢islem r zjistit, ze n je opravdu slozené c¢islo. Pro prvocislo
zadny takovy vlastni délitel neexistuje.

Nyni si stac¢i uvédomit, ze vlastni délitel je hledany certifikat s polynomialni
velkosti. Ano, délka binarniho slova odpovidajiciho n, je k = lgn, délka délitele
r je O(k) a celociselné déleni dvou bindrnich ¢isel délky k lze provést v
polynomiélnim ¢ase vzhledem k délce binarniho zépisu ¢isel.

4.7.3 Dausledek. Jazyk L, je ve tiidé co-NP.

4.7.4 Tvrzeni. Jazyk L, je ve tride N'P.

Najit polynomidlni certifikat pro jazyk obsahujici prvoéisla je podstatné
tézs8i nez pro jazyk obsahujici slozend ¢isla. V tomto pripadé se jednd napi.
o generdtor grupy (Z, \ {0},®,1) (p prvocislo); tj primitivn{ prvek koneéného
télesa (Z,, ®,®,0,1).

4.7.5 Dausledek. Jazyky L, a L, patii do pruniku tifd NP a co-NP.

4.7.6 V dalsim ukazeme, ze existuje pravdépodobnostni algoritmus — Milleruv

test prvociselnosti, ktery pro dané velké liché ¢islo n s pravdépodobnosti aspon

% rozhodne, zda n je prvocislo. Diive nez algoritmus uvedeme, pfipomeneme

nékolik faktu z algebry, které budeme potiebovat.
e Mnozina Z,, tzv. zbytkovych tiid modulo n je

Z,=1{0,1,...,n—1}.

e Na mnoziné Z, jsou definovany operace @ a ® takto
a®b=rc, kde cje zbytek pti déleni ¢isla a + b &islem n,
a®b=c, kde cje zbytek pti déleni ¢isla a.b ¢islem n.

e (Z,,®,0) je komutativni grupa, (Z,,®,1) je komutativni monoid a plati
distributivni zakony

Navic, prvek a € Z, méa inverzni prvek (vzhledem k operaci ®) pravé
tehdy, kdyz a a n jsou nesoudélna ¢isla.

Proto (Z,,®,®,0,1) pro n prvocislo je téleso; pro slozend n, télesem neni.
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e Podle malé Fermatovy véty pro a nesoudélné s prvocislem p plati

a?~! = 1 (modn).

e Je-li H podgrupa konecné grupy G, pak pocet prvku podgrupy H déli
pocet prvku grupy G.

e Operace s¢itani, nasobeni, umocnovani a déleni v Z, je mozné provést
v polynomidlnim ¢ase vzhledem k velikosti ¢isel, se kterymi se operace
provadéji.

4.7.7 Milleruv test prvociselnosti.
Vstup: velké liché ptirozené ¢islo n.

Vystup: ,prvocislo“ nebo ,slozené”.

1. Spocitame n — 1 = 2'm, kde m je liché &islo.
2. Néhodné vybereme a € {1,2,...,n — 1}.

3. Spocitdme a™ (modn),
jestlize ™ = 1 (modn), stop, vystup ,prvocislo“.

4. Opakovanym umociovanim poc¢itdme
2 l
a?™ (modn),a® ™ (modn),...,a®> ™ (modn).

5. Jestlize a2 ™ # 1 (modn), stop, vystup ,slozené“.

2k'+1

6. Vezmeme k takové, ze a2 ™ % 1 (modn) aa* ™ =1 (modn).

km o= g (modn), stop, vystup ,,prvocislo.

Jestlize a
Jestlize a2 ™ % —1 (mod n), stop, vystup ,slozené“.

4.7.8 Veéta.

1. Jestlize pro vstup n dd Millertiv test prvoéiselnosti odpovéd ,slozené®,
pak je ¢islo n slozené.

2. Jestlize pro vstup n d4 Millertv test prvociselnosti odpovéd ,,prvoéislo®,

. L, L PR .1
pak n je prvocislo s pravdépodobnosti vétsi nez 3.

Idea dukazu. Add 1. Jestlize je ¢islo n prvocislo, tak nemuzeme dostat vystup
»slozené“. Mald Fermatova véta totiz zarucuje, Zze nemuzeme skonc¢it v kroku 5 s
vystupem ,slozené“. Ddle pro n prvoéislo je (Z,,®, ®) konecné téleso. V télese
existuji pouze dva prvky, které umocnéné na druhou ddvaji 1 (tzv. odmocniny
z 1) — totiz ¢islo 1 a —1. Proto nemuzeme skonéit ani v kroku 6 vystupem
,slozené“.

Add 2. Ukézat druhou vlastnost je obtiznéjsi. Dukaz neni tézky pro takova
slozend n, pro kterd existuje a € Z,, a nesoudélné s n, a a®~! # 1(modn).
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Pro ostatni slozena ¢isla, tzv. ,pseudoprvoéisla®; (téz ,,Carmichaelova ¢isla“), je
dukaz dost obtizny.

Ukéazeme zakladni myslenku dukazu pro slozena n: Spoc¢itame pocet takovych
a vybranych v kroku 2, pro kterd dostaneme jisté spravnou odpovéd (tj.
nedostaneme odpovéd prvoéislo). Protoze kazdé a m4 stejnou pravdépodobnost
byt vybrano, staci, abychom ukézali, ze jich je aspon tolik, kolik jich muze dat
odpoveéd Spatnou (prvoéislo).

Vybereme-li v kroku 2 neinvertibilni éislo a, uréité dostaneme odpovéd
slozené, protoze zddnd mocnina neinvertibilniho ¢isla nemuze byt rovna 1.

Ptredpokladejme, ze slozené ¢islo n neni pseudoprvoéislo, tj. existuje a € Z,,
a nesoudélné s n, a a1 # 1 (modn). Oznaéme

Z;, = {a € Zy, | a je invertibilni}

K={a€Z,|a" ' =1}.

Vime, ze K # Z7,, piitom (K, ®) je podgrupa grupy (Z},®). Proto pocet prvku
K déli pocet prvki Z}. Odtud pocet prvkl v mnoziné K je nejvysSe dvakrat
méné nez prvkl v mnoziné Z;; jinymi slovy
125\ K| > |K].
Vybereme-li a € Z¥ \ K, dostaneme spravnou odpovéd ,slozené“, protoze
a1 £ 1.

Spatnou odpoved miizeme dostat pouze pro a € K a téch je méné nez nebo
stejné jako a € Z} \ K.

Pro pseudoprvocisla plati | K| = |Z}| a musime argumentovat krokem 6, kde
se da ukazat, ze pocet a, kterd vedou v kroku 6 na odmocninu z 1 riznou od
—1 je aspon tak velky jako pocet téch a, kterd vedou na —1.

4.8 Tridy zalozené na pravdépodobnostnich al-
goritmech

4.8.1 Randomizovany Turinguv stroj. RTM je, zhruba fe¢eno, Turinguv
stroj M se dvéma nebo vice paskami, kde prvni paska mé stejnou roli jako u
deterministického Turingova stroje, ale druhd péska obsahuje ndhodnou po-
sloupnost 0 a 1, tj. na kazdém policku se 0 objevi s pravdépodobnosti % a 1 také
s pravdépodobnosti %

Na zacatku prace:

e stroj M se nachdzi v poCateénim stavu qo;

e prvni paska obsahuje vstupni slovo w, zbytek pasky pak blanky B;
e druha péska obsahuje ndhodnou posloupnost 0 a 1;

e pripadné dalsi pasky obsahuji B;

e vSechny hlavy jsou nastaveny na prvnim policku dané pasky.
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Na zakladé stavu ¢, ve kterém se stroj M nachazi, a na zdkladé obsahu
policek, které jednotlivé hlavy ¢tou, prechodova funkce § urcuje, zda se M
zastavi nebo prejde do nového stavu p, prepiSe obsah prvni pasky (nikoli
ale obsah druhé pasky) a hlavy posune doprava, doleva nebo zustanou stat
(posuny hlav jsou nezgvislé).

Formalné, je-li M ve stavu ¢, hlava na prvni pasce ¢te symbol X, na druhé
pasce je ¢islo a a

5(QaXva') = (p7KD1aD2)7 q,p S Qaa S {071}7X7Y S FleaDQ S {L7R7S}7

pak M se pfesune do stavu p, na prvni pasku napise Y a i-t4 hlava se posune
doprava pro D; = R, doleva pro D; = L nebo zustane na misté pro D; = S.

Jestlize §(¢, X, a) neni definovdno, M se zastavi.
M se tispésné zastavi prave tehdy, kdyZz se presune do koncového (pfijimaciho)
stavu qy.

4.8.2 Poznamka. Rozdil mezi RTM a obyc¢ejnym TM je v roli druhé pasky.
Turinguv stroj s dvéma paskami muze piepisovat i obsah druhé pasky a to je
v piipadé RTM zakazano. Navic pii dvou bézich RTM muze byt prubéh prace
RTM ruzny (zdlezi na ndhodné vygenerovaném obsahu druhé pésky). To se u
vicepaskového deterministického TM stat nemuze.

Muze se zdat, ze tento model je nerealisticky — nemuzeme pied zacatkem
prace naplnit nekonecnou péasku. Toto je ale ,realizovdano“ tak, ze v okamziku,
kdy druhd hlava ¢te dosud nenavstivené policko druhé pasky, ndhodné se
vygeneruje 0 nebo 1 kazdé s pravdépodobnosti % a tento symbol uz se nikdy
béhem jednoho prubéhu prace TM nezméni.

4.8.3 Priklad. Je ddn RTM M, kde Q = {qo0,¢1,92,93,49r}, T = {0,1, B} a
prechodova funkce § je definovana tabulkou:

0,0 1,0 0,1 1,1 B,0 B1
— qo (Q1707R3S) (q2713R7S) (QS7O7S7R) (Q371787R) - -
q1 (Q1>07R75) - - - (q4vasvs) -
q2 - (quluR>S) - - (Q4,B,S,S) -
q3 (Q37O,R,R) - - (Q3,1,R,R) (Q4,B,S,S) (Q4,B,S,S)
< Q - - - - - -

Predpokladejme, ze na vstupu ma RTM M slovo w, pak:

e Jestlize prvni symbol druhé pasky je 0 (tj. ndhodné jsme vygenerovali 0),
M zkontroluje, zda w = 0™ nebo w = 1™ pro néjaké n > 0.

e Jestlize prvni symbol druhé pésky je 1 (tj. ndhodné jsme vygenerovali 1),
hlava na druhé pasce se posune doprava a M zkontroluje, zda se obsah
druhé pasky od druhého policka shoduje se vstupem w.

Nenastane-li ani jeden z piedchozich ptipadu, M se neispésné zastavi.

V pripadé RTM je treba spocitat pravdépodobnost s jakou se M pro dané
vstupni slovo w Uspésné zastavi, tj. zastavi v ,pfijimacim® stavu g¢. V nasem
piikladé je odpovéd tato:
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o Jestlize w je prazdné slovo, M se v gy nikdy nezastavi (tj. pro zadny
ndhodny obsah druhé pésky).

o Jestlize w = 0" nebo w = 1" pro n > 0, M se zastavi v gy s
pravdépodobnosti

11 /1\" 1
42 (Z2) =2 49-(nt1)
273 (2> T

e Jestlize w je jiného tvaru, tj. obsahuje jak 0, tak 1, pak pravdépodobnost,

ze se M zastavi v q; je
[w]
LN o (uin
2 \2

4.8.4 Trida RP. Jazyk L patii do tiidy RP praveé tehdy, kdyz existuje RTM
M takovy, ze:

1. Jestlize w € L, stroj M se ve stavu ¢y zastavi s pravdépodobnosti 0.

2. Jestlize w € L, stroj M se ve stavu gy zastavi s pravdépodobnosti, ktera
je alespon rovna %

3. Existuje polynom p(n) takovy, ze kazdy beh M (tj. pro jakykoli obsah
druhé pésky) trvd maximélné p(n) kroku, kde n je délka vstupniho slova.

Miller-Rabinuv test prvociselnosti je piiklad algoritmu, ktery spliiuje viechny
ti{ podminky (utvotrime-li k nému odpovidajici RTM) a proto jazyk L, ktery se
sklddéa ze vsech slozenych cisel, patii do tiidy RP.

4.8.5 Turinguv stroj typu Monte-Carlo. RTM spliujici podminky 1 a 2
z predchozi definice se nazyva RTM typu Monte-Carlo.

Uvédomte si, ze RTM typu Monte-Carlo obecné nemusi pracovat v poly-
nomialnim case.

4.8.6 Tvrzeni. Je dan jazyk L € RP, pak pro kazdou kladnou konstantu
0<e< % je mozné sestrojit RTM M (algoritmus) s polynomidlni slozitosti a
takovy, ze:

1. Jestlize w ¢ L, stroj M se tspésné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy)
s pravdépodobnosti 0.

2. Jestlize w € L, stroj M se Uspésné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy)
s pravdépodobnosti aspon 1 — c.

4.8.7 Trida ZPP. Jazyk L patii do tiidy ZPP pravé tehdy, kdyz existuje
RTM M takovy, ze:

1. Jestlize w ¢ L, stroj M se Uspésné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy)
s pravdépodobnosti 0.

2. Jestlize w € L, stroj M se Uspésné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy)
s pravdépodobnosti 1.
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3. Stfedni hodnota poc¢tu kroku M v jednom béhu je p(n), kde p(n) je
polynom a n je délka vstupniho slova.

To znamend: M neudéla chybu, ale nezaru¢ujeme vzdy polynomidlni pocet
kroku pii jednom béhu, pouze stiedni hodnota poétu kroku je polynomidlni.

4.8.8 Turinguv stroj typu Las-Vegas. RTM spliujici podminky z predchozi
definice se nazyva typu Las- Vegas.

4.8.9 Tvrzeni. Jestlize jazyk L patii do tiidy ZPP, pak i jeho doplnék L
patii do tiidy ZPP.

Stejny RTM M typu Las-Vegas slouzi ,k prijeti“ jak jazyka L, tak i jeho
dopliiku L; sta¢i koncové (pfijimajici) stavy RTM M prohldsit za nekoncové a
ze viech nekoncovych stava M udélat koncové.

4.8.10 Poznamka. Pro jazyky ze tiidy RP se tvrzeni obdobné neumfi
dokézat. To motivuje nasledujici tiidu jazyki.

4.8.11 Trida co-RP. Jazyk L patii do tiidy co-RP pravé tehdy, kdyz jeho
doplnék L patii do tiidy RP.

4.8.12 Vaéta.
ZPP =RPN co-RP.
Nastin dakazu. Ukédzeme nejprve RP N co-RP C ZPP.

Predpokladejme, ze jazyk L lezi v obou tiiddch RP i co-RP. Existuji proto
dva RTM M; a M5 typu Monte Carlo pracujici v polynomialnim case a takové,
zZe

M, — pro jazyk L;
My — pro jazyk L.

Ozna¢me p(n) ten veétsi z polynomu, které urcéuji pocet kroku M; a M.
Sestrojime RTM M typu Las-Vegas pro jazyk L takto: Pro dané vstupni slovo
w

1. M nechd pracovat M; po dobu p(n) kroku. Jestlize M tspésné skonéi, M
také skonci uspésné.

2. M nechd pracovat Ms po dobu p(n) kroku. Jestlize My dspésné skonéi, M
skonéi ale netispésné.

3. Jestlize M neskon¢i ani v kroku 1 ani v kroku 2, M pokracuje opét krokem

1.

D4 se dokézat, ze RTM M je typu Las-Vegas.

Nyni ukazeme, ze ZPP C RPN co-RP.

Predpokladejme, ze jazyk L lezi ve ttidé ZPP, existuje tedy pro néj RTM
M typu Las-Vegas. Oznaéme p(n) polynom, ktery uddvé stfedni hodnotu poétu
kroku RTM Mj pro vstupni slovo délky n. Vytvoiime RTM M typu Monte Carlo
pracujici polynomialnim case pro jazyk L.
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M nechd na vstupu w pracovat RTM M; po dobu 2p(n). Jestlize M,
aspésneé skonci, M uspésné skonci; ve vSech ostatnich ptipadech RTM M skonéi
nedspésné.

D4 se dokazat, ze M splnuje vSechny podminky pro RTM typu Monte Carlo.
Protoze pracuje v ¢ase 2p(n), jednd se o polynomidlni RTM typu Monte Carlo.
Proto je jazyk L ve tiidé RP.

Protoze tiida ZPP je uzaviena na dopliky, je kazdy jazyk ze tiidy ZPP
také ve tiidé co-RP.

4.8.13 Véta. Plati
P CZPP, RPCNP, co-RPC co-NP.

Prvni inkluze je zfejméd, kazdy polynomialni Turingtv stroj muzeme povazovat
za randomizovany Turinguv stroj typu Las-Vegas.

vvvvvv

nomidlni RTM M typu Monte Carlo pracujici v polynomialnim ¢ase zkonstru-
ujeme nedeterministicky Turinguv stroj, ktery pfijima jazyk L(M).

Tteti inkluze jednoduse vyplyva z definic tiid co-RP, co-NP a z druhé
inkluze.
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Kapitola 5

Nerozhodnutelnost

5.1 Rekursivni a rekursivné spocetné jazyky

5.1.1 Rekursivni jazyky. Rekneme, Ze jazyk L je rekursivni, jestlize exis-
tuje Turinguv stroj M, ktery rozhoduje jazyk L.

Piipomenime, ze Turinguv stroj M rozhoduje jazyk L znamena, Ze jej prijima
a na kazdém vstupu se zastavi (bud’ tispésné nebo netispésné).

Ttida rekursivnich jazyku se ¢asto znaci R.

5.1.2 Rekursivné spocetné jazyky. Rekneme, ze jazyk L je rekursivné
spocetny, jestlize existuje Turinguv stroj M, ktery tento jazyk pfijima.

Jinymi slovy, M se pro kazdé slovo w, které patii do L, iispésné zastavi a pro
slovo w, které nepati{ do L se bud zastavi netispésné nebo se nezastavi viibec.

Ttida rekursivné spocetnych jazyku se ¢asto znaci RS.

5.1.3 Poznamka. Jazykum, které nejsou rekursivni, také fikdme, ze jsou
algoritmicky neresitelné nebo nerozhodnutelné. Obdobné mluvime o tlohach,
které jsou nerozhodnutelné nebo algoritmicky nefesitelné. Prvni pojem se uziva
castéji pro rozhodovaci tlohy, druhy i pro tlohy konstrukéni ¢i optimalizacni.

Kazdy rekursivni jazyk je téz rekursivné spocetny. V dalsim textu ukazeme,
ze naopak to neplati, tj. existuji rekursivné spocetné jazyky, které nejsou
rekursivni.

5.1.4 Tvrzeni. Jestlize jazyk L je rekursivni, pak je rekursivni i jeho doplnék
L.

5.1.5 Tvrzeni. Jestlize jazyk L i jeho doplnék L jsou oba rekursivné spocetné,
pak L je rekursivni.

5.1.6 Tvrzeni. Pro jazyk L muze nastat jedna z nésledujicich moznosti:
1. Li L jsou oba rekursivni.
2. Jeden z L a L je rekursivné spocetny a druhy nenf rekursivné spoéetny.

3. L i L nejsou rekursivné spocetné.
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5.1.7 Kod Turingova stroje. Kazdy Turinguv stroj M lze zakédovat jako
bindrn{ slovo. Méjme Turinguv stroj M s mnozinou stavi @ = {q1,¢2,---,qn},
mnozinou vstupnich symbolua ¥ = {0,1}, mnozinou pédskovych symboliu I' =
{X1,X9,...., Xn}, kde X; =0, Xo =1 a X3 = B. Déle pocatecni stav je stav
q1, koncovy stav je go. Oznacme D pohyb hlavy doprava a Dy pohyb hlavy
doleva. (Tj. Dy = Ra Dy = L.)

Jeden prechod stroje M
5(q17 X]) = (Qk, Xla D'r‘)

zakdédujeme slovem o
w = 0°10710¥10'10".

Kéd Turingova stroje M, znacime jej (M), je
(M) = 111wy 11wy 11.. . 11w, 111,

Kde wy, ..., w, jsou slova odpovidajici viem pfechodtm stroje M.

5.1.8 Binarni slova muzeme uspoiadat do posloupnosti a tudiz je oc¢islovat.
Jedno z moznych ocislovani je toto: K bindrnimu slovu w utvorime lw a toto
chapeme jako binarni zapis prirozeného ¢isla.

Tedy napt. € je prvni slovo, 0 je druhé slovo, 1 je tfeti slovo, atd, 100110 je
1100110 = 64 + 32 + 4 + 2 = 102, tj. 100110 je 102-hé slovo. V dalsim textu o
binarnim slovu na misté ¢ mluvime jako o slovu w;. Tedy w1 = €, w192 = 100110.

Jednd se vlastné o usporadéani slov nejprve podle délky a mezi slovy stejné
délky o lexikografické usporadani.

5.1.9 Diagonalni jazyk L,. Nejprve udélame nasledujici imluvu. Jestlize
bindrni slovo w nem4 tvar z [5.1.7] povazujeme ho za kéd Turingova stroje M,
ktery nepfijima zddné slovo (neudéld nikdy zadny krok). Tj. L(M) = 0.

Jazyk L, se sklddd ze vSech bindrnich slov w takovych, ze Turinguv stroj
s kédem w nepfijiméd slovo w. (Tedy L4 obsahuje i vSechna slova w, kterd
neodpovidaji kédum néjakého Turingova stroje, ovsem obsahuje i dalsi bindrni
slova.)

5.1.10 Veéta. Neexistuje Turinguv stroj, ktery by pfijimal jazyk Lg. Jinymi
slovy, Lg # L(M) pro kazdy Turinguv stroj M.

Nastin diakazu. Postupujeme sporem. Kdyby existoval Turinguv stroj M
takovy, ze Ly = L(M), pak by tento Turinguv stroj mél kéd roven néjakému
bindrnimu slovu, tj. (M) = w; pro né&jaké i.

Na otazku, zda toto slovo w; patii nebo nepatii do jazyka L,, nemuzeme
dat odpovéd, kterd by nevedla ke sporu.

Kdyby w; € L4, pak w; spliiuje podminku: Turinguv stroj s kédem w;
nepiijimé slovo w;. Ale Ly = L(M) kde w; = (M) — spor.

Kdyby w; € Lg, pak Turinguv stroj s kddem w; pfijimé slovo w;. Ale to je
podminka pro to, aby slovo w; patfilo do L(M) — spor.

Proto neexistuje Turinguv stroj, ktery by ptijimal jazyk L.
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5.1.11 Univerzalni jazyk. Univerzdlni jozyk Lyny je mnozina slov tvaru
(M) w, kde (M) je kéd Turingova stroje a w € {0,1}* je bindrni slovo takové,
ze w € L(M).

5.1.12 Univerzalni Turinguv stroj. PopiSeme, velmi zhruba, Turinguv
stroj, ktery pfijimé univerzalni jazyk Lyy. Tomuto Turingovu stroji se také
tka univerzdalni Turingiv stroj a zna¢ime ho U.

Univerzalni Turinguv stroj U mé 4 pasky. Prvni paska obsahuje vstupni slovo
(M) w, druhd paska simuluje pasku Turingova stroje M a tfeti paska obsahuje
kéd stavu, ve kterém se Turinguv stroj M nachézi. Dale ma U jesté ctvrtou,
pomocnou pasku.

Na zacatku préace Turingova stroje U je na prvni pasce vstupni slovo
(M) w, ostatni pasky obsahuji pouze B, blanky. Pfipomenme, ze kéd Turin-
gova stroje ziskdame takto. Predpoklddejme, ze Turinguv stroj M se sklada
z (Q,{0,1},{0,1,B},6,q1,{q2}), kde Q@ = {q1,92,...,qn}. Oznaéme 0 jako
X1, 1 jako Xo, B jako X3, pohyb doprava R jako D;, pohyb doleva L jako Ds.
Pak jednotlivé prechody §(q;, X;) = (qx, X1, D) kédujeme

t=010710F10'10™, kde 1<i,k<n,1<71<3,1<m<2.
Turinguv stroj M ma kéd
111¢; 11511 ... 11¢, 111.

Turinguv stroj U nejprve zkontroluje, ze vstup je opravdu kédem Turingova
stroje M nésledovany bindrnim slovem. Jestlize neni, U se nedspésné zastavi.

V piipadé, ze vstupni slovo je tvaru kéd Turingova stroje M néasledovany
bindrnim slovem w, U pfepiSe slovo w na druhou pasku a na tfeti pasku napise
0. To je proto, ze Turinguv stroj je na zac¢atku prace ve stavu ¢; kédovaném
jako 0.

Nyni Turinguv stroj U simuluje kroky Turingova stroje M s tim, ze kdykoli se
stroj M dostane do stavu ¢y (koncovy ,piijimaci* stav M), U se ispésné zastavi.
Toto pozname tak, ze na tieti pasce se objevi 00 pfedchézené a néasledované B,
blanky.

Poznamenejme, ze je tieba jesté fada dalsich technickych detailti. Napf. pii
prepisovani slova w na druhou péasku to délame tak, ze za 0 ve vstupnim slové
w na pasku napiseme 10, za 1 ve w na druhou pasku zapiseme 100. Je-li na
druhou péasku potfeba (vzhledem k pfechodové funkci Turingova stroje M) na
druhou pasku napsat B, napiseme 1000. Ctvrtd péska slouzi k tomu, abychom
na druhou péasku byli schopni vzdy napsat stav pasky TM M.

5.1.13 Dudsledek. Univerzalni jazyk Ly je rekursivné spocetny.

5.1.14 Tvrzeni. Univerzalni jazyk Ly n neni rekursivni.

Kdyby totiz Lyy byl rekursivni, existoval by Turinguv stroj M, ktery
rozhodne Lyy. Tj. M se vzdy zastavi; na slovech z jazyka Lyy se Uspésné
zastavi, na slovech nelezicich v Ly se nedspésné zastavi. Na zédkladé tohoto
Turingova stroje M bychom byli schopni rozhodnout diagonalni jazyk L4, o
kterém vime, ze nenf ani rekursivné spocetny, viz [5.1.10]
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5.1.15 Redukce. Pfipomeiime definici redukce z

Jsou dény dvé rozhodovaci tlohy U a V. Rekneme, ze tloha U se redukuje
na ulohu V), jestlize existuje algoritmus (program pro RAM, Turinguv stroj) A,
ktery pro kazdou instanci I tlohy U zkonstruuje instanci I’ ilohy V a to tak, ze

I je ANO instance U iff I’ je ANO instance V.

Fakt, ze tloha U se redukuje na tlohu V znacime
u<y.

Jsou dény dva jazyky L, C X*, Ly C I'*. Rekneme, ze jazyk L se redukuje
na jazyk Lo, jestlize existuje algoritmus (program pro RAM, Turingiv stroj) A,
ktery pro kazdé slovo w € ¥* zkonstruuje slovo A(w) € T'* a to tak, ze

w e L1 iff A(w) S LQ.
Fakt, ze jazyk L; se redukuje na jazyk Lo znac¢ime

Ly < Lo.

5.1.16 Tvrzeni. Jsou dany dvé dlohy U a V takové, ze U <1V . Pak plati:
1. Jestlize V je rozhodnutelnd, pak i ¢/ je rozhodnutelna.
2. Jestlize U je nerozhodnutelna, pak i V je nerozhodnutelna.

3. Jestlize jazyk tlohy U neni rekursivné spocetny, pak i jazyk tlohy V neni
rekursivné spocetny.

5.1.17 Tvrzeni. Jsou dany jazyky
Le={(M)|L(M) =0}, Lne={(M)|L(M)#0}.

Pak jazyk L,. je rekursivné spocetny, ale ne rekursivni. Jakyk L. neni ani
rekursivné spocetny.

5.1.18 Poznamka. Uvédomme si, Ze jazyk L. je doplitkkem jazyka L. Ano,
jestlize slovo w neni kédem néjakého Turingova stroje, pak ho povazujeme za
kéd stroje, ktery neptijimé zadné slovo, tj. patii do jazyka Le.

Univerzalni Turinguv stroj U se d4 vyuzit i k tomu abychom ukézali, Ze
jazyk Ly, je rekursivné spocetny. Z redukce Lyn <1 Lpe a dostdvame,
ze Ly. neni rekursivni. Fakt, ze L. neni ani rekursivné spocetny pak vyplyva z
0. 1.9l

5.1.19 Véta (Rice). Jakdkoli netrividlni vlastnost rekursivné spocetnych
jazykua (jazyku prijimanych Turingovym strojem) je nerozhodnutelnd.

Poznamenejme, ze netrividlni vlastnosti se rozumi kazdd vlastnost, kterou
mé aspon jeden rekursivné spocetny jazyk a nemaji ho vSechny rekursivné
spocetné jazyky.
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5.2 Dalsi nerozhodnutelné tulohy

5.2.1 V minulém oddile jsme uvedli nékolik nerozhodnutelnych jazyka —
uloh. Véta (Rice) dokonce fikd, ze kazdd netrividlni vlastnost rekursivnich
jazyku je nerozhodnutelnd. Na druhou stranu tulohy tykajici se rekursivnich
jazyku se mohou zdat jako zna¢né umeélé. V této ¢asti ukazeme dalsi ulohy, které
jsou nerozhodnutelné. Poznamenejme jesté, ze univerzalni jazyk Ly hraje pro
nerozhodnutelné jazyky/ulohy obdobnou roli jako hrdl problém splnitelnosti
booleovskych formuli pro AP tiplné tlohy.

Oznaéme UN tlohu odpovidajici univerzdlnimu jazyku Ly y; tj. tuto tlohu:

Instance se sklada z TM M a slova w. Jedna se o ano instanci prave tehdy, kdyz
w € L(M).

5.2.2 Postiav korespondencni problém (PCP). Jsou ddny dva seznamy
slov A, B nad danou abecedou .

A= (wi,ws,...,wg), B=(x1,x2,...,2k),
kde w;,z; € ¥*, 1 = 1,2,..., k. Rekneme, ze dvojice A, B md tesent, jestlize
existuje posloupnost i1, 9, ...,%, indexu, tj i; € {1,2,...,k}, takova, ze
Wiy Wiy « v Wi, = Tjy Ty -+« Tg,.»

Otéazka: Existuje feSeni dané instance?

5.2.3 Piiklady.

1. Jsou dény seznamy

1 2 3 4 5
A || 011 0 | 101 | 1010 | 010
B || 1101 | 00 | 01 00 0

Tato instance ma Teseni, napft. 2,1,1,4,1,5 je

W9 W1 W1 W4 W1 Wy = 00110111010011010 = X9 X1 T Ty X1 Ts.

2. Jsou dany seznamy

1 2 3 4 5
A 11 | 0 | 101 | 1010 | 010
B || 101 | 00 | 01 00 0

Tato instance nema feSeni.

5.2.4 Modifikovany Postuv korespondenéni problém (MPCP). Jsou
dény dva seznamy slov A, B nad danou abecedou X.

A= (w1, we,...,wx), B=(x1,22,...,2k),
kde w;,z; € ¥*, i = 1,2,...,k. Rekneme, ze dvojice A, B md resent, jestlize
existuje posloupnost 1,11, 49, ...,%, indexu, tj i; € {1,2,...,k}, takova, ze
W1 Wiy Wiy -+ - Wy, = T1 T4y Tiy -+ Tj-

Otéazka: Existuje feSeni dané instance?
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5.2.5 Pozndmka. Modifikovany Postuv korespondencéni problém se od Po-
stova korespondenéniho problému lis{ tim, ze v MPCP vyzadujeme, aby hledana
posloupnost indexu vzdy zacinala jednickou. Vyznam MPCP spoc¢ivéa v tom, ze
se da dokézat nésledujici véta.

5.2.6 Véta. Plati
UN < MPCP <« PCP.

Nastin druhé redukce. Mame danu instanci MPCP
A= (wy,ws,...,wg), B=(x1,z2,...,2k),
Predpoklddejme, ze # a *x nejsou prvky ¥, Vytvorime novou instanci PCP

C= o, Y1, YrsYut1), D= (20,21, 2k, 2ks1),
kde

1. Pro kazdé i = 1, ...,k slovo y; vzniklo ze slova w; tim, ze jsme za kazdy
symbol slova w; umistili symbol *; obdobné z; vzniklo ze slova z; pfidanim
symbolu * pied kazdy symbol slova x;.

2. Yo = *y1; 20 = 21
3. Y1 = #, 2oy =+

Neni tézké nahlédnout, ze A, B ma teSeni 1,4q,...,%, pravé tehdy, kdyz m&
teseni C, D a to musi byt 0,41, ...,4%., k+ 1.

5.2.7 Poznamka. Prvni redukce je obtiznéjsi. Jedna se o popis prace Tu-
ringova stroje pomoci slov nad vhodnou abecedou. Trik spoc¢iva v tom, ze po-
sloupnost pro MPCP musi za¢inat prvnim slovem (to zajisti, ze Turinguv stroj
zaCne pracovat v pocdteénim stavu s danym obsahem pésky). Pro seznam A
bude slovo vzdy ,dohanét vypocet podle prechodové funkce Turingova stroje”,
ktery bude odpovidat seznamu B. Bude tedy slovo vytvoiené podle seznamu A
prefixem slova vytvofeného podle seznamu B. Slova se stanou stejnymi teprve v
okamziku, kdy se TM dostaneme do koncového stavu; tj. kdy se ve slové podle
seznamu B objevi koncovy stav.

5.2.8 Dausledek. Postuv korespondenéni problém je nerozhodnutelny.

5.2.9 Poznamka. Kdybychom omezili moznou délku hledané posloupnosti
1,12, ..,4r, (tj. omezili r), problém by se stal algoritmicky fesitelnym —
existoval by algoritmus hrubé sily. Také, kdybychom misto seznamu A, B
uvazovali mnoziny slov, problém by byl dokonce polynomialné fesitelny.

5.2.10 Viceznaénost bezkontextovych gramatik. Je dana bezkontex-
tovd gramatika G = (N, X, S, P), kde N je mnozina netermindlnich symbola,
3 je mnozina termindlnich symbolt, S je startovaci symbol a P je mnozina
pravidel typu X — apro X € N, a € (NUX)*.

Otédzka: Rozhodnéte, zda existuje slovo w, které ma dva ruzné derivacni
stromy.
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5.2.11 Véta. Plati

PCP <« viceznacnost bezkontextovych gramatik.

5.2.12 Nastin redukce pro dikaz véty Je ddna instance PCP,
tj. seznamy slov A = (wi,wa,...,wx) a B = (x1,xa,...,x). Sestrojime
bezkontextovou gramatiku G = ({S, A, B},X U {a1,as,...,ax},S, P), kde P
obsahuje tato pravidla

S— A|B,
A—wiAay |wyAasg|...|wg Aay,
A—wiar |weag ... |wgag,
B—x1Bay|x2Bas|... |z, Bayg,
B—=xia1 | zeas ... |z ak,

Pak gramatika G je viceznac¢nd pravé tehdy, kdyz néjaké slovo wa;, a, ... a;,,
w € ¥*, ma dvé rizna odvozeni. Tato situace nastdva pravé tehdy, kdyz instance
PCP m4 teseni. (Uvédomte si, ze dvé ruznd odvozeni jsou moznd jen, muzeme-li
stejné slovo wa;, a;, . . . a;, odvodit pfi pouziti pravidla § =+ A1 S — B, tedy w
vytvofit ze seznamu A i ze seznamu B pii pouziti slov se stejnym indexem.)

5.2.13 Veéta. Jsou ddny bezkontextové gramatiky G; a Go. Ozna¢me L(Gy)
a L(G2) jazyky generované gramatikami G; a Go. Nésledujici ulohy jsou neroz-
hodnutelné.

1. L(G1)NL(G2) =0
2. L(G1) = L(G2)

3. L(G1) € L(G2)

1 L(G) = 5.

5.2.14 Tiling problém. Jsou dany étvercové dlazdicky velikosti 1 em?

nékolika typu. Kazdd dlazdicka ma barevné okraje. Mame neomezeny pocet
dlazdicek kazdého typu.

Otéazka: Je mozné dlazdickami vydlazdit kazdou plochu daného typu tak,
aby se dlazdicky dotykaly hranami stejné barvy, za predpokladu, ze dlazdicky
nesmime rotovat?

5.2.15 Veéta. Tiling problém je nerozhodnutelny.

Tedy specialné je nerozhodnutelné, zda kazdou neomezenou plochu je mozné
vydlazdit predem danou sadou dlazdicek.
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