
Co byste měl/a zvládnout po 1. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Upozorněńı

Řada z následuj́ıćıch pojmů je pouhým opakováńım ze sťredńı
školy. Nemuśı být nutně odcvičeny.

Dokonalé porozuměńı pojmům matematické češtiny

1 Slovńı spojeńı: . . . právě tehdy, když. . . , . . . a současně. . . ,
. . . nebo. . . , jestliže . . . , potom. . . .

2 Ustálené útvary: definice, hypotéza, věta (lemma, tvrzeńı,
atd), d̊ukaz .

Základńı č́ıselné obory a jejich operace

1 Množiny N, Z, Q, R, C.

2 Iracionálńı reálná č́ısla.

3 Komplexně sdružené č́ıslo.

4 Sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı v N, Z, Q, R, C.
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Pojmy z teorie polynomů

1 Množiny Z[x ], Q[x ], R[x ], C[x ].

2 Kǒren polynomu, násobnost kǒrene polynomu.

3 Kǒrenový faktor (také: kǒrenový činitel).

4 Stupeň polynomu.a

5 Děleńı polynomu jiným polynomem se zbytkem.

aPolynom 0 má stupeň −∞.

Výpočty hodnoty polynomu

1 Př́ımým dosazeńım.

2 Hornerovým schematem.
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Numerické p̌ŕıklady

1 Spočtěte součin (3x5 − 7x + 4) · (2x − 10).

2 Nalezněte všechny kǒreny polynomu x3 + 11x + 30.

3 Znáte kǒren a = −6 polynomu 2x3 + 14x2 + 14x + 12.
Nalezněte v C všechny zbývaj́ıćı kǒreny tohoto polynomu.
Polynom 2x3 + 14x2 + 14x + 12 napǐste ve tvaru součinu
kǒrenových faktor̊u.

4 V C[x ] vydělte polynom 3x4 + 5x polynomem x2 − 2 se
zbytkem. Vypǐste kvocient a zbytek.

5 Hornerovým schematem spočtěte hodnotu p(3) pro
p(x) = 7x4 − 5x2 + 12x − 6.

6 Napǐste reálný polynom, který má p̌resně následuj́ıćı kǒreny
a0 = −2 (násobnost 2), a1 = 2 − 3i (násobnost 1),
a2 = 2 + 3i (násobnost 1).

7 Napǐste jakýkoli polynom, který má p̌resně následuj́ıćı kǒreny
a0 = 2 + 3i (násobnost 1), a1 = 2 − 3i (násobnost 2).
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Teoretické otázky

1 Proč polynom p(x) lichého stupně v R[x ] muśı ḿıt alespoň
jeden reálný kǒren?

2 Dokažte, že ke každému kǒrenu polynomu p(x) v R[x ] existuje
kǒren komplexně sdružený.

3 Proč nemůže ḿıt polynom stupně n v́ıce než n vzájemně
r̊uzných kǒrenů?

4 Proč je polynom stupně n určen jednoznačně svými
hodnotami v n + 1 r̊uzných bodech?
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Co byste měl/a zvládnout po 2. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 2. týdnu 1/9



2D geometrie: p̌ŕımka se směrem d, procházej́ıćı bodem p

d

p

d

x1
p

d

x2

p

1 Jaký je vztah ploch jednotlivých rovnoběžńık̊u?

2 Jaký je vztah vektor̊u x1, x2 a p?
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3D geometrie: rovina se
”
směrem“ d1, d2, procházej́ıćı

bodem p

d1

d2

x

p

d1

d2

x

p

d1

d2

x

p

1 Jaký je vztah objemů jednotlivých rovnoběžnostěnů?

2 Jaký je vztah vektor̊u x a p?
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Základńı pojmy geometrie 2D a 3D prostoru nad R

1 Rovnice obecné p̌ŕımky v R2. A jej́ı
”
parametrický tvar“:(

a1
a2

)
+ a ·

(
s1
s2

)
, a ∈ R

Požadavky na
”
vektor směru“ p̌ŕımky?

2 Rovnice obecné roviny v R3. A jej́ı
”
parametrický tvar“: a1

a2
a3

+ a ·

 s1
s2
s3

+ b ·

 t1
t2
t3

, a, b ∈ R

Požadavky na
”
vektory směru“ roviny?

3 Paralelńı posun dané p̌ŕımky (roviny) tak, aby nová p̌ŕımka
(rovina) procházela počátkem. Jak se to projev́ı na rovnićıch
p̌ŕımky (roviny)?

4 Typy pr̊unik̊u dvou p̌ŕımek v R2.

5 Typy pr̊unik̊u dvou (ťŕı) rovin v R3.
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Jaký je geometrický význam řešeńı následuj́ıćıch soustav?

1 a11x1+a12x2= b1
a21x1+a22x2= b2

2 a11x1+a12x2+a13x3= b1
a21x1+a22x2+a23x3= b2

3 a11x1+a12x2+a13x3= b1
a21x1+a22x2+a23x3= b2
a31x1+a32x2+a33x3= b3

U každé z výše uvedených soustav diskutujte všechny
možnosti tvaru řešeńı
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Početńı p̌ŕıklady (soustavy v horńım blokovém tvaru)

1 Vy̌rešte soustavu (v R):

3x1−2x2+6x3 = 2
4x2+4x3 = 5

6x3= 12

2 Vy̌rešte soustavu (v R):

3x1−2x2+6x3= 2
4x2+4x3= 5

3 Vy̌rešte soustavu (v R):

3x1−2x2+6x3 = 2
3x3= 15

Pozorováńı: soustava v horńım blokovém tvaru se řeš́ı
pohodlně
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Převod na horńı blokový tvar

2x1−5x2 = 16
−x1+2x2= −7

∼ 2x1−5x2 = 16
−2x1+4x2= −14

R1 řádek 1

2R2 dvojnásobek řádku 2

∼ 2x1−5x2= 16
0x1− x2 = 2

R1

R2 + R1
∼ 2x1−5x2 = 16

x2= −2
R1

−R2

Takže: x2 = −2, x1 dopoč́ıtáme z prvńı rovnice dosazeńım: x2 = 3.

Podstata výpočtu =
”
manipulace s tabulkami“(

2 −5 16
−1 2 −7

)
∼

(
2 −5 16
−2 4 −14

)
R1

2R2

∼
(

2 −5 16
0 −1 2

)
R1

R2 + R1
∼
(

2 −5 16
0 1 −2

)
R1

−R2

Důležité: značeńı úprav budeme vždy vypisovat.
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Povolené úpravy tabulek (tzv. elementárńı úpravy)

1 Prohozeńı dvou řádk̊u.

2 Vynásobeńı řádku nenulovým reálným č́ıslem.

3 Přičteńı jednoho řádku k jinému řádku.

Tyto úpravy lze
”
shlukovat“ (ovšem obežretně). Nap̌ŕıklad je

možné nový ťret́ı řádek nahradit řádkem tvaru R3 + 6R1 − 7R2.

Pozorováńı

1 Elementárńı úpravy jsou vratné.

2 Elementárńı úpravy neměńı řešeńı soustavy.

3 Po konečně mnoha elementárńıch úpravách dostaneme horńı
blokový tvar.

Důležité

Po úpravách může vyj́ıt řádek samých nul (rovnice 0 = 0).
Nulový řádek nebudeme ze soustavy vyškrtávat.
Soustava na začátku a na konci výpočtu muśı ḿıt stejný počet
rovnic.
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Teoretické otázky a teoretické dovednosti

1 Jsou dány dva r̊uzné body v R2. Napǐste rovnici p̌ŕımky, která
těmito dvěma body procháźı.

2 Jsou dány dva r̊uzné body v R3. Napǐste rovnici p̌ŕımky, která
těmito dvěma body procháźı.

3 Napǐste (jakoukoli) soustavu lineárńıch rovnic nad R, jej́ımž
řešeńım je p̌ŕımka v R2.

4 Napǐste (jakoukoli) soustavu lineárńıch rovnic nad R, jej́ımž
řešeńım je p̌ŕımka v R3.

5 Napǐste (jakoukoli) soustavu lineárńıch rovnic nad R, jej́ımž
řešeńım je rovina v R3.

6 Napǐste (jakoukoli) soustavu lineárńıch rovnic nad R, jej́ımž
řešeńım je prázdná množina v R3.

7 Promyslete, zda obecné úvahy tohoto cvičeńı podstatně
souviśı s lineárńımi prostory R2 a R3. Pokud ne, zobecněte je
na řešeńı soustav r rovnic o s neznámých (nad R, C, atd).
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Co byste měl/a zvládnout po 3. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Základńı slovńık a základńı definice

1 Axiomy obecného tělesa F.

2 Axiomy lineárńıho prostoru (komutativita operace, asociativita
operace) nad obecným tělesem F. Vektor, skalár. Lineárńı
podprostor lineárńıho prostoru.

3 Seznam vektor̊u, lineárńı kombinace seznamu vektor̊u.

4 Lineárńı závislost/nezávislost seznamu a množiny vektor̊u.

5 Lineárńı obal množiny vektor̊u.

Základńı lineárńı prostory

1 Vektory v rovině.

2 Qn, Rn, Cn, R[x ], C[x ], . . .

3 Proč Zn spolu se
”
žrejmými“ operacemi netvǒŕı lineárńı

prostor?
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Teoretické otázky

1 At’ L je lineárńı prostor nad tělesem F. At’ α, β jsou libovolné
skaláry a at’ ~u, ~v jsou libovolné vektory z L; ~o je nulový vektor
v L. Dokažte nebo vyvrat’te:

1 ~u − ~v = ~o iff ~u = ~v .

2 α · ~u = β · ~u iff α = β nebo ~u = ~o.

3 α · ~u = α · ~v iff α = 0 nebo ~u = ~v .

2 Rozhodněte, zda v libovolném lineárńım prostoru L nad F
plat́ı rovnosti(

n∑
i=1

αi

)
·

 m∑
j=1

~uj

 =
n∑

i=1

m∑
j=1

αi · ~uj =
m∑
j=1

n∑
i=1

αi · ~uj

kde αi jsou libovolné skaláry (i = 1, . . . , n) a ~uj jsou libovolné
vektory (j = 1, . . . ,m).

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 3. týdnu 3/7



Početńı p̌ŕıklady (prostory a jejich podprostory)

Rozhodněte, zda plat́ı:

1 Množina RN všech posloupnost́ı reálných č́ısel je lineárńı
prostor nad R, když operace definujeme

”
po složkách“:

(an)+∞n=0 + (bn)+∞n=0 = (an + bn)+∞n=0, α · (an)+∞n=0 = (α · an)+∞n=0.

2 Množina W = {

 r + 2s + t
2r + s − t

3r + 3s + t

 | r , s, t ∈ R} je lineárńım

podprostorem prostoru R3.

3 Množina C=2017[t] všech polynomů s komplexńımi koeficienty
v neurčité t stupně p̌resně 2 017 je lineárńım podprostorem
prostoru C[t].

4 Množina C≤2 017[t] všech polynomů s komplexńımi koeficienty
v neurčité t stupně maximálně 2 017 je lineárńım
podprostorem prostoru C[t].
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Početńı p̌ŕıklady (lineárńı závislost a nezávislost)

1 Rozhodněte o lineárńı závislosti či nezávislosti seznamů
vektor̊u:

1 (~u1, ~u2, ~u3, ~u1 + ~u2) v libovolném lineárńım prostoru L nad R.

2 (

 1
2
3

 ,

 3
−1

2

 ,

 4
−6

2

) v lineárńım prostoru R3.

2 Je možné nalézt č́ıslo a ∈ R tak, aby množina vektor̊u
 1

2
1

 ,

 3
1
4

 ,

 a
4

11


byla lineárně závislá v R3?

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 3. týdnu 5/7



Početńı p̌ŕıklady (lineárńı obal)

1 Určete span(M) v R[z ], kde
M = {0, z + 1, z , z2 − z , 3z2 + z + 1}.

Lze nalézt množinu N tak, aby platilo N ⊆ M a současně
N 6= M a současně span(N) = span(M)?

2 At’ C je chápáno jako lineárńı prostor nad R. Nalezněte
množinu M v C s co nejmenš́ım počtem prvk̊u tak, aby
span(M) = C.

Je množina M určena jednoznačně? Pokud ano, dokažte to.
Pokud ne, nalezněte daľśı takovou množinu.

3 Nalezněte množinu M v (Z3)4 s co nejmenš́ım počtem prvk̊u

tak, aby span(M) = {


a
b
c
0

 | a, b, c ∈ Z3}.
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Teoretické p̌ŕıklady (lineárńı obal)

1 Rozhodněte, zda v obecném lineárńım prostoru L nad F plat́ı
(kde M1, M2 a M jsou libovolné podmnožiny L a ~v je
libovolný vektor v L):

1 span(M1 ∪M2) = span(M1) ∪ span(M2).

2 span(M1 ∩M2) = span(M1) ∩ span(M2).

3 ~v ∈ span(M) iff M ∪ {~v} je lineárně závislá množina.

2 Navrhněte, jak v libovolném lineárńım prostoru L nad F zjistit
rovnost

span{~u1, . . . , ~un} = span{~v1, . . . , ~vm}

kde ~ui a ~vj jsou libovolné vektory z lineárńıho prostoru L
(i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m).
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Co byste měl/a zvládnout po 4. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Slovńık základńıch pojmů

Množina generátor̊u lineárńıho prostoru, (uspǒrádaná) báze
lineárńıho prostoru, dimense lineárńıho prostoru, soǔradnice
vektoru vzhledem k uspǒrádané bázi. Spojeńı dvou lineárńıch
podprostor̊u lineárńıho prostoru.

Základńı fakta o dimensi

1 Pro každé n ≥ 0 je dim(Fn) = n.
1 Pro n = 0 je K0 = ∅ (jediná, tud́ıž i kanonická) uspǒrádaná

báze prostoru F0 = {~o}.
2 Pro n ≥ 1 je seznam Kn = (e1, . . . , en) kanonická báze

prostoru Fn. Zde ei má na i-té posici 1, všude jinde 0.

2 Př́ıklady lineárńıch prostor̊u, které nemaj́ı konečnou dimensi:
1 Prostor R[x ] všech reálných polynomů.
2 Prostor R (s obvyklými operacemi) nad tělesem Q.

Najděte v tomto prostoru dva lineárně nezávislé vektory, ťri
lineárně nezávislé vektory.
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Důležitá poznámka

Dimense lineárńıho prostoru typicky záviśı na volbě skalár̊u.
Nap̌ŕıklad:

1 Prostor R nad tělesem R má dimensi 1.

2 Prostor R nad tělesem Q nemá konečnou dimensi.

Kdykoli neńı jasné nad jakým tělesem F o daném lineárńım prostoru
L uvažujeme, budeme poctivě psát lineárńı prostor L nad F.
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Báze a dimense: početńı p̌ŕıklady

1 Rozhodněte, zda seznamy B1, B2, B3 jsou (uspǒrádané) báze
lineárńıho prostoru R3 nad R, kde

B1 = (

 1
2
3

 ,

 3
2
1

 ,

 0
0
1

)

B2 = (

 1
2
3

 ,

 3
2
1

)

B3 = (

 1
2
3

 ,

 3
2
1

 ,

 4
4
4

)
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Báze a dimense: početńı p̌ŕıklady (pokrač.)

2 Chápejte C (spolu s obvyklými operacemi) jako lineárńı
prostor nad tělesem R. Nalezněte dvě r̊uzné uspǒrádané báze
B1, B2 lineárńıho prostoru C nad R. Uspǒrádané báze B1 a B2

se nesḿı lǐsit pouze pǒrad́ım svých prvk̊u.

Porovnejte:
1 dim(Cn), kde Cn je lineárńı prostor nad tělesem C.
2 dim(Cn), kde Cn je lineárńı prostor nad tělesem R.

3 Nalezněte dvě r̊uzné uspǒrádané báze B1, B2 lineárńıho
prostoru Q≤2[x ] = {p(x) ∈ Q[x ] | deg(p(x)) ≤ 2} nad Q.
Uspǒrádané báze B1 a B2 se nesḿı lǐsit pouze pǒrad́ım svých
prvk̊u.

4 Nalezněte bázi lineárńıho podprostoru span{2 + x , 1 + 2x}
v prostoru C[x ] nad C.

5 At’ V a W jsou lineárńı podprostory prostoru R5 nad R, at’

dim(V ) = dim(W ) = 3. Co lze ř́ıci o dim(V ∨W )? Co lze
ř́ıci o dim(V ∩W )?
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Báze: teoretické p̌ŕıklady

1 At’ seznam B = (~b1, . . . , ~bn) tvǒŕı uspǒrádanou bázi lineárńıho
prostoru L nad F, n ≥ 1. At’ se seznam C lǐśı od seznamu B
pouze pǒrad́ım svých prvk̊u. Dokažte, že C je uspǒrádaná
báze prostoru L.
Dejte tomuto tvrzeńı geometrickou interpretaci.

2 Dokažte, že žádný seznam tvaru B = (~b1, . . . , ~bn−1) nemůže
tvǒrit bázi prostoru Fn nad F, kde n ≥ 2.

3 At’ L je lineárńı prostor konečné dimense nad F. Navrhněte
algoritmy, řeš́ıćı následuj́ıćı problémy:

1 Pro lineárně nezávislý seznam S hledáme uspǒrádanou bázi B
prostoru L tak, aby seznam S byl prefixem seznamu B.a

2 Pro konečnou množinu G , která generuje L, hledáme
uspǒrádanou bázi B prostoru L tak, aby seznam B obsahoval
pouze prvky množiny G .b

aTj. seznam S chceme rozš́ı̌rit na bázi B.
bTj. z konečné množiny generátor̊u G chceme vybrat bázi B.
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Báze: teoretické p̌ŕıklady (pokrač.)

4 Navrhněte algoritmus pro nalezeńı (nějaké) báze lineárńıho
prostoru konečné dimense.

Soǔradnice: početńı p̌ŕıklady

1 Najděte soǔradnice vektoru

(
2
3

)
v prostoru R2 nad R

vzhledem k uspǒrádané bázi

1 B = (

(
2
3

)
,

(
2
1

)
)

2 C = (

(
2
1

)
,

(
2
3

)
)

3 D = (

(
1
1

)
,

(
1
2

)
)
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Soǔradnice: početńı p̌ŕıklady (pokrač.)

2 V prostoru R≤3[x ] nad R nalezněte soǔradnice polynomu
p(x) = 6x3 − 7x + 12 vzhledem k bázi

1 B = (1, x , x2, x3)
2 C = (12,−7x , 15x2, 6x3)

Jak se změńı soǔradnice v bázi B pro polynom
d
dx p(x) = 18x2 − 7?

3 At’ B = (~b1, ~b2, ~b3) je jakákoli uspǒrádaná báze prostoru R3

nad R. Označme coordB(~v) =

 v1
v2
v3

.

Ukažte, že plat́ı: jestliže v1 6= 0, potom je seznam (~v , ~b2, ~b3)
opět uspǒrádaná báze prostoru R3.
Dejte tomuto výsledkua geometrickou interpretaci.

aV plné obecnosti se tomuto výsledku ř́ıká Exchange Lemma (také:
Steinitzova věta o výměně), viz daľśı stranu.
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Exchange Lemma (Steinitzova věta o výměně)

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:a

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je jakákoli uspǒrádaná báze lineárńıho
prostoru L nad F, n ≥ 1.
At’ ~v je libovolný vektor z L a at’ B[~v ↔ ~bi ] je seznam vektor̊u,
který se od B lǐśı pouze výměnou vektoru ~bi za vektor ~v .

Dále označme coordB(~v) =


v1
v2
...
vn

.

Potom pro libovolné i = 1, . . . , n plat́ı: jestliže vi 6= 0, potom je
seznam B[~v ↔ ~bi ] opět uspǒrádaná báze prostoru L.

aNev́ıte-li jak: projděte si podrobně Lemma 3.2.10 skript.
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Co byste měl/a zvládnout po 5. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Slovńık základńıch pojmů

Lineárńı zobrazeńı, matice lineárńıho zobrazeńı. Operace
s lineárńımi zobrazeńımi, operace s maticemi.

Velmi d̊uležitý teoretický výsledek

Zadat lineárńı zobrazeńı f : L1 → L2 je totéž jako zadat zobrazeńı
h : B1 → L2, kde B1 je libovolná báze lineárńıho prostoru L1.

Důležitá instance výše uvedeného

Zadat lineárńı zobrazeńı f : Fs → Fr je totéž jako zadat seznam s
vektor̊u (f(e1), . . . , f(es)) v Fr .

Tomuto seznamu ř́ıkáme matice zobrazeńı f (vzhledem ke
kanonickým báźım). Taková matice je tabulka skalár̊u, která má r
řádk̊u a s sloupc̊u.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 5. týdnu 2/7



Početńı p̌ŕıklady

Spočtěte A + B, a · A, a · B, A · B, B · A (ovšem pouze v p̌ŕıpadě,
kdy jsou dané operace definovány).

1 Nad R: A =

(
2 3 4
3 1 0

)
, B =

(
2 3 4
3 1 0

)
, a = −10.

2 Nad R: A =

(
2 −3
3 0

)
, B =

(
2 3 4
3 1 0

)
, a = −3.

3 Nad C: A =

(
2 + i

1

)
, B =

(
3− i 4 + i

)
, a = −i .

4 Nad R: A =

(
2 3 4
3 1 5

)
, B =

(
x
y

)
, a = −10, x , y jsou

parametry z R.
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Matice základńıch lineárńıch transformaćı v rovině

Zadejte maticemi: rotaci o úhel α, projekce na osy, změnu mě̌ŕıtka
(a-krát na ose x , b-krát na ose y). Jednotlivé matice označte jako
Rα, Px , Ma,b.

1 Zakreslete akci p̌ŕıslušných lineárńıch zobrazeńı na prvćıch
kanonické báze prostoru R2.

2 Zakreslete akce následuj́ıćıch lineárńıch zobrazeńı

R2
Ma,b

// R2
Ma,b

// R2 R2 Rα // R2
Rβ

// R2

R2 Px // R2 Py
// R2 R2 Rα // R2

Ma,b
// R2

R2
Ma,b+Px

// R2 R−α
// R2 R2 α·Rα // R2 R−α

// R2

R2
Ma,b

// R2
Ma,b

// R2
M1/a.1/b

// R2 Rα−Px // R2
Py−Rβ

// R2

na prvćıch kanonické báze R2. Zapǐste algebraicky matice
jednotlivých zobrazeńı.
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Daľśı zaj́ımavé transformace roviny

1 Ukažte, že translace (posunut́ı) o pevný vektor b v rovině
obecně neńı lineárńı zobrazeńı.a

2 Dejte geometrický význam matici

Sa,b =

(
1 b
a 1

)
nad R.

Vysvětlete, proč se této transformaci anglicky ř́ıká shear
(česky: zkoseńı). Dejte geometrický význam hodnotám a a b.

aTuto pot́ıž elegantně řeš́ı projektivńı geometrie. Zájemce odkazujeme na
(nepovinný) handout č́ıslo 14.
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Maticové rovnice jako
”
doplňovačky“

Maticovou rovnici A · X = B lze interpretovat jako hledáńı
zobrazeńı X : Fs → Fp, které doplňuje diagram

Fs X // Fp A // Fr
OO

B

Jak vypadá speciálńı p̌ŕıpad s = 1?

Uvědomte si výhody zápisu rovnic pomoćı diagramů (rozměrová
zkouška).

Pokuste se uhodnout, jak vypadaj́ı některá řešeńı maticové rovnice

R2 X //

Rα
��

R2

Rα
��

R2
X
// R2
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Ḿırná ukázka poč́ıtačové grafiky

Zadejte ṕısmeno A jako seznam následuj́ıćıch pěti bodů v R2

a1 =

(
2
3
0

)
a2 =

(
10
3
0

)
a3 =

(
1
1

)
a4 =

(
3
1

)
a5 =

(
2
4

)
Nakreslete si obrázek.

Označte A =

(
2
3

10
3 1 3 2

0 0 1 1 4

)
a dejte geometrický význam

matićım Rα · A, Ma,b · A, Sa,b · A, atd. Kreslete obrázky.

Základńı lineárńı transformace v R3

Zadejte maticemi základńı lineárńı transformace ve 3D prostoru
(rotaci o úhel podle některé soǔradnicové osy, změnu mě̌ŕıtka,
projekce na jednotlivé osy, zkoseńı).a

aPostupujte systematicky: studujte akci daného lineárńıho zobrazeńı na
jednotlivých prvćıch kanonické báze prostoru R3.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 5. týdnu 7/7



Co byste měl/a zvládnout po 6. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Slovńık základńıch pojmů

Monomorfismus, epimorfismus, isomorfismus. Jádro, obraz, defekt
a hodnost lineárńıho zobrazeńı.
Uspǒrádaná báze, soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi.
Matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k daným báźım, diagrama

ej
� // j-tý sloupec Af = coordC (f(~bj))

Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

~bj

_

OO

� // f(~bj)
_

OO

kde B = (~b1, . . . , ~bs) je uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru L1 a
C = (~c1, . . . , ~cr ) je uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru L2.

aDůležité: p̌ripomeňte si rozd́ıl mezi → (̌sipkou) a 7→ (̌sipkou s patkou).
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Př́ıklad (jádro, obraz, defekt a hodnost)

Spočtěte jádro, obraz, defekt a hodnost lineárńıho zobrazeńı

1 der : R≤4[x ]→ R≤4[x ]
(ax4 + bx3 + cx2 + dx + e) 7→ (4ax3 + 3bx2 + 2cx + d)

2 Rα : R2 → R2, kde Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
3 Px : R2 → R2, kde Px =

(
1 0
0 0

)
Př́ıklad (věta o dimensi jádra a obrazu)

Pro matici M : R6 → R7 jsme zjistili, že def(M) = 4 a
rank(M) = 3. Je to možné?a

aPokud si nejste jisti odpověd́ı, pod́ıvejte se na Větu 3.3.6 ve skriptech.
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Př́ıklad (defekt a hodnost po aplikaci isomorfismu)

Ukažte, že pro libovolnou regulárńı matici M : Fr → Fr a
libovolnou matici A : Fs → Fr plat́ı rovnosti: def(M · A) = def(A)
a rank(M · A) = rank(A).

Návod: nejprve dokažte, že ker(M · A) = ker(A). Pak použijte
definici defektu a větu o dimensi jádra a obrazu.

Inverse čtvercové matice

At’ A : Fn → Fn je pevná matice. Ukažte, že následuj́ıćı podḿınky
jsou ekvivalentńı:

1 Pro libovolnou matici B : Fn → Fn má rovnice A · X = B
právě jedno řešeńı.

2 Rovnice A · X = En má právě jedno řešeńı.

3 Matice A je regulárńı.

Návod: má-li rovnice A · X = En právě jedno řešeńı, dokažte, že
lineárńı zobrazeńı A : Fn → Fn je epimorfismus. Pak použijte větu
o dimensi jádra a obrazu a ukažte, že A muśı být regulárńı matice.
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Matice transformaćı roviny vzhledem k bázi B = (e2, e1)

1 Bázi B = (e2, e1) prostoru R2 dejte geometrický význam.

2 Spočtete matice rotace, změny mě̌ŕıtka, projekce na osy,
zkoseńı (shear) v bázi B.

Ke všem úlohám kreslete obrázky.

Matice lineárńıho zobrazeńı

Najděte matici lineárńıho zobrazeńı der : R≤4[x ]→ R≤4[x ]
(ax4 + bx3 + cx2 + dx + e) 7→ (4ax3 + 3bx2 + 2cx + d)
vzhledem

1 k bázi B = (x4, x3, x2, x , 1),

2 k bázi C = (1, x , x2, x3, x4),

3 k báźım D = ((x − 2)4, (x − 2)3, (x − 2)2, (x − 2), 1) a
B = (x4, x3, x2, x , 1).
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Daľśı matice lineárńıho zobrazeńı

Ukažte, že zobrazeńıa p(x) 7→ p(2x + 1) je lineárńı zobrazeńı
z prostoru R≤2[x ] do prostoru R≤2[x ]. Najděte matici tohoto
lineárńıho zobrazeńı vzhledem k bázi (x2, x , 1).

aPokud si nejste jisti, jak toto zobrazeńı pracuje, spočtěte si nejďŕıve ťreba
(x2 − 2) 7→ ((2x + 1)2 − 2) a (3x2 + 2x) 7→ (3(2x + 1)2 + 2(2x + 1)).

Matice součtu lineárńıch zobrazeńı a skalárńıho násobku
lineárńıho zobrazeńı

At’ lineárńı zobrazeńı f : L1 → L2 a g : L1 → L2 maj́ı matice Af a
Ag vzhledem k báźım B a C . Ukažte:

1 Lineárńı zobrazeńı f + g : L1 → L2 má matici Af + Ag

vzhledem k báźım B a C .

2 Pro libovolný skalár a z F má lineárńı zobrazeńı a · f : L1 → L2
matici a · Af vzhledem k báźım B a C .

Návod: využijte diagramy pro hledáńı matic lineárńıch zobrazeńı.
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Př́ıklad (Lagrangeova interpolace)

At’ a1, . . . , an jsou navzájem r̊uzná reálná č́ısla.

1 Ukažte, že zobrazeńı

ev(a1,...,an) : R≤n−1[x ]→ Rn, p(x) 7→


p(a1)
p(a2)

...
p(an)


je lineárńı.

2 Ukažte, že ev(a1,...,an) je monomorfismus.

3 Proč je ev(a1,...,an) isomorfismus?

4 Odvod’te z výše dokázaného: pro navzájem r̊uzná reálná č́ısla
a1, . . . , an a jakákoli reálná č́ısla b1, . . . , bn existuje v R≤n−1

právě jeden polynoma p(x) takový, že plat́ı p(a1) = b1, . . . ,
p(an) = bn.

aŘ́ıkáme mu Langrange̊uv interpolačńı polynom. Vysvětlete, proč se mu ř́ıká
interpolačńı.
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Př́ıklad (Lagrangeova interpolace, pokrač.)

5 Zvolte n = 3 a zvolte a1 = −2, a2 = 0 a a3 = 2.

Najděte matici A lineárńıho zobrazeńı
ev(a1,a2,a3) : R≤2[x ]→ R3 vzhledem k báźım (x2, x , 1) a K3.

Využijte diagramy

R3 A // R3

R≤2[x ] ev(a1,a2,a3)
//

coord(x2,x,1)

OO

R3

coordK3

OO R3 A−1
// R3

R3

(ev(a1,a2,a3))
−1
//

coordK3

OO

R≤2[x ]

coord(x2,x,1)

OO

k návrhu postupu, jak naj́ıt polynom p(x) v R≤2[x ], pro který
plat́ı p(−2) = 6, p(0) = −2, p(2) = −2.

6 Předcházej́ıćı myšlenky zobecněte na původńı situaci
navzájem r̊uzných reálných č́ısel a1, . . . , an.

7 Hraje v p̌redcházej́ıćıch úvahách nějakou roli těleso R?
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Co byste měl/a zvládnout po 7. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Slovńık základńıch pojmů a p̌rehled základńıch výsledk̊u

1 Matice lineárńıho zobrazeńı f : L1 → L2 vzhledem
k uspǒrádaným báźım B = (~b1, . . . , ~bs) prostoru L1 a
C = (~c1, . . . , ~cr ) prostoru L2.

2 Základńı vlastnosti výpočtu matic
”
komplikovaněǰśıch“

zobrazeńı (matice složeného zobrazeńı g · f, matice součtu
zobrazeńı f1 + f2, matice skalárńıho násobku a · f).

3 Matice TB 7→C transformace soǔradnic z báze B do báze C .a

4 Základńı vlastnosti matic transformace soǔradnic:
TB 7→B = En, TB 7→D = TC 7→D · TB 7→C , TC 7→B = (TB 7→C )−1.

5 Změna matice zobrazeńı f : L1 → L2 p̌ri změně báźı
v prostorech L1 a L2.

aUpozorněńı: v některých knihách je definován pojem matice p̌rechodu od
jedné báze ke druhé bázi. To je jiný pojem než matice transformace soǔradnic!
Pojem matice p̌rechodu (od báze k bázi) nebudeme v p̌rednášce B6B01LAG
použ́ıvat.
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Výpočet soǔradnic v netradičńı bázi prostoru R2 nad R

Kromě kanonické báze K2 uvažujte v R2 i o bázi B = (b1,b2), kde

b1 =

(
−1
3

)
, b2 =

(
−1
−2

)
.

1 Spoč́ıtejte (bez využit́ı matic transformace soǔradnic)

coordK2

(
5
−5

)
, coordB

(
5
−5

)
. Nakreslete p̌ŕıslušné obrázky

v jednotlivých soǔradnicových systémech K2 a B.

2 Nalezněte matici TB 7→K2 z definice (tj. pomoćı komutativńıho
diagramu).

3 Zakreslete v R2 vektor v =

(
v1
v2

)
, pro který plat́ı rovnost

coordB(v) =

(
2
−1

)
. Spoč́ıtejte součin TB 7→K2 · coordB(v).
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Výpočet soǔradnic v netradičńı bázi prostoru R2 nad R
(pokrač.)

4 Jakou rovnost muśı splňovat matice TK2 7→B? Ukažte, že plat́ı

TK2 7→B =

(
−2

5
1
5

−3
5 −1

5

)
.

5 Matici M2,3 =

(
2 0
0 3

)
interpretujte jako matici změny

mě̌ŕıtka vzhledem k báźım K2 a K2.

Spoč́ıtejte součin TK2 7→B ·M2,3 · TB 7→K2 .

Jaký je význam součinu TK2 7→B ·M2,3 · TB 7→K2 · coordB(v),

kde coordB(v) =

(
2
−1

)
?

Nakreslete obrázek v R2.
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Transformace soǔradnic v R≤2[x ] nad R

1 Ukažte, že B = (x2, x , 1) a C = ((x − 3)2, (x − 3), 1) jsou
uspǒrádané báze prostoru R≤2[x ].

2 Pro polynom p(x) = 2x2 − 7x + 10 nalezněte vektory
coordB(p(x)) a coordC (p(x)) bez použit́ı matic transformace
soǔradnic.

3 Nalezněte (z definice) matici TC 7→B .

4 Ově̌rte,a že muśı platit rovnost TB 7→C =

1 0 0
6 1 0
9 3 1

.

5 Spočtěte součin TB 7→C · coordB(q(x)) pro obecný polynom
q(x) = ax2 + bx + c z R≤2[x ].

Co tento výpočet ř́ıká o rozvoji polynomu maximálně druhého
stupně se sťredem v bodě 3?

aVyužijte k tomu obecných vlastnost́ı matic transformace soǔradnic.
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Co byste měl/a zvládnout po 8. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Slovńık základńıch pojmů

Maticový zápis soustavy lineárńıch rovnic. Matice soustavy,
rozš́ı̌rená matice soustavy. Gaussova eliminačńı metoda,
elementárńı řádkové úpravy, horńı blokový tvar matice. Frobeniova
věta.

Maticové rovnice. Inversńı matice ke čtvercové matici.

Prob́ırané dovednosti

Kromě obvyklého zopakováńı teoretických pojmů jde p̌redevš́ım
o početńı dovednosti: využit́ı GEM pro řešeńı lineárńıch soustav,
hledáńı inverse čtvercové matice a řešeńı maticových rovnic.

Zápis řešeńı soustavy A · x = b nad F

Řešeńı zapisujeme zásadně v jednom z následuj́ıćıch tvar̊u

xp + span(x1, . . . , xd), xp +
d∑

i=1

αixi , αi ∈ F,

kde x1, . . . , xd je fundamentálńı systém homogenńı rovnice
A · x = o a xp je partikulárńı řešeńı rovnice A · x = b.
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Řešeńı soustav

Vy̌rešte nad R soustavy zadané rozš́ı̌renými maticemi:

1

(
2 3 −1
−3 6 5

)

2

 2 1 −1
−4 6 5
−2 15 7


3

 2 0 3 5 7 0 −2
0 4 5 3 0 4 5
0 0 0 0 5 −1 6


4
(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
)

5

(
2a 3 1 5
−3 a 4 a

)
, kde a ∈ R je parametr
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Nalezeńı soustavy, známe-li jej́ı řešeńı

Nalezněte (jakoukoli) soustavu nad R, která má následuj́ıćı řešeńı:

1 (
2
1

)
+ span(

(
3
2

)
)

2 
2
1
2
1

+ span(


2
1
0
0

 ,


2
0
1
0

 ,


2
0
0
1

)

Postup zobecněte pro obecné těleso F: dejte návrh procedury,
která nalezne (nějakou) soustavu lineárńıch rovnic nad F, která má
zadané řešeńı.a

aNejste-li si jisti, pod́ıvejte se na Tvrzeńı 6.4.8 skript.
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Hledáńı inversńı matice pomoćı GEM

1 Vysvětlete, proč metoda (A | En) ∼ . . . ∼ (En | A−1) hledáńı
inverse matice A typu n × n opravdu funguje.a

2 Pro matice(
3 4
1 2

)  3 4 5
1 2 3
2 −1 0

 (
38 216 231

)
nad R nalezněte inverse (pokud existuj́ı).

3 Nalezněte inversi matice(
3 4 + i
i 2

)
nad C (pokud existuje).

aNávod: uvažujte o paralelńım řešeńı maticové rovnice A · X = En. Ukažte,
že výpočet lze zobecnit na (A | B) ∼ . . . ∼ (En | A−1 · B).
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Maticové rovnice

Nad R vy̌rešte následuj́ıćı maticové rovnice:a

1 A · X = B, kde A =

(
3 4
2 2

)
a B =

(
−2 4

2 6

)
.

2 A · X = X · A, kde A =

(
2 1
3 2

)
.

3 A · X = X, kde A =

(
2 8
1 2

)
.

4 (A + B)3 · X = (A + B)2, kde A =

(
3 4
2 −6

)
a

B =

(
−3 4
−2 6

)
.

aNávod: zjistěte vždy nejprve rozměry hledané matice X a jednotlivé položky
nalezněte řešeńım p̌ŕıslušných soustav lineárńıch rovnic.
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Ne zcela geometrické aplikace soustav lineárńıch rovnic

1 Pro chemickou reakcia xC4H10 + yO2 → uCO2 + vH2O
sestavte p̌ŕıslušnou soustavu lineárńıch rovnic a vy̌rešte ji.
Proč tato soustava nemá pouze jedno řešeńı?

2 Virus existuje ve ťrech mutaćıch M1, M2 a M3. Počátečńı
populaci viru označte jako vektor x0 v R3. At’ se vývoj
populace viru v diskrétńım čase ř́ıd́ı maticovou rovnićı
xn+1 = A · xn, n ≥ 0.

Definujte ekvilibrium (také: rovnovážný stav) populace viru
jako řešeńı jisté maticové rovnice.

Navrhněte nutnou a postačuj́ıćı podḿınku pro existenci
alespoň jednoho nenulového ekvilibria populace viru.b

aJde o rovnici hǒreńı butanu.
bKĺıčová slova k problémům tohoto typu: discrete dynamical systems.
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Aplikace soustav lineárńıch rovnic (pokrač.)

3 Leontief̊uva input-output model ekonomiky je dán dvěma
následuj́ıćımi požadavky:

1 i-tý sektor z n r̊uzných sektor̊u ekonomiky spoťrebuje na
jednotku své produkce cij jednotek produkce j-tého sektoru.

2 Nav́ıc: poptávka po produkci i-tého sektoru je di jednotek.

Matici C = (cij) typu n × n se ř́ıká consumption matrix,
vektoru d = (di ) se ř́ıká demand vector.

Co ř́ıká zápis xn+1 = C · xn + d, kde n je p̌rirozené č́ıslo?

Sestavte maticovou rovnici pro ekvilibrium dané ekonomiky.
Jaké podḿınky zaruč́ı existenci právě jednoho ekvilibria?

aW. W. Leontief (1905–1999) byl americký ekonom ruského původu.
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Aplikace soustav lineárńıch rovnic (pokrač.)

4 Matici A typu n × n nad R ř́ıkáme řádkově stochastická,
pokud je součet položek na každém řádku matice A roven
č́ıslu 1.

Ukažte, že pro řádkově stochastickou matici A = (a1, . . . , an)
plat́ı rovnost

n∑
j=1

aj =
n∑

j=1

ej =


1
1
...
1


Z výše uvedené rovnosti odvod’te, že rovnice A ·x = x má vždy
nenulové řešeńı, jestliže A je řádkově stochastická matice.a

aTohoto faktu vtipně využ́ıvá nap̌ŕıklad algoritmus PageRank, viz K. Bryan a
A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear algebra behind Google,
SIAM Rev. 48.3 (2006), 569–581, nebo Dodatek E skript.
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Co byste měl/a zvládnout po 9. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Zamyšleńı po 1. testu: Matematika je součást́ı kultury
lidstva.

1 Matematika je jazyk; je nutné znát (a správně použ́ıvat)
některá označeńı: ∈, =, →, 7→, {a, b, c}, atd.

2 Definice, věty, a daľśı matematické útvary ṕı̌seme
v p̌rirozeném jazyce: česky, slovensky, atd. Gramatiku
p̌rirozeného jazyka je ťreba ovládat.

3 Důkaz je forma korektńı argumentace, která p̌resvědčuje
oponenta o pravdivosti tvrzeńı. Pod́ıvejte se na krátký text
o matematických důkazech od Eugenie Cheng.

Pod́ıvejte se i na texty o typech nematematických důkaz̊u: a

1 Proof by authority.
2 Proof by inductive reasoning. (Neplést s důkazem indukćı!)
3 Proof by ad hominem argumentation.
4 Non sequitur proof.
5 A řadu daľśıch. . .

aKĺıčová slova ṕı̌si anglicky pro usnadněńı vyhledáváńı.
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Základńı slov́ıčka pro cvičeńı

Permutace, r̊uzné zápisy permutace (výčtem hodnot, tabulkou,
strunovým diagramem), znaménko permutace, skládáńı permutaćı.

Determinant čtvercové matice.

Základńı výpočetńı dovednosti pro cvičeńı

Výpočet znaménka permutace ze strunového diagramu.

Geometrický význam determinantu matice A : R2 → R2.

Dva základńı způsoby výpočtu determinantu:

1 Výpočet determinantu z definice.a

2 Výpočet determinantu pomoćı GEM.b

aJe ťreba bezpečně ovládat výpočty determinantu z definice pro matice typu
2 × 2 a 3 × 3.

bPři výpočtu determinantu pomoćı GEM je ťreba postupovat opatrně:
projděte si Př́ıklad 8.2.18 skript.
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Permutace: početńı p̌ŕıklady

Každou z ńıže uvedených permutaćı zapǐste ve všech daľśıch
druźıch zápisu. U každé z permutaćı určete jej́ı znaménko.

1 π: 1 7→ 3, 2 7→ 1, 3 7→ 2, 4 7→ 5, 5 7→ 4, 6 7→ 6.

2 ρ =

[
1 2 3 4 5 6
2 3 6 4 1 5

]
3 1 2 3 4 5 6

σ =

1 2 3 4 5 6

Spočtěte složeńı ρ · π a σ · ρ · π−1 využit́ım všech ťŕı způsobů
zápisu permutaćı. U permutaćı ρ · π a σ · ρ · π−1 určete znaménko.
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Determinanty: početńı p̌ŕıklady

Spočtěte následuj́ıćı determinanty (bud’ z definice, nebo použit́ım
GEM, nebo kombinaćı jednotlivých metod) nad R:

1

∣∣∣∣∣∣
−2 3 −4

3 6 −4
4 −2 6

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
−12 4 6 7
−2 4 6 7
13 3 1 0
26 6 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ −2 −8
−12 −8

∣∣∣∣.
2 det(A− xE3), kde A =

 4 3 7
4 2 8
4 1 9

 a x je neurčitá.
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Determinanty a rovnice p̌ŕımek a rovin

Ukažte,a že rovnici p̌ŕımky v R2, která procháźı body

(
a1
a2

)
a(

b1
b2

)
, lze napsat jako∣∣∣∣∣∣

x a1 b1
y a2 b2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Úvahu o rovnici p̌ŕımky zobecněte: napǐste rovnici roviny v R3,

která procháźı body

 a1
a2
a3

 ,

 b1
b2
b3

 a

 c1
c2
c3

.

aNávod: využijte geometrickou interpretaci determinantu. Nev́ıte-li jak,
pod́ıvejte se na Př́ıklad 8.2.20 skript.
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Co byste měl/a zvládnout po 10. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Zopakováńı všech pojmů a tvrzeńı týkaj́ıćıch se soustav
lineárńıch rovnic

1 Elementárńı řádková úprava, horńı blokový tvar matice, GEM.

2 Hodnost matice, jádro matice, defekt matice.

3 Maticový zápis soustavy, matice soustavy, rozš́ı̌rená matice
soustavy.

4 Frobeniova věta.

5 Regularita čtvercové matice. Různé metody výpočtu inversńı
matice.

6 Adjungovaná matice ke čtvercové matici, Cramerova věta.

7 Geometrický význam Cramerovy věty pro regulárńı soustavy
s matićı typu 2× 2 nad R.
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Výpočet determinantu rozvojem podle sloupce nebo řádku

Nad R spočtěte determinanty

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 4 0 7
−2 4 6 7

1 0 1 0
2 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 7
−2 0 0 0

3 0 1 0
6 5 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 0 0
2 3 0 0 1
3 0 0 1 2
0 0 1 2 3
0 1 2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rozvojem podle vhodně zvoleného řádku nebo sloupce.
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Př́ıklady (invertováńı pomoćı adjungované matice)

1 Zjistěte pomoćı determinantu, zda je matice 1 3 2
3 1 5
0 1 2


invertibilńı. Pokud ano, najděte inversi pomoćı adjungované
matice (tj. výpočtem algebraických doplňk̊u).

2 Nalezněte inverse následuj́ıćıch komplexńıch matica

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
pomoćı adjungované matice (tj. výpočtem algebraických
doplňk̊u).

aJde o matice velmi důležité v kvantovém poč́ıtáńı: pod́ıvejte se na heslo
Pauli gates.
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Př́ıklady (invertováńı pomoćı algebraických doplňk̊u)

3 Pomoćı adjungované matice invertujte maticia

Rα =


cosα − sinα 0 0
sinα cosα 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


4 Pomoćı adjungované matice invertujte maticib

Lα =


coshα − sinhα 0 0
− sinhα coshα 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


aDejte matici Rα : R4 → R4 geometrický význam. Návod: p̌remýšlejte

o rotaci v rovině.
bDejte matici Lα : R4 → R4 geometrický význam. Návod: p̌remýšlejte

o rotaci v hyperbolické rovině a pod́ıvejte se na heslo Lorentz transformation.

Připomenut́ı: sinhα = eα−e−α

2
, coshα = eα+e−α

2
, takže cosh2 α− sinh2 α = 1.
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Př́ıklady (Cramerova věta)

1 Ukažte pomoćı determinantu, že matice soustavy
1 −1 2 4 3
0 1 −1 2 1
3 −1 2 0 2
−1 0 3 2 0


je regulárńı. Nalezněte druhou položku řešeńı této soustavy.

2 Napǐste všechna řešeńı soustavy a2 1 1 1
1 a 1 1
1 1 1 1


v závislosti na parametru a ∈ R.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 10. týdnu 6/8



Př́ıklady (Cramerova věta, pokrač.)

3 Najděte všechna řešeńı soustavy a + 1 1 3 1
8 2 a + 3 2
3 1 2 −1


v závislosti na parametru a ∈ R.

4 Najděte všechny hodnoty parametr̊u a, b, c ∈ R, pro které má
soustava  b + c a + c a + b 2

a b c 23
1 1 1 11


jediné řešeńı.
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Závěrečné shrnut́ı

1 GEM je universálńı metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic.
Lze ji tedy použ́ıt i pro:

1 Řešeńı maticových rovnic.
2 Invertováńı matic.

2 V některých speciálńıch situaćıch je rozumné GEM
kombinovat s jinými metodami (nap̌r. Cramerovou větou).
Nap̌ŕıklad:

1 Výpočet inverse matice pomoćı algebraických doplňk̊u. Tento
postup je zvlášt’ vhodný pro čtvercové matice obsahuj́ıćı
parametry.

2 Hledáńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı.
Tento postup je zvlášt’ vhodný pro čtvercové matice soustav,
které obsahuj́ı parametry.
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Co byste měl/a zvládnout po 11. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Základńı pojmy

1 Vlastńı hodnota (vlastńı č́ıslo) lineárńıho zobrazeńı/matice,
vlastńı vektor lineárńıho zobrazeńı/matice.

2 Vlastńı podprostor (také: invariantńı podprostor).

3 Charakteristický polynom matice.

4 Algebraická násobnost a geometrická násobnost vlastńı
hodnoty (vlastńıho č́ısla).

5 Diagonalisace matice.
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Početńı p̌ŕıklady

Nalezněte vlastńı hodnoty a vlastńı podprostory následuj́ıćıch
zobrazeńı z R2 do R2:

1 Rotace kolem počátku o úhel α proti směru hodinových
ručiček.

2 Projekce na osu x .

3 Změna mě̌ŕıtka (a-krát na ose x , b-krát na ose y , kde a 6= 0,
b 6= 0).

4 Zkoseńı (shear), tj zobrazeńı, které je dáno matićı

Sa,b =

(
1 b
a 1

)
vzhledem ke kanonické bázi R2.

Pokud to jde, diagonalisujte matice jednotlivých zobrazeńı
vzhledem ke kanonické bázi R2.
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Početńı p̌ŕıklady

Diagonalisujte (pokud to jde) následuj́ıćı matice:

1

(
4 −2
1 1

)
nad R.

2

 1 2 1
2 0 −2
−1 2 3

 nad R.

3

(
−2 −1

5 2

)
nad C.

Diagonalisace a umocňováńı

Spočtěte N2 017 a M2 017 pro maticea N =

(
−2 0
0 3

)
a

M =

(
3 2
0 2

)
.

aNávod: matici M nejprve diagonalisujte a pro umocňováńı využijte tvaru
rovnice pro diagonalisaci.
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Početńı p̌ŕıklad

Pro lineárńı zobrazeńı

der : R≤3[x ]→ R≤3[x ]

ax3 + bx2 + cx + d 7→ 3ax2 + 2bx + c

nalezněte (reálné) vlastńı hodnoty a vlastńı vektory.
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Teoretické p̌ŕıklady

1 At’ ~x je nenulový vektor v lineárńım prostoru L nad obecným
tělesem F. Může být ~x vlastńım vektorem nějakého lineárńıho
zobrazeńı f : L→ L?

2 At’ a je skalár z tělesa F. At’ ~x je nenulový vektor v lineárńım
prostoru L nad tělesem F. Může být ~x vlastńım vektorem
p̌ŕıslušným skaláru a pro nějaké lineárńı zobrazeńı f : L→ L?

3 At’ f : L→ L je lineárńı zobrazeńı, kde L je lineárńı prostor
nad obecným tělesem F. Předpokládejte, že skalár a z F je
vlastńı hodnotou zobrazeńı f a at’ ~v je p̌ŕıslušný vlastńı vektor.

Ukažte, že pro libovolné skaláry b, c z tělesa F je vektor ~v
vlastńım vektorem lineárńıho zobrazeńı b · f + c · id : L→ L.
Jaká je vlastńı hodnota p̌ŕıslušná tomuto vlastńımu vektoru ~v?
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Př́ıklad pro zamyšleńı

Uvažujte o regulárńı matici A tvaru

(
a −b
b a

)
nad R.

1 Ukažte, že A (chápaná jako matice nad C) má vlastńı
hodnoty λ1 = a + bi , λ2 = a− bi .

2 Označte r = |λ1| = |λ2| =
√
a2 + b2. Dále označte jako α

úhela mezi vektory

(
1
0

)
a

(
a
b

)
.

Ukažte, že plat́ı rovnost

A =

(
r 0
0 r

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
Dejte této rovnosti geometrickou interpretaci.b

aÚhlu α se ř́ıká argument komplexńıho č́ısla a + bi . Plat́ı tedy rovnost
a + bi = r · (cosα + i sinα) = r · e iα.

bNávod: každá z obou matic má jasnou geometrickou interpretaci.
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Př́ıklad (zobecněńı p̌redchoźıho p̌ŕıkladu)

At’ matice M : R2 → R2 (chápaná jako matice nad C) má vlastńı
hodnotu λ = a + bi , kde b 6= 0. Označte jako x p̌ŕıslušný
komplexńı vlastńı vektor. Dále označte jako T matici se sloupci
Re(x) (vektor reálných část́ı položek vektoru x) a Im(x) (vektor
imaginárńıch část́ı položek vektoru x).

1 Ukažte, že plat́ı rovnost M = T · A · T−1, kde

A =

(
a −b
b a

)
.

2 Matici T interpretujte jako matici transformace soǔradnic.
Rovnost M = T · A · T−1 geometricky interpretujte. Využijte
p̌ritom geometrickou interpretaci matice A z p̌redchoźıho
p̌ŕıkladu.

Shrnuj́ıćı slogan: zadat matici M : R2 → R2 s nereálnými vlastńımi
hodnotami znamená: změnu soǔradnic, rotaci, změnu mě̌ŕıtka a
zpětnou změnu soǔradnic.

Pokuste se slogan zobecnit pro matice M : Rn → Rn, kde n > 2.
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Co byste měl/a zvládnout po 12. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Základńı pojmy

1 Skalárńı součin v lineárńım prostoru nad R.

2 Nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski.

3 Norma vektoru vytvǒrená skalárńım součinem, úhel mezi
dvěma vektory.

4 Metrika vytvǒrená normou.

5 Positivně definitńı matice. Metrický tensor (Gramova matice)
skalárńıho součinu v Rn.

Důležité

Skalárńı součin vektor̊u ~x a ~y znač́ıme 〈~x | ~y〉.

To jest: skalárńı součin znač́ıme jinak než ve skriptu Dr Oľsáka.
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Početńı p̌ŕıklady (standardńı skalárńı součin)

Pro vektory x a y spočtěte 〈x | y〉, ‖x‖, ‖y‖, cosϕ, d(x, y), kde ϕ
je úhel, který vektory x a y sv́ıraj́ı a d(x, y) je vzdálenost x a y.
Předpokládejte, že skalárńı součin je standardńı.

1 V R2: x =

(
2
1

)
, y =

(
−1
2

)
.

2 V R3: x =

1
1
1

, y =

−1
1
2

.

3 V R4: x =


1
1
1
1

, y =


−1
1
2
−1

.

Ově̌rte platnost nerovnosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovski u každé
dvojice x, y.
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Početńı p̌ŕıklady (positivně definitńı matice)

Pomoćı kritéria z p̌rednášky rozhodněte o positivńı definitnosti
matic:

1

(
2 −1
−1 5

)

2

2 2 2
2 3 2
2 2 1


3

2 −1 3
1 5 4
3 4 3


U každé positivně definitńı matice napǐste skalárńı součin, který
tato matice vytvá̌ŕı.

Teoretický p̌ŕıklad (rozklady positivně definitńıch matic)

At’ G = RT · R je positivně definitńı matice, kde R je regulárńı.
Najděte regulárńı matici R1 6= R, pro kterou plat́ı G = RT

1 · R1.
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Početńı p̌ŕıklady (skalárńı součin a ortonormálńı báze)

Nalezněte skalárńı součiny, pro něž jsou následuj́ıćı báze
ortonormálńı:

1 Báze R2: (

(
2
3

)
,

(
−1
2

)
).

2 Báze R3: (

2
3
0

 ,

−1
2
0

 ,

0
0
1

).

3 Báze R3: (

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

).
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Teoretický p̌ŕıklad (zobrazeńı zachovávaj́ıćı skalárńı součin)

At’ 〈− | −〉 je skalárńı součin na Rn s metrickým tensorem G.
Ukažte, že pro A : Rn → Rn jsou následuj́ıćı ťri podḿınky
ekvivalentńı:a

1 Rovnost 〈x | x′〉 = 〈A · x | A · x′〉 plat́ı pro všechny vektory x,
x′ z Rn.

2 Matice A je regulárńı a plat́ı AT · G · A = G.

3 Plat́ı AT · G · A = G.

Zněńı výše uvedeného tvrzeńı zjednodušte pro p̌ŕıpad G = En (tj
pro p̌ŕıpad standardńıho skalárńıho součinu v Rn).

aNávod: abyste ukázali druhou podḿınku z podḿınky prvńı, ukažte nejprve
že plat́ı AT · G · A = G. K tomu využijte, že podle prvńı podḿınky muśı pro
matici A = (a1, . . . , an) platit rovnosti 〈ei | ej〉 = 〈A · ei | A · ej〉 = 〈ai | aj〉 pro
všechna i , j . Dále využijte toho, že G má v j-tém sloupci na i-tém řádku
hodnotu 〈ei | ej〉 a AT · G · A má v j-tém sloupci na i-tém řádku hodnotu
〈ai | aj〉. Z rovnice AT · G · A = G a z toho, že G je regulárńı, odvod’te, že A je
monomorfismus. Dále použijte větu o dimensi jádra a obrazu, abyste se
dozvěděli, že A je isomorfismus. Zbývaj́ıćı dvě implikace jsou triviálńı (p̌resto
důkazy napǐste).
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Teoretický p̌ŕıklad (charakterisace rotaćı v R2)

At’ A : R2 → R2 je jakékoli lineárńı zobrazeńı. Dokažte, že
následuj́ıćı podḿınky jsou ekvivalentńı:

1 Plat́ı AT = A−1 a det(A) = 1.

2 Existuje α tak, že A = Rα (tj A je matice rotace o úhel α).

Odvod’te z toho, že rotace v rovině jsou jediná lineárńı zobrazeńı
A : R2 → R2, která zachovávaj́ı standardńı skalárńı součina a která
neměńı velikost orientovaných ploch.b

aK tomu využijte tvrzeńı z p̌redchoźı strany, modifikované pro standardńı
skalárńı součin.

bK tomu využijte interpretaci součinu matic A · (x1, x2) = (A · x1,A · x2),
rovnost det(A · (x1, x2)) = det(A) · det(x1, x2) a geometrickou interpretaci
determinantu matice 2× 2. Samožrejmě: (x1, x2) je sloupcový zápis matice se
sloupci x1 a x2.
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Co byste měl/a zvládnout po 13. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Základńı pojmy

1 Ortogonálńı a ortonormálńı báze.

2 Ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce.

3 Ortogonalisačńı proces (Gram-Schmidt).

4 Matice ortogonálńı projekce na podprostor.

Důležité

Skalárńı součin vektor̊u ~x a ~y znač́ıme 〈~x | ~y〉.

To jest: skalárńı součin znač́ıme jinak než ve skriptu Dr Oľsáka.
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Početńı p̌ŕıklady (ortogonalisace a ortonormalisace v Rn)

Ortogonalisujte následuj́ıćı báze B:

1 V R2 s metrickým tensorem E2: B = (

(
2
3

)
,

(
4
1

)
).

2 V R3 s metrickým tensorem E3: B = (

2
3
1

 ,

4
1
0

 ,

−2
0
0

).

3 V R3 s metrickým tensorem G =

4 6 2
6 10 4
2 4 4

:

B = (

2
3
1

 ,

4
1
0

 ,

−2
0
0

).

Všechny nalezené ortogonálńı báze poté normalisujte.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG Zvládnutá látka po 13. týdnu 3/9



Početńı p̌ŕıklad (ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce)

V prostoru R3 se standardńım skalárńım součinem nalezněte matice
ortogonálńıch projekćı na podprostory

1 span(e1, e2).

2 span(e1, e3).

3 span(

2
3
1

 ,

2
0
1

).

Ve všech p̌ŕıpadech spočtěte pro vektor v = 5e1 − 2e2 + 3e3 z R3

p̌ŕıslušné ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce.
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Teoretický p̌ŕıklad (nutné vlastnosti ortogonálńı projekce)
At’ A = (a1, . . . , ak) : Rk → Rn má lineárně nezávislé sloupce.
Předpokládejte, že v Rn je zadán standardńı skalárńı součin.
Ukažte, že matice P ortogonálńı projekce na im(A) má následuj́ıćı
ťri vlastnosti:

1 P2 = P.

2 P = PT .

3 rank(P) = k .

Teoretický p̌ŕıklad
Předpokládejte, že v Rn je zadán standardńı skalárńı součin, n ≥ 2.
At’ P : Rn → Rn je matice ortogonálńı projekce na podprostor W ,
dim(W ) = n − 1. Co poč́ıtaj́ı následuj́ıćı matice?a

1 En − P : Rn → Rn.

2 En − 2P : Rn → Rn.

3 2P− En : Rn → Rn.

aNávod: nev́ıte-li si rady, nakreslete si obrázky pro n = 2 a n = 3. D́ıvejte se,
co se děje s vektory z podprostoru W a s vektory mimo podprostor W .
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Početńı p̌ŕıklady (soustavy a metoda nejmenš́ıch čtverc̊u)

Vysvětlete, proč následuj́ıćı ťri soustavy nad R lze řešit metodou
nejmenš́ıch čtverc̊ua a vy̌rešte je.

1 (A | b) =

(
1 1 2
1 2 2

)
.

2 (A | b) =

 1 0 2
0 1 0
1 1 2

.

3 (A | b) =

 1 1 2
2 1 3
3 1 3

.

U každé ze soustav označte nalezené řešeńı jako x̂ a spočtěte
čtverec normyb ‖b− A · x̂‖2.

Co jste se dozvěděli o řešeńı prvńı soustavy?

aNávod: metoda využ́ıvá ortogonálńı projekci na im(A) v R3 se standardńım
skalárńım součinem. Viz Dodatek C skript.

bPřipomenut́ı: jde o normu vytvǒrenou standardńım skalárńım součinem v R3.
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Př́ıklad lineárńı regrese v rovině

1 Jediné řešeńı soustavy

 1 1 2
2 1 3
3 1 3

 z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu

metodou nejmenš́ıch čtverc̊u označte jako

(
â

b̂

)
.

2 Pro jakákoli a, b z R interpretujte položky součinu 1 1
2 1
3 1

 · (a
b

)
=

a · 1 + b
a · 2 + b
a · 3 + b


jako hodnoty na p̌ŕımce tvaru y = ax + b pro x = 1, x = 2,
x = 3.

Co ř́ıká součina

 1 1
2 1
3 1

 ·(â
b̂

)
o bodech na p̌ŕımce y = âx + b̂?

Př́ımku y = âx + b̂ a body

(
1
2

)
,

(
2
3

)
,

(
3
3

)
nakreslete.

aPřipomenut́ı: soustavu jste řešili metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Lineárńı regrese v R2 pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Body

(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
, . . . ,

(
xn
yn

)
v R2, kde n ≥ 2, chceme vést

regresńı p̌ŕımku y = ax + b metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. To jest:
chceme vy̌rešit soustavu

x1 1
x2 1
...

...
xn 1

 ·
(

a
b

)
=


y1
y2
...
yn


metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
Dejte obecnou podḿınku pro matici A této soustavy, která zaruč́ı

existenci jediného řešeńı

(
â

b̂

)
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.a

Dejte této podḿınce význam v řeči hodnot x1, . . . , xn.

aNávod: poťrebujete, aby matice AT · A byla positivně definitńı.
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K zamyšleńı (nepovinné)

Co dostanete řešeńım následuj́ıćıch soustav metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u?a

1


x1 y1 1
x2 y2 1
...

...
...

xn yn 1

 ·
 a

b
c

 =


z1
z2
...
zn



2


x21 x1 1
x22 x2 1
...

...
...

x2n xn 1

 ·
 a

b
c

 =


y1
y2
...
yn


aNávod: uvažujte o lineárńı regresi ve vyš̌śıch dimenśıch a o regresi ǩrivkami

vyš̌śıch stupňů.
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Co byste měl/a zvládnout po 14. týdnu

Zde je uveden naprostý základ. Nejde
o úplný výčet všech dovednost́ı.
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Základńı pojmy

1 Opakováńı: těleso, lineárńı prostor nad obecným tělesem.

2 Sč́ıtáńı a násobeńı v obecném Zm.

3 Soustavy lineárńıch rovnic nad Zp, kde p je prvoč́ıslo.

4 Lineárńı kód nad Z2 délky n a dimense k .

5 Generuj́ıćı a kontrolńı matice lineárńıho kódu.

Důležitý fakt (bez d̊ukazu)

Zm je těleso právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.
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Početńı p̌ŕıklady

1 Spočtětea 9 + 7, 4 · 8, 7 · (1 − 8), 2−1 v Z11.

2 Hrubou silou vy̌rešte rovnici 3x + 5 = 2 v Z7.

3 Zjistěte počet prvk̊u Z12 457 873 596. Jde o těleso?

4 Zjistěte počet prvk̊u a dimensi lineárńıho prostoru (Z5)12.

5 Kolik r̊uzných prvk̊u má podprostor prostoru (Z2)n dimense k?

6 Napǐste řešeńı soustavy lineárńıch rovnic nad Z2, zadané
rozš́ı̌renou matićı 1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1


aInversi spočtěte hrubou silou.
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Početńı p̌ŕıklady (pokrač.)

7 Nad Z5 vy̌rešte soustavua 4 0 1 3 1 1 2
0 0 0 1 4 0 3
0 0 0 0 0 1 4


8 Nalezněte soustavu, která má nad Z7 řešeńıb

2
4
6
1

 + span(


2
2
0
1

 ,


2
3
1
0

)

aPř́ıpadné poťrebné inverse spočtěte hrubou silou.
bPř́ıpadné poťrebné inverse spočtěte hrubou silou.
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Početńı p̌ŕıklady z teorie kód̊u

Všechny výpočty provádějte nad Z2.

1 Pro kontrolńı matici

HT =

1 0 1 1 1
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0


lineárńıho kódu W nalezněte p̌ŕıslušnou generuj́ıćı matici G
s maximálńı hodnost́ı.
Popǐste p̌ŕıslušný lineárńı kód W (i jeho délku a dimensi).
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Početńı p̌ŕıklady z teorie kód̊u (pokrač.)

2 Pro generuj́ıćı matici

G =



1 0 0
1 0 1
1 1 1
0 0 1
0 0 0
0 1 0


lineárńıho kódu W nalezněte p̌ŕıslušnou kontrolńı matici HT

s maximálńı hodnost́ı.
Popǐste p̌ŕıslušný lineárńı kód W (i jeho délku a dimensi).
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Př́ıklad (návrh lineárńıho kódu)

Navrhněte generuj́ıćı a kontrolńı matici lineárńıho kódu W nad Z2,
který má následuj́ıćı dvě vlastnosti:

1 Kóduj́ı se slova délky 4 (tj. kód má 4 informačńı bity).

2 Kódové slovo má délku 8 a vzniká zopakováńım informačńıho
slova.
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