Co byste mél/a zvladnout po 1. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Upozornéni

Rada z nésledujicich pojmii je pouhym opakovénim ze stedni
Skoly. Nemusi byt nutn& odcviceny.

Dokonalé porozuméni pojmim matematické &estiny

@ Slovni spojeni: ... prdvé& tehdy, kdyZ. .., ...a souasné. ..
...nebo..., jestlize ..., potom....

@ Ustélené atvary: definice, hypotéza, véta (lemma, tvrzent,

atd), dikaz.

Zakladni ciselné obory a jejich operace
@ Mnoziny N, Z, Q, R, C.

7

@ lracionalni redlna ¢&isla.

© Komplexn& sdruzené &islo.
@ Sditani, od&itani, nasobeni a déleni v N, Z, Q, R, C.
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Pojmy z teorie polynomii
@ Mnoziny Z[x], Q[x], R[x], C[x].
© Kofen polynomu, ndsobnost kofene polynomu.
© Kotenovy faktor (také: kofenovy Cinitel).
© Stupefi polynomu.?
© Déleni polynomu jinym polynomem se zbytkem.

?Polynom 0 m3 stupefi —oo.

Vypoéty hodnoty polynomu
@ P¥imym dosazenim.

© Hornerovym schematem.
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Numerické priklady

o
2]
o

Spottéte soutin (3x° — 7x + 4) - (2x — 10).

Nalezn&te viechny koFeny polynomu x3 + 11x + 30.

Znate koten a = —6 polynomu 2x3 + 14x? + 14x + 12.
Naleznéte v C v8echny zbyvajici kofeny tohoto polynomu.
Polynom 2x3 + 14x2 + 14x + 12 napiste ve tvaru sou&inu
kofenovych faktord.

V Cl[x] vyd&lte polynom 3x* + 5x polynomem x? — 2 se
zbytkem. Vypiste kvocient a zbytek.

Hornerovym schematem spoct&te hodnotu p(3) pro

p(x) = 7x* — 5x? + 12x — 6.

Napiste realny polynom, ktery ma presné nasledujici kofeny
ap = —2 (ndsobnost 2), a; = 2 — 3/ (ndsobnost 1),

a) = 2+ 3i (ndsobnost 1).

Napiste jakykoli polynom, ktery ma presné nasledujici kofeny
agp = 2 + 3i (ndsobnost 1), a; = 2 — 3/ (ndsobnost 2).
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Teoretické otazky

@ Prot polynom p(x) lichého stupn& v R[x] musi mit alespofi
jeden redlny koten?

@ Dokazte, ze ke kazdému koFenu polynomu p(x) v R[x] existuje
kofen komplexné sdruzeny.

© Prol nemiiZe mit polynom stupné n vice neZ n vzdjemné
riznych kofen(?

Q Prot je polynom stupné n urlen jednoznalné svymi
hodnotami v n+ 1 riiznych bodech?
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Co byste mél/a zvladnout po 2. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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2D geometrie: pfimka se smérem d, prochazejici bodem p

@ Jaky je vztah ploch jednotlivych rovnob&zniki?

@ Jaky je vztah vektord x3, x2 a p?
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3D geometrie: rovina se ,smérem* di, d,, prochazejici
bodem p

d;

d>

@ Jaky je vztah objem{ jednotlivych rovnob&Zznost&ni?

@ Jaky je vztah vektord x a p?
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Zakladni pojmy geometrie 2D a 3D prostoru nad R

@ Rovnice obecné p¥imky v R?. A jeji ,parametricky tvar":

(2)0(5) e
an So

PoZadavky na ,vektor sméru* pfimky?

@ Rovnice obecné roviny v R3. A jeji , parametricky tvar":

ai 51 t
an +a- S +b- th |,a,beR
as S3 t3

PoZadavky na ,vektory smé&ru" roviny?

© Paralelni posun dané p¥imky (roviny) tak, aby nova pfimka
(rovina) prochdzela potatkem. Jak se to projevi na rovnicich
p¥imky (roviny)?

@ Typy priniki dvou p¥imek v R2.

@ Typy priniki dvou (t¥) rovin v R3.
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Jaky je geometricky vyznam ¥eSeni nasledujicich soustav?
Q aiixi+apxe= b
ax1x1+axxe= by

Q auxit+apxe+aizxz= by
az1X1+axpXxe+axsxz= b
©Q aixi+axe+azxz= by
az1X1+axpXxe+axsxz= b
a31x1+azxe +aszxz= b3

U kazdé z vySe uvedenych soustav diskutujte vSechny
moznosti tvaru feSeni
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Pocetni pf¥iklady (soustavy v hornim blokovém tvaru)

© Vyteste soustavu (v R):

3x1—2xp+6x3 = 2
dxp+4x3 =5
bx3= 12

@ Vyfeste soustavu (v R):

3x1—2xp+6x3=2
dxo+4x3=5

© Vyteste soustavu (v R):

3x1 —2xp+6x3 =2
3X3: 15

Pozorovani: soustava v hornim blokovém tvaru se ¥esi
pohodIné
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Ptfevod na horni blokovy tvar

2x1—bxp = 16 2x1—5xp =16 Ry ¥adek 1

—Xx1+2x0= —7 —2x1+4xo= —14 2R dvojndsobek ¥adku 2
2x1—5x=16 R; 2x1—5x =16 R;

Ox1— x0 =2 R+ Ry

~

X = -2 —RQ
TakZe: xp = —2, x13 dopoditame z prvni rovnice dosazenim: x, = 3.
Podstata vypoctu = ,,manipulace s tabulkami*

2 —5| 16 2 =5 16 Ry
-1 2| =7 -2 41 —-14 2R
2 =516 Ry 2 —5]| 16 Ry
0 -1 2 R>+ Ry 0 1] -2 —Rs

Dalezité: znaceni uprav budeme vzdy vypisovat.
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Povolené tdpravy tabulek (tzv. elementarni Gpravy)

© Prohozeni dvou Fadkd.

© Vynasobeni Yadku nenulovym redlnym &islem.

© P¥itteni jednoho ¥adku k jinému ¥adku.
Tyto dpravy lze ,shlukovat” (ovdem obezietn&). Naptiklad je
mozné novy t¥eti ¥adek nahradit ¥ddkem tvaru R3 + 6R; — 7R>.
Pozorovani

© Elementdarni Gpravy jsou vratné.

© Elementdarni Gpravy neméni YeSeni soustavy.

© Po koneén& mnoha elementarnich Gpravach dostaneme horni
blokovy tvar.
Dilezité
Po dpravach mize vyjit ¥ddek samych nul (rovnice 0 = 0).
Nulovy Fadek nebudeme ze soustavy vyskrtavat.
Soustava na za&atku a na konci vypo&tu musi mit stejny pocet
rovnic.
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Teoretické otazky a teoretické dovednosti

o

o

o

o

o

Jsou dény dva riizné body v R?. Napiste rovnici p¥imky, ktera
témito dvéma body prochazi.

Jsou dany dva riizné body v R3. Napiste rovnici p¥imky, ktera
témito dvéma body prochazi.

Napiste (jakoukoli) soustavu linedrnich rovnic nad R, jejimz
FeSenim je p¥imka v R?.

Napiste (jakoukoli) soustavu linedrnich rovnic nad R, jejimz
feéenim je p¥imka v R3.

Napiste (jakoukoli) soustavu linedrnich rovnic nad R, jejimz
Yedenim je rovina v R3,

Napiste (jakoukoli) soustavu linedrnich rovnic nad R, jejimz
FeSenim je prazdna mnoina v R3.

Promyslete, zda obecné tvahy tohoto cvi¢eni podstatné
souvisi s linedrnimi prostory R? a R3. Pokud ne, zobecnéte je
na YeSeni soustav r rovnic o s neznamych (nad R, C, atd).
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Co byste mél/a zvladnout po 3. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zakladni slovnik a zakladni definice
@ Axiomy obecného télesa F.

@ Axiomy linedrniho prostoru (komutativita operace, asociativita
operace) nad obecnym télesem F. Vektor, skalar. Linedrni
podprostor linedrniho prostoru.

© Seznam vektord, linedrni kombinace seznamu vektord.
@ Linearni zévislost/nezévislost seznamu a mnoZiny vektor(.

© Linearni obal mnoziny vektor(.

Zakladni linearni prostory
© Vektory v roviné.
Q@ Q", R", C" R[x], C[x], ...
© Prot Z" spolu se ,,zfejmymi* operacemi netvofi linedrni
prostor?
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Teoretické otazky

© At L je linedrni prostor nad t&lesem F. At «, 3 jsou libovolné
skaldry a at &, V jsou libovolné vektory z L; & je nulovy vektor
v L. DokaZte nebo vyvratte:

O 7—v=0iffi=Vv.
@ a-u=p-uiffa =p nebo =
Q@ a-d=a-Viffa=0nebo = V.

© Rozhodnéte, zda v libovolném linedarnim prostoru L nad F
plati rovnosti

n m n m
Ea,- . u; :E Ea,--uj E Eoz, ;
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

kde a; jsou libovolné skalary (i =1,...,n) a i jsou libovolné

vektory (j =1,...,m).
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Potetni ptiklady (prostory a jejich podprostory)
Rozhodnéte, zda plati:

@ MnoZina RN v&ech posloupnosti redlnych &isel je linearni
prostor nad R, kdyZ? operace definujeme ,,po slozkach":
(2n)a 25 + (bn)nZ5 = (an + bn) 325, @ (an)3 25 = (- an); %5

r+2s+t

@ Mnozina W={| 2r+s—t | |r,s, t€R} jelinedrnim

3r+3s+t
podprostorem prostoru R3.

© Mnozina C=2017[¢t] vEech polynomii s komplexnimi koeficienty
v neurdité t stupné presné 2017 je linedrnim podprostorem
prostoru C[t].

Q@ Mnozina C=2017[¢] v&ech polynomii s komplexnimi koeficienty
v neurcité t stupné maximalné 2017 je linedrnim
podprostorem prostoru C[t].
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Potetni ptiklady (linearni zavislost a nezavislost)

@ Rozhodnéte o linedrni zavislosti &i nezavislosti seznam
vektoru:

(1) (u17 iy, O3, 1 + ) v libovolném linedrnim prostoru L nad R.

o ( , ) ) v linedrnim prostoru R3.

© Je moZné nalézt &islo a € R tak, aby mnoZina vektor(

1 3 a
2 1,1 1], 4
1 4 11

byla linedrn& zavisld v R3?
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Pocetni pfiklady (linearni obal)
@ Urtete span(M) v R[z], kde
M=1{0,z+1,2z,2> - 2,322 + z + 1}.
Lze nalézt mnozinu N tak, aby platilo N C M a soulasné
N # M a sou&asn& span(N) = span(M)?
@ At C je chdpano jako linedrni prostor nad R. Nalezn&te

mnozinu M v C s co nejmensim poétem prvki tak, aby
span(M) = C.

Je mnoZina M uréena jednozna&né&? Pokud ano, dokaZte to.
Pokud ne, naleznéte dalsi takovou mnoZinu.
© Nalezn&te mnoZinu M v (Z3)* s co nejmensim po&tem prvkii

tak, aby span(M) = { | a,b,c € Z3}.

o N0 T w
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Teoretické ptiklady (linearni obal)

© Rozhodnéte, zda v obecném linedrnim prostoru L nad F plati
(kde My, M, a M jsou libovolné podmnoziny L a V je
libovolny vektor v L):

@ span(M; U M) = span(M;) U span(M,).
@ span(M; N M,) = span(M;) N span(M,).
© V e span(M) iff MU {V} je linedrn& zavisld mnoZina.
© Navrhnéte, jak v libovolném linedrnim prostoru L nad F zjistit
rovnost

span{ii,...,Up} =span{Vi,...,Vn}

kde ; a vj jsou libovolné vektory z linedrniho prostoru L
(i=1,....,naj=1,...,m).
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Co byste mél/a zvladnout po 4. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Slovnik zakladnich pojmii

MnoZina generdtoril linedrniho prostoru, (uspo¥adand) baze
linedrniho prostoru, dimense linedrniho prostoru, soufadnice
vektoru vzhledem k uspo¥adané bazi. Spojeni dvou linedrnich
podprostorii linedrniho prostoru.

Zakladni fakta o dimensi
© Pro kazdé n > 0 je dim(F") = n.
® Pro n=0 je Ko = 0 (jedind, tudiz i kanonickd) uspo¥adana
baze prostoru F® = {5}.
® Pron>1jeseznam K, = (ey,...,e,) kanonickd bize
prostoru F". Zde e; ma na i-té posici 1, vSude jinde 0.
© P¥iklady linedrnich prostori, které nemaji kone¢nou dimensi:
@ Prostor R[x] viech redlnych polynomda.
@ Prostor R (s obvyklymi operacemi) nad télesem Q.

Najdéte v tomto prostoru dva linedrné nezdvislé vektory, tFi
linedrn& nezavislé vektory.
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Diilezita poznamka
Dimense linearniho prostoru typicky zavisi na volbé& skalar(.
Napf¥iklad:

@ Prostor R nad télesem R ma dimensi 1.

© Prostor R nad télesem Q nema kone¢nou dimensi.

Kdykoli nenf jasné nad jakym télesem F o daném linedrnim prostoru
L uvazujeme, budeme poctivé psat linearni prostor L nad F.
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Baze a dimense: pocetni priklady

© Rozhodnéte, zda seznamy Bj, By, Bs jsou (uspofddané) baze
linedrniho prostoru R3 nad R, kde

1 3 0
B = ([ 2|.{2].,1l0])
3 1 1
1 3
B, = (| 2], 2]
3 1
1 3 4
B = ([ 2.l 2. 4]
3 1 4
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Baze a dimense: pocetni ptiklady (pokrat.)

@ Chapejte C (spolu s obvyklymi operacemi) jako linedrni
prostor nad télesem R. Naleznéte dvé rlizné uspotadané baze
Bi, By linedrniho prostoru C nad R. Uspofadané baze B; a By
se nesmi liSit pouze poradim svych prvkd.

Porovnejte:
® dim(C"), kde C" je linedrni prostor nad t&lesem C.
@ dim(C"), kde C" je linedrni prostor nad t&lesem R.

© Naleznéte dvé riizné uspotfadané baze By, Bs linearniho
prostoru Q=2[x] = {p(x) € Q[x] | deg(p(x)) < 2} nad Q.
Uspotadané baze By a B, se nesmi lisit pouze pofadim svych
prvkd.

Q Naleznéte bazi linedrniho podprostoru span{2 + x,1 + 2x}

v prostoru C[x] nad C.

@ At V a W jsou linedrni podprostory prostoru R® nad R, at
dim(V) = dim(W) = 3. Co lze ¥ici o dim(V vV W)? Co lze
fici o dim(V N W)?
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Baze: teoretické priklady

—

Q Af seznam B = (by, ..., by) tvo¥i uspotadanou bazi linedrniho
prostoru L nad F, n > 1. At se seznam C |i§i od seznamu B
pouze pofadim svych prvki. Dokazte, Ze C je uspo¥adana
baze prostoru L.

Dejte tomuto tvrzeni geometrickou interpretaci.

@ DokaZte, Ze zddny seznam tvaru B = (51, e En_l) nemuZe
tvofit bazi prostoru F” nad F, kde n > 2.

© At L je linedrni prostor kone¢né dimense nad F. Navrhn&te
algoritmy, ¥esici nasledujici problémy:
@ Pro linedrné& nezdvisly seznam S hleddme uspofddanou bizi B
prostoru L tak, aby seznam S byl prefixem seznamu B.?
@ Pro kone¢nou mnoZinu G, kterd generuje L, hleddme
usporadanou bazi B prostoru L tak, aby seznam B obsahoval
pouze prvky mnoZiny G.?

°Tj. seznam S chceme rozsi¥it na bazi B.
5Tj. z kone&né mnoZiny generdtorii G chceme vybrat bazi B.
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Baze: teoretické ptiklady (pokrac.)

@ Navrhnéte algoritmus pro nalezeni (n&jaké) baze linedrniho

prostoru kone¢né dimense.

Soufadnice: pocetni pfiklady

© Najdéte soutradnice vektoru ( § ) v prostoru R? nad R

vzhledem k uspofadané bazi

oo (3) (1)
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Soufadnice: pocetni ptiklady (pokraZ.)

@ V prostoru R=3[x] nad R nalezn&te soutadnice polynomu
p(x) = 6x3 — 7x + 12 vzhledem k bazi
0 B=(1,x,x%x3)
@ C=(12,-7x,15x%,6x3)
Jak se zméni soufadnice v bazi B pro polynom
d%p(x) = 18x% — 77

Q At B = (El, by, 53) je jakdkoli uspo¥adana baze prostoru R3
Vi
nad R. Ozna&me coordg(V) = [ w
V3
UkaZte, Ze plati: jestlize v; # 0, potom je seznam (V, by, 53)
opé&t usporadand baze prostoru R3.
Dejte tomuto vysledku? geometrickou interpretaci.

?V plné obecnosti se tomuto vysledku ¥ikd Exchange Lemma (také:
Steinitzova véta o vyméng), viz dal3i stranu.
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Exchange Lemma (Steinitzova véta o vyméng)

DokaZte nasledujici tvrzeni:?

—

At B = (51, ..., bn) je jakdkoli uspo¥ddand baze linedrniho
prostoru L nad F, n > 1.

At ¥ je libovolny vektor z L a at B[V <> b;] je seznam vektori,
ktery se od B li$i pouze vyménou vektoru E,- za vektor V.

Vi
[ . V2
Déle oznatme coordg(V) =
Vn
Potom pro libovolné i =1,..., n plati: jestlize v; # 0, potom je

seznam B[V <> E,] opé&t usporadand bdze prostoru L.

“Nevite-li jak: projdéte si podrobné Lemma 3.2.10 skript.
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Co byste mél/a zvladnout po 5. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Slovnik zakladnich pojmu

Linedrni zobrazeni, matice linedrniho zobrazeni. Operace
s linedrnimi zobrazenimi, operace s maticemi.

Velmi dalezity teoreticky vysledek

Zadat linedrni zobrazeni f : L; — L; je totéZ jako zadat zobrazeni
h: By — Ly, kde Bj je libovolnd baze linedrniho prostoru L;.

Diilezita instance vySe uvedeného
Zadat linearni zobrazeni f : F° — F" je totéZ jako zadat seznam s
vektord (f(e1),...,f(es)) v F".

Tomuto seznamu Fikdme matice zobrazeni f (vzhledem ke
kanonickym bazim). Takovad matice je tabulka skalart, kterd ma r
Fadkl a s sloupcl.
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Pocetni ptiklady

Spottéte A+ B, a- A, a-B, A-B, B- A (oviem pouze v p¥ipadg,
kdy jsou dané operace definovany).

A_ (2 3 4 (2 3 4 _
C'NadR.A—<3 1 0>,B—<3 1 0>,a— 10.

2 3 2 3 4
(3 0>'B<3 1 o)’a_?"
eNadC:A:(zf’),B:(s—/ 44i), a= i

2 3 4 X .
Q@ Nad R: A= 31 ),B(y),a—lo,x,yjsou

(6

parametry z R.
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Matice zakladnich linearnich transformaci v roviné

Zadejte maticemi: rotaci o Uhel «, projekce na osy, zménu méFitka
(a-krat na ose x, b-krdt na ose y). Jednotlivé matice oznatte jako
R.. Px, M, 5.

© Zakreslete akci pFislusnych linedrnich zobrazeni na prvcich
kanonické baze prostoru RZ.

© Zakreslete akce nésledujicich linedrnich zobrazeni

Ma,b Ma,b Ra RB
R2 R2 R2 R2 R2 R2
Rz Pr e T g2 Rz Re g2 Mt g2
M, ,+P R_. a-R, R_,
R2 % R2 R2 R2 R2 R2
R2 Ma,b R2 Ma,b R2 Ml/a,l/b R2 Ro—Pyx R2 Py—R@ R2

na prvcich kanonické bize R?. Zapiste algebraicky matice
jednotlivych zobrazeni.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 5. tydnu 4/7



Dalsi zajimavé transformace roviny

© UkaZte, Ze translace (posunuti) o pevny vektor b v rovin&
obecné neni linedrni zobrazeni.?

@ Dejte geometricky vyznam matici
1 b
Sa,b - <a 1)

Vysvétlete, pro¢ se této transformaci anglicky ¥ika shear
(Eesky: zkosenf). Dejte geometricky vyznam hodnotdm a a b.

nad R.

“Tuto potiZ elegantn& Yedi projektivni geometrie. Zdjemce odkazujeme na
(nepovinny) handout &islo 14.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 5. tydnu 5/7


ftp://math.feld.cvut.cz/pub/velebil/b6b01lag/lag_handout14.pdf

Maticové rovnice jako ,,dopliiovacky*

Maticovou rovnici A - X = B Ize interpretovat jako hledani
zobrazeni X : F° — FP, které dopliiuje diagram

Y R
B
Jak vypada specidlni pfipad s = 17

Uv&domte si vyhody zdpisu rovnic pomoci diagrami (rozmérova
zkougka).

Pokuste se uhodnout, jak vypadaji nékterd ¥eSeni maticové rovnice

R2 X R2

o e

R2 — R?
X
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Mirnd ukazka pocitacové grafiky

Zadejte pismeno A jako seznam nasledujicich péti bodil v R?

o) = (2) () =)~

Nakreslete si obrazek.
07 2
0 1 4
maticim R, - A, M, - A, S, - A, atd. Kreslete obrazky.

)

2
Oznatte A = (8 :; a dejte geometricky vyznam

Zakladni linearni transformace v R3

Zadejte maticemi zdkladni linedrni transformace ve 3D prostoru
(rotaci o thel podle n&které soufadnicové osy, zménu méFitka,
projekce na jednotlivé osy, zkoseni).?

?Postupujte systematicky: studujte akci daného linedrniho zobrazeni na
jednotlivych prvcich kanonické béze prostoru R®.
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Co byste mél/a zvladnout po 6. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 6. tydnu 1/8



Slovnik zakladnich pojmii

Monomorfismus, epimorfismus, isomorfismus. Jadro, obraz, defekt
a hodnost linedrniho zobrazeni.

Uspofadand baze, soutadnice vzhledem k usporddané bazi.
Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k danym bazim, diagram?

ej——— j-ty sloupec Af = coordc(f(l;j))

x—Ag-x

Fe A

coord BT Tcoordc

L ————— 1

bj f f(

)

I
ST

—

kde B = (51, ..., bs) je uspofddand baze linedrniho prostoru L; a
C =(c,...,C) je uspofddana baze linedrniho prostoru Lj.

“Dilezité: p¥ipomeiite si rozdil mezi — (Zipkou) a — (Zipkou s patkou).
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P¥iklad (jadro, obraz, defekt a hodnost)
Spo&téte jadro, obraz, defekt a hodnost linedrniho zobrazeni
@ der : R¥*[x] — R=4[x]
(ax* + bx3 + ox® + dx + €) = (4ax® + 3bx% + 2cx + d)

O R, R2 5 R? kde R, = (COSO‘ S'”“)

sine  cosa

10
. R2 2 -
© P.:R —>R,kdePX—<0 0)

Ptiklad (véta o dimensi jadra a obrazu)

Pro matici M : R® — R” jsme zjistili, Ze def(M) =4 a
rank(M) = 3. Je to mozné??

?Pokud si nejste jisti odpovédi, podivejte se na V&tu 3.3.6 ve skriptech.
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P¥iklad (defekt a hodnost po aplikaci isomorfismu)

UkaZzte, Ze pro libovolnou reguldrni matici M : F* — F" a
libovolnou matici A : F* — F' plati rovnosti: def(M - A) = def(A)
a rank(M - A) = rank(A).

Névod: nejprve dokaZte, Ze ker(M - A) = ker(A). Pak pouZijte
definici defektu a vétu o dimensi jadra a obrazu.

Inverse ¢tvercové matice
At A : F" — F" je pevnd matice. UkaZte, Ze nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

© Pro libovolnou matici B : F" — F” ma rovnice A- X =B

pravé jedno feSeni.

@ Rovnice A - X = E, ma pravé jedno FeSeni.

© Matice A je regularni.
Ndvod: ma-li rovnice A - X = E,, pravé jedno Yeseni, dokaZte, Ze
linedrni zobrazeni A : F” — F” je epimorfismus. Pak pouZijte v&tu
o dimensi jadra a obrazu a ukaZte, Ze A musi byt regularni matice.
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Matice transformaci roviny vzhledem k bazi B = (e, e;)

@ Bizi B = (ez,e;) prostoru R? dejte geometricky vyznam.

@ Spottete matice rotace, zmé&ny mé&fitka, projekce na osy,
zkoseni (shear) v bazi B.

Ke v8em uloham kreslete obrazky.

Matice linearniho zobrazeni

Najd&te matici linedrniho zobrazeni der : R<*[x] — R<*[x]
(ax* + bx3 + ox® + dx + €) — (4ax® + 3bx% + 2cx + d)
vzhledem

@ k bazi B = (x*x3,x%,x,1),

@ kbazi C = (1,x,x%,x3,x%),

Q kbdzim D = ((x —2)* (x —2)3,(x — 2)%,(x — 2),1) a
B = (x* x3,x?,x,1).
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Dalsi matice linearniho zobrazeni

UkaZte, Ze zobrazeni® p(x) — p(2x + 1) je linedrni zobrazeni
z prostoru R=?[x] do prostoru R<?[x]. Najdéte matici tohoto
linedrniho zobrazeni vzhledem k bazi (x2,x,1).

?Pokud si nejste jisti, jak toto zobrazeni pracuje, spottéte si nejd¥ive tfeba
(x* =2) = ((2x +1)2 = 2) a (3x® +2x) = (3(2x + 1)? + 2(2x + 1)).

Matice souctu linearnich zobrazeni a skalarniho nasobku
linedrniho zobrazeni

At linedrni zobrazeni f: Ly — Ly a g : L1 — L, maji matice Af a
A; vzhledem k bdzim B a C. UkaZte:

© Linedrni zobrazeni f +g : L1 — L» ma matici Af + Ag
vzhledem k bdzim B a C.

© Pro libovolny skalar a z F ma linedrni zobrazeni a-f: L1 — Ly
matici a - Af vzhledem k bazim B a C.

Navod: vyuZijte diagramy pro hledani matic linedrnich zobrazeni.
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P¥iklad (Lagrangeova interpolace)

At a1, ..., a, jsou navzajem riizna redlnd &isla.
@ UkaZte, Ze zobrazeni

eV(a .2, " RS”*l[x] —R"  p(x)—

je linearni.

O Ukazte, Ze ev(,, ) je monomorfismus.

© Prol je ev(,, . ,) isomorfismus?

© Odvod'te z vy¥e dokdzaného: pro navzajem riizna redlna &isla
ai, ..., an a jakdkoli redlnd ¥isla by, ..., b, existuje v RS"1

pravé jeden polynom? p(x) takovy, Ze plati p(a1) = b1, ..
p(an) = bn.

?Rikdme mu Langrangelv interpola&ni polynom. Vysvétlete, pro¢ se mu ¥ika
interpola&ni.
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P¥iklad (Lagrangeova interpolace, pokratc.)
©Q Zvolte n=3 azvolte a; = —2,a=0a a3z =2.

Najdéte matici A linedrniho zobrazeni
V(4 2,55) - RZ?[x] = R3 vzhledem k bazim (x2,x,1) a Ki.

VyuZzijte diagramy

-1
R3 A R3 R3 A R3
c°°rd(x2,x,1)1\ Tcoord,@ coordKJ\ Tcoord(xzml)
R<?[x] —— R} R R<2[]
€V(a;,a5,33) (ev(31132753))71

k ndvrhu postupu, jak najit polynom p(x) v R<2[x], pro ktery
plati p(—2) =6, p(0) = -2, p(2) = —2.

Q Ptedchazejici myslenky zobecnéte na plvodni situaci
navzajem riznych redlnych &isel a1, ..., a,.

@ Hraje v pfedchazejicich dvahach néjakou roli téleso R?
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Co byste mél/a zvladnout po 7. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Slovnik zakladnich pojmia a pfehled zakladnich vysledki

@ Matice linearniho zobrazeni f : L1 — Ly vzhledem
k uspofddanym bazim B = (by,..., bs) prostoru L a
C=(a,...,c) prostoru Lj.

© Zikladni vlastnosti vypoétu matic , komplikovangjsich”
zobrazeni (matice sloZeného zobrazeni g - f, matice souctu
zobrazeni f; + f,, matice skaldrniho ndsobku a - f).

© Matice Tp., ¢ transformace soufadnic z bdze B do baze C.?

© Zakladni vlastnosti matic transformace sou¥adnic:

T =En Tep=Tcop Teoe Tess = (Tase) ™
© Zména matice zobrazeni f : Ly — L, pfi zméné bazi

v prostorech L; a L.

Upozornéni: v n&kterych knihdch je definovdn pojem matice pfechodu od
jedné baze ke druhé bazi. To je jiny pojem neZ matice transformace soufadnic!
Pojem matice prechodu (od béze k bazi) nebudeme v pfedndsce B6BO1LAG
pouzivat.
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Vypotet soufadnic v netradi¢ni bazi prostoru R? nad R

Kromé& kanonické baze K, uvaZujte v R? i o bizi B = (b1, by), kde
-1 -1
SEReE)
@ Spotitejte (bez vyuZiti matic transformace soutadnic)
coordg, (_55> coordg <_55> Nakreslete pFislusné obrazky

v jednotlivych soufadnicovych systémech K, a B.

© Naleznéte matici Tpgk, z definice (tj. pomoci komutativniho
diagramu).

% , ,
© Zakreslete v R? vektor v = <v1>' pro ktery plati rovnost
2

coordg(v) = <_21> Spotitejte soutin Tpgk, - coordg(v).
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Vypotet soutadnic v netradi¢ni bazi prostoru R? nad R
(pokrat.)

© Jakou rovnost musi spliiovat matice T, g7 UkaZte, Ze plati

Tk = (: _)-
5 5

@ Matici M2’3 = <

W1
Q1=

S g interpretujte jako matici zmény
mé&Fitka vzhledem k bazim K> a Ko.

Spotitejte soutin Tk, g - M3 T k,.

Jaky je vyznam soutinu T, - M2 3 - Tg,k, - coordg(v),

kde coordg(v) = <_21>?

Nakreslete obrazek v R2.
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Transformace soufadnic v R<?[x] nad R
@ UkaZte, Y B = (x?,x,1) a C = ((x — 3)?,(x — 3),1) jsou
uspofadané baze prostoru R<2[x].
@ Pro polynom p(x) = 2x? — 7x + 10 nalezn&te vektory

coordg(p(x)) a coordc(p(x)) bez pouZiti matic transformace
soutadnic.

© Nalezné&te (z definice) matici T, 5.

Q Ové&fte,? Ze musi platit rovnost Tg._.c =

© O =

0 0

10

31

© Spottéte soutin T, ¢ - coordg(q(x)) pro obecny polynom
q(x) = ax® + bx + ¢ z R=?[x].

Co tento vypolet Fika o rozvoji polynomu maximalné druhého
stupné se stfedem v bod& 37

“Vyuzijte k tomu obecnych vlastnosti matic transformace soufadnic.
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Co byste mél/a zvladnout po 8. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Slovnik zakladnich pojmii

Maticovy zdpis soustavy linedrnich rovnic. Matice soustavy,
rozsifend matice soustavy. Gaussova eliminaéni metoda,
elementarni ¥addkové tpravy, horni blokovy tvar matice. Frobeniova
véta.

Maticové rovnice. Inversni matice ke &tvercové matici.

Probirané dovednosti

Kromé obvyklého zopakovani teoretickych pojmi jde predevsim
o pocetni dovednosti: vyuZiti GEM pro ¥eSeni linedrnich soustav,
hledani inverse ¢tvercové matice a feSeni maticovych rovnic.
Zapis feSeni soustavy A-x=b nad F

Reseni zapisujeme zasadné v jednom z ndsledujicich tvar(
d

Xp +span(xy,...,Xq), Xp+ Z aixj,ai € F,

i=1
kde x1, ..., Xg je fundamentdlni systém homogenni rovnice
A - x =0 a x, je partikuldrni FeSeni rovnice A - x = b.
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Reseni soustav

Vy¥este nad R soustavy zadané rozsifenymi maticemi:

2 3|-1
°(34ls)

2 1|-1
(2 -4 6 5
-2 15 7
2 0 3 57 0]-2
o 0 45 30 4 5
0 0005 —1 6
Q@ (0123456728|9)
22 3 1|5 .
o (_3 S a),kdeaGRJeparametr
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Nalezeni soustavy, zname-li jeji ¥eseni

Naleznéte (jakoukoli) soustavu nad R, kterd ma ndsledujici ¥eSeni:

° 2 3
< 1 ) +span(< 5 >)
(2)
2 2 2 2
1 n ( 1 0 0 )
2 At o [ 1] o
1 0 0 1

Postup zobecnéte pro obecné téleso F: dejte ndvrh procedury,
kterd nalezne (n&jakou) soustavu linedrnich rovnic nad F, kterd ma
zadané Yeseni.?

“Nejste-li si jisti, podivejte se na Tvrzeni 6.4.8 skript.
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Hledani inversni matice pomoci GEM

@ Vysvétlete, pro¢ metoda (A | E,) ~ ...~ (E, | A~1) hledani
inverse matice A typu n X n opravdu funguje.?
@ Pro matice

(v3)

nad R nalezn&te inverse (pokud existuji).

N k= W

4 5
2 3 (138216231 )
-1 0

© Naleznéte inversi matice

3 44
P2

nad C (pokud existuje).

Navod: uvaZujte o paralelnim ¥e3eni maticové rovnice A - X = E,. UkaZte,
%e vypotet Ize zobecnit na (A |B) ~ ...~ (E, | A™' - B).
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Maticové rovnice

Nad R vyFeste nasledujici maticové rovnice:?

3 4 —2 4
OA-X_B,kdeA_<2 2>aB—( 5 6>.

Q@ A X=X-A, kdeA:<§ i)

2 8
Q@ A - X=X, kdeA—<1 2>.

0(A+B)3.xz(A+B)2,kdeA:<g _g>a
3 4
B:<_2 6).

?Névod: zjistéte vzdy nejprve rozmé&ry hledané matice X a jednotlivé polozky
naleznéte feSenim pfislusnych soustav linedrnich rovnic.
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Ne zcela geometrické aplikace soustav linedrnich rovnic

@ Pro chemickou reakci? xC4H19 + yOs — uCO» + vH,0
sestavte prislusnou soustavu linedrnich rovnic a vyfeste ji.
Pro¢ tato soustava nem3d pouze jedno feseni?

@ Virus existuje ve tfech mutacich My, M, a M3. Polateéni
populaci viru oznatte jako vektor xg v R3. At se vyvoj
populace viru v diskrétnim ¢ase Fidi maticovou rovnici
Xpt1 =A%y, n>0.

Definujte ekvilibrium (také: rovnovazny stav) populace viru
jako YeSeni jisté maticové rovnice.

Navrhnéte nutnou a postacujici podminku pro existenci
alespoii jednoho nenulového ekvilibria populace viru.?

?Jde o rovnici hoteni butanu.
bKliova slova k problémiim tohoto typu: discrete dynamical systems.
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Aplikace soustav linearnich rovnic (pokrat.)

© Leontiefiv? input-output model ekonomiky je dan dvéma
nasledujicimi poZadavky:
@ -ty sektor z n rliznych sektorli ekonomiky spotfebuje na
jednotku své produkce c;; jednotek produkce j-tého sektoru.
@ Navic: poptdvka po produkci i-tého sektoru je d; jednotek.
Matici C = (¢jj) typu n x n se fikd consumption matrix,
vektoru d = (d;) se ¥ikd demand vector.

Co ¥ika zapis x,4+1 = C - x, + d, kde n je p¥irozené &islo?

Sestavte maticovou rovnici pro ekvilibrium dané ekonomiky.
Jaké podminky zaru&i existenci pravé jednoho ekvilibria?

*W. W. Leontief (1905-1999) byl americky ekonom ruského pivodu.
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Aplikace soustav linearnich rovnic (pokrac.)

© Matici A typu n x n nad R ¥ikdme Fadkové stochasticka,
pokud je soulet polozek na kaZzdém ¥adku matice A roven

¢islu 1.
UkaZte, Ze pro ¥adkové stochastickou matici A = (ai,...,a,)
plati rovnost
1
n n 1
o= |
=1 = '
1

Z vyde uvedené rovnosti odvod'te, Ze rovnice A -x = x ma vzdy
nenulové YeSeni, jestlize A je fddkové stochastickd matice.?

“Tohoto faktu vtipné& vyuZivd naptiklad algoritmus PageRank, viz K. Bryan a
A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear algebra behind Google,
SIAM Rev. 48.3 (2006), 569-581, nebo Dodatek E skript.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 8. tydnu 9/9


http://dx.doi.org/10.1137/050623280
http://math.feld.cvut.cz/velebil/akla.html

Co byste mél/a zvladnout po 9. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zamysleni po 1. testu: Matematika je soucasti kultury
lidstva.
O Matematika je jazyk; je nutné znat (a spravn& pouZivat)
n&kterd oznaleni: €, =, —, —, {a, b, c}, atd.
© Definice, véty, a daldi matematické Utvary piseme
v pfirozeném jazyce: Cesky, slovensky, atd. Gramatiku
ptirozeného jazyka je tfeba ovladat.

© Diikaz je forma korektni argumentace, kterd presvédéuje
oponenta o pravdivosti tvrzeni. Podivejte se na kratky text
o matematickych dikazech od Eugenie Cheng.

Podivejte se i na texty o typech nematematickych dikazi: @

© Proof by authority.

@ Proof by inductive reasoning. (Neplést s dikazem indukci!)
©® Proof by ad hominem argumentation.

@ Non sequitur proof.

@ A fadu dalsich. ..

?Kli¢ova slova pisi anglicky pro usnadnéni vyhleddvéni.
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Zakladni slovicka pro cviceni

Permutace, rizné zapisy permutace (vy&tem hodnot, tabulkou,
strunovym diagramem), znaménko permutace, sklddani permutaci.

Determinant &tvercové matice.

Zakladni vypocetni dovednosti pro cviceni

Vypolet znaménka permutace ze strunového diagramu.
Geometricky vyznam determinantu matice A : R> — R2.

Dva zakladni zplisoby vypoltu determinantu:
© Vypocet determinantu z definice.?

@ Vypotet determinantu pomoci GEM.?

?Je tfeba bezpetn& ovlddat vypolty determinantu z definice pro matice typu
2x2a3x3.

bP¥i vypottu determinantu pomoci GEM je t¥eba postupovat opatrng:
projdé&te si P¥iklad 8.2.18 skript.
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Permutace: pocetni priklady

KaZdou z niZe uvedenych permutaci zapiste ve v8ech dalSich
druzich zdpisu. U kazdé z permutaci urete jeji znaménko.

QO m1—-32—1,3—2,4—5,5—4,6— 6.

123456
Qr=1,34 415

(3] 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
Spottéte slozeni p-ma o - p- 7! vyuZitim viech t¥ zpiisobii
zépisu permutaci. U permutaci p-7 a o - p- 7! uréete znaménko.
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Determinanty: pocetni p¥iklady

Spottéte nisledujici determinanty (bud z definice, nebo pouZitim
GEM, nebo kombinaci jednotlivych metod) nad R:

~12 4 6 7

0_22:3 -2 4 6 7 -2 -8
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5
@ det(A — xE3), kde A = ) a X je neurdits.
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Determinanty a rovnice pfimek a rovin

UkaZte,? Ze rovnici p¥imky v R2, ktera prochdzi body ( a1 > a

e
< by ) Ize napsat jako

bo
X a b1
y a b2 =0.
1 1 1
Uvahu o rovnici piimky zobecn&te: napite rovnici roviny v R3,
a by a
ktera prochazi body ar . b a Co
a3 bs c3

“Navod: vyuZijte geometrickou interpretaci determinantu. Nevite-li jak,
podivejte se na P¥iklad 8.2.20 skript.
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Co byste mél/a zvladnout po 10. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zopakovani vSech pojmii a tvrzeni tykajicich se soustav
linedrnich rovnic

© Elementarni ¥adkova tprava, horni blokovy tvar matice, GEM.
© Hodnost matice, jadro matice, defekt matice.

© Maticovy zdpis soustavy, matice soustavy, rozsifend matice
soustavy.

© Frobeniova véta.

© Regularita ¢tvercové matice. Rliizné metody vypoctu inversni
matice.

O Adjungovand matice ke ¢tvercové matici, Cramerova véta.

@ Geometricky vyznam Cramerovy véty pro regularni soustavy
s matici typu 2 X 2 nad R.
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Vypocet determinantu rozvojem podle sloupce nebo fadku

Nad R spoltéte determinanty

0oa07| 0007 |L2300
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1 01 0} 3010}
0 35 6 5 3 5 00123
012 3 4

rozvojem podle vhodné zvoleného ¥adku nebo sloupce.
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P¥iklady (invertovani pomoci adjungované matice)

© Zjistéte pomoci determinantu, zda je matice

13
31
01

N O N

invertibilni. Pokud ano, najdéte inversi pomoci adjungované
matice (tj. vypoctem algebraickych dopliki).

@ Naleznéte inverse nasledujicich komplexnich matic?

(01 (0 =i (1 0

>=\1o0) =i o) 7o 1

pomoci adjungované matice (tj. vypottem algebraickych
dopliiki).

?Jde o matice velmi daleZité v kvantovém pocitani: podivejte se na heslo
Pauli gates.
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P¥iklady (invertovani pomoci algebraickych dopliikii)

© Pomoci adjungované matice invertujte matici?
cosae —sina 0 O

R, — sinae cosae 0 O

0 0 10
0 0 01
© Pomoci adjungované matice invertujte matici?
cosha —sinha 0 O
L | ~ sinha cosha 0 O
“ 0 0 10
0 0 01

?Dejte matici R, : R* = R* geometricky vyznam. Névod: premyslejte
o rotaci v roviné.

bDejte matici L, : R* — R* geometricky vyznam. Navod: premyZlejte
o rotaci v hyperbolické rovin& a podivejte se na heslo Lorentz transformation.
ete " takze cosh?a —sinh?a = 1.

: . o_ o
P¥ipomenuti: sinha = &=—, cosha =
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P¥iklady (Cramerova véta)

© UkaZte pomoci determinantu, Ze matice soustavy

1 -1 2 43
0 1 -1 2|1
3 -1 2 0]|2
-1 0 3 2|0

je regularni. Naleznéte druhou polozku YeSeni této soustavy.

© Napiste vSechna feSeni soustavy

a

)
—_ oy
Y
—

v zavislosti na parametru a € R.
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P¥iklady (Cramerova véta, pokrac.)

© Najdéte viechna FeSeni soustavy

a+1 1 3 1
8 2 a+3 2
31 21 -1

v zavislosti na parametru a € R.

© Najdéte viechny hodnoty parametri a, b, ¢ € R, pro které ma

soustava
b+c a+c a+b| 2

a b c|23
1 1 111

jediné Yeseni.
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Zavéreéné shrnuti

© GEM je universidlni metoda ¥eSeni soustav linedrnich rovnic.
Lze ji tedy pouZit i pro:
@ Regeni maticovych rovnic.
@ Invertovani matic.

@ V nékterych specialnich situacich je rozumné GEM
kombinovat s jinymi metodami (nap¥. Cramerovou vétou).
Napftiklad:

O Vypoclet inverse matice pomoci algebraickych dopliikid. Tento
postup je zvlaét vhodny pro &tvercové matice obsahujici
parametry.

@ Hledani YeSeni soustav linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici.
Tento postup je zvlaét vhodny pro &tvercové matice soustav,
které obsahuji parametry.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 10. tydnu 8/8



Co byste mél/a zvladnout po 11. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zakladni pojmy

o

o
o
o

Vlastni hodnota (vlastni &islo) linedrniho zobrazeni/matice,
vlastni vektor linedrniho zobrazeni/matice.

Vlastni podprostor (také: invariantni podprostor).
Charakteristicky polynom matice.

Algebraicka nisobnost a geometrickd ndsobnost vlastni
hodnoty (vlastniho &isla).

Diagonalisace matice.
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Pocetni ptiklady

Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni podprostory nasledujicich
zobrazeni z R? do R?:

© Rotace kolem pocatku o thel « proti sméru hodinovych
rucicek.

© Projekce na osu x.

© Zmé&na méFitka (a-krat na ose x, b-krat na ose y, kde a # 0,
b # 0).

Q Zkoseni (shear), tj zobrazeni, které je dano matici

1 b
sa’b:<a 1>

vzhledem ke kanonické bazi R2.

Pokud to jde, diagonalisujte matice jednotlivych zobrazeni
vzhledem ke kanonické bazi R?.
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Pocetni ptiklady

Diagonalisujte (pokud to jde) nésledujici matice:

4 -2
0(1 1>nadR.

1 2 1
Q 2 0 -2 nad R.
-1 2 3

-2 -1
o < 5 o ) nad C.
Diagonalisace a umociiovani 5 0
Spottéte N2%17 3 M2017 pro matice? N = <_ > a

0 3
3 2
M = .
0 2
“Navod: matici M nejprve diagonalisujte a pro umociovani vyuZijte tvaru
rovnice pro diagonalisaci.
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Pocetni ptiklad

Pro linedrni zobrazeni

der : R=3[x] — R=3[]

ax3+ bx? + cx+d s 3ax? +2bx + ¢

nalezn&te (redlné) vlastni hodnoty a vlastni vektory.
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Teoretické ptiklady

@ At X je nenulovy vektor v linedrnim prostoru L nad obecnym
télesem F. MiZe byt X vlastnim vektorem né&jakého linedrniho
zobrazeni f : L — L7

@ At aje skaldr z t&lesa F. At X je nenulovy vektor v linedrnim
prostoru L nad t&lesem F. MiZe byt X vlastnim vektorem
pFislusnym skalaru a pro néjaké linedrni zobrazeni f : L — L7

© At f: L — L jelinedrni zobrazeni, kde L je linedrni prostor
nad obecnym télesem F. Predpoklddejte, Ze skaldr a z F je
vlastni hodnotou zobrazeni f a at V je p¥islugny vlastni vektor.

UkaZte, Ze pro libovolné skaldry b, ¢ z télesa F je vektor v
vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni b-f+c-id : L — L.
Jak3d je vlastni hodnota pfislusnad tomuto vlastnimu vektoru v?
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Priklad pro zamysleni

b a

© UkaZte, Ze A (chdpand jako matice nad C) ma vlastni
hodnoty Ay = a+ bi, Ao = a— bi.

@ Oznatte r = |A\1] = |X2| = /a2 + b2. Déle oznatte jako «

Ghel® mezi vektory < é ) a < Z >

UkaZte, Ze plati rovnost

< r 0) <cosa —sina)
A= . )
0 r sin « Cos &

b

. - - a —b
UvaZzujte o reguldrni matici A tvaru ( > nad R.

Dejte této rovnosti geometrickou interpretaci.

20hlu « se ¥ika argument komplexniho &isla a + bi. Plati tedy rovnost
a+bi=r-(cosa+isina)=r-e“.
bNavod: ka?d4 z obou matic m3 jasnou geometrickou interpretaci.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 11. tydnu 7/8



Ptiklad (zobecnéni pfedchoziho pfikladu)

At matice M : R?2 — R? (chdpana jako matice nad C) m4 vlastni
hodnotu A = a + bi, kde b # 0. Oznacte jako x pfFisluiny
komplexni vlastni vektor. Dale ozna&te jako T matici se sloupci
Re(x) (vektor redlnych &sti polozek vektoru x) a Im(x) (vektor
imagindrnich ¢asti polozek vektoru x).

© Ukazte, Ze plati rovhost M =T - A - T-1, kde

A:(;—’;).

© Matici T interpretujte jako matici transformace soufadnic.
Rovnost M = T - A - T~! geometricky interpretujte. VyuZijte
pfitom geometrickou interpretaci matice A z pfedchoziho
ptikladu.

Shrnujici slogan: zadat matici M : R> — R? s neredlnymi vlastnimi
hodnotami znamend: zménu soufadnic, rotaci, zmé&nu mé¥itka a
zpé&tnou zménu soufadnic.

Pokuste se slogan zobecnit pro matice M : R” — R”, kde n > 2.
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Co byste mél/a zvladnout po 12. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zakladni pojmy
Skalarni souéin v linedrnim prostoru nad R.

Nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski.

dvéma vektory.

o
(2]
© Norma vektoru vytvorend skaldarnim soudinem, thel mezi
© Metrika vytvotrend normou.

(5 ]

Positivné definitni matice. Metricky tensor (Gramova matice)
skalarniho soudinu v R".

Dilezité
Skaldrni soutin vektordl X a y' znatime (X | y).

To jest: skaldrni sou&in znacime jinak nez ve skriptu Dr Ol$aka.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG Zvladnuta latka po 12. tydnu 2/7



Potetni ptiklady (standardni skalarni soucin)

Pro vektory x a y spottéte (x | y), ||x]|, ||y|l, cosp, d(x,y), kde ¢
je dhel, ktery vektory x a y sviraji a d(x,y) je vzdélenost x a y.
Predpokladejte, Ze skaldrni soutin je standardni.

ov (i ().

1 -1
Q@ VREx=[1],y=|[ 1
1 2
1 -1
1 1
4. _ _
Q@ VR x= 1 VY = 5
1 -1

Ovéfte platnost nerovnosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovski u kazdé
dvojice x, y.
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Potetni ptiklady (positivné definitni matice)

Pomoci kritéria z pfednasky rozhodnéte o positivni definitnosti
matic:

2 -1
° (5 5)
2 2 2
Q2 3 2
2 21
2 -1 3
Q|1 5 4
3 4 3

U kaZdé positivné definitni matice napiste skalarni soucin, ktery
tato matice vytvari.
Teoreticky ptiklad (rozklady positivné definitnich matic)

At G =R - R je positivné definitni matice, kde R je regularni.
Najd&te regularni matici Ry # R, pro kterou plati G = R/ - R;.
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Potetni ptiklady (skalarni soutin a ortonormalni baze)

Naleznéte skaldrni souciny, pro néz jsou nasledujici baze
ortonormalni:

@ Bize R%: (@) , (_21> ).

2 -1 0

Q@ BazeR3: (3], 2 ],l0])
0 0 1
1 1 1

@ BazeR3: ([1],[1],(0])
1 0 0
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Teoreticky pfiklad (zobrazeni zachovavajici skalarni soutin)

At (— | —) je skaldrni sou¢in na R" s metrickym tensorem G.
UkaZzte, ze pro A : R" — R" jsou nasledujici tfi podminky
ekvivalentni:?

@ Rovnost (x| x') = (A-x| A-x') plati pro vechny vektory x,

x' z R".

@ Matice A je regularni a plati AT -G - A = G.

Q@ PlatiAT-G-A=G.
Znéni vy3e uvedeného tvrzeni zjednoduste pro p¥ipad G = E,, (tj
pro p¥ipad standardniho skaldrniho soutinu v R").

“Navod: abyste ukdzali druhou podminku z podminky prvni, ukaZte nejprve

Ye plati AT - G- A = G. K tomu vyuZijte, ¥e podle prvni podminky musi pro
matici A = (a1,...,an) platit rovnosti (e; | e;) = (A-e; | A-e;) = (a; | aj) pro
v8echna i, j. Déle vyuZijte toho, Ze G ma v j-tém sloupci na i-tém ¥adku
hodnotu (e; | €;) a AT - G- A ma v j-tém sloupci na i-tém ¥adku hodnotu
(ai | a;). Z rovnice AT -G - A = G a z toho, %e G je regularni, odvod'te, 7e A je
monomorfismus. Déle pouZijte vétu o dimensi jadra a obrazu, abyste se
dozvédéli, Ze A je isomorfismus. Zbyvajici dvé implikace jsou trividlni (p¥esto
dikazy napiste).
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Teoreticky ptiklad (charakterisace rotaci v R?)
At A : R? — R? je jakékoli linedrni zobrazeni. DokaZte, ¥e
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

O Plati AT = A~ a det(A) = 1.

@ Existuje « tak, ze A = R, (tj A je matice rotace o thel «).

Odvod'te z toho, Ze rotace v rovin& jsou jedina linedrni zobrazen{
A :R?2 — R2, ktera zachovavaji standardni skaldrni souéin? a ktera
neméni velikost orientovanych ploch.?

?K tomu vyuZijte tvrzeni z pfedchozi strany, modifikované pro standardni
skalarni soudin.

bK tomu vyuZijte interpretaci sou&inu matic A - (x1,x2) = (A - x1, A - x2),
rovnost det(A - (x1,x2)) = det(A) - det(x1, x2) a geometrickou interpretaci
determinantu matice 2 x 2. Samozfejmé&: (x1,x2) je sloupcovy zdpis matice se
sloupci x1 a xz.
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Co byste mél/a zvladnout po 13. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zakladni pojmy
© Ortogonalni a ortonormalni baze.
@ Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.
© Ortogonalisalni proces (Gram-Schmidt).

@ Matice ortogonalni projekce na podprostor.

Diilezité
Skaldrni soutin vektori X a y' znatime (X | y).

To jest: skaldrni sou€in zna&ime jinak neZ ve skriptu Dr Ol$dka.
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Pocetni p¥iklady (ortogonalisace a ortonormalisace v R")

Ortogonalisujte nasledujici baze B:

@ V R? s metrickym tensorem Ey: B = ((2> , <4>)

3 1
2 4 -2
@ V R3 s metrickym tensorem E3: B = (3 1,1 0.
1 0 0
4 6 2
© V R3 s metrickym tensorem G = [ 6 10 4
2 4 4
2 4 -2
B=((3],[1],[ 0 ]).
1 0 0

Vechny nalezené ortogonalni baze poté normalisujte.
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Potetni ptiklad (ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce)
V prostoru R3 se standardnim skaldrnim sou&inem nalezn&te matice
ortogonalnich projekci na podprostory
© span(e, e).
@ span(eq, e3).
2

2
© span((3].,(0]).
1 1

Ve vdech p¥ipadech spottéte pro vektor v = 5e; — 2e; + 3e3 z R®
prislusné ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.
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Teoreticky pfiklad (nutné vlastnosti ortogonalni projekce)

At A = (a1, ...,a) : R* = R" m4 linedrn& nezavislé sloupce.
Pfedpokladejte, Ze v R" je zadan standardni skalarni soucin.
UkaZte, Ze matice P ortogonalni projekce na im(A) ma nasledujici
tFi vlastnosti:

O P2=P.
QP=P".
© rank(P) = k.

Teoreticky priklad
Pfedpokladejte, Ze v R" je zaddn standardni skaldrni soucin, n > 2.

At P :R" — R" je matice ortogonalni projekce na podprostor W,
dim(W) = n — 1. Co potitaji nasledujici matice??

Q@ E,—P:R" > R".

Q@ E,—2P:R" > R".

Q@ 2P—-E,:R" > R".

?Navod: nevite-li si rady, nakreslete si obrazky pro n = 2 a n = 3. Divejte se,
co se déje s vektory z podprostoru W a s vektory mimo podprostor W.
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Pocetni pf¥iklady (soustavy a metoda nejmensich &tverci)

Vysvétlete, pro¢ nasledujici t¥i soustavy nad R lze Fesit metodou
nejmensich &tverch? a vyFeste je.

1 1|2
0(A|b)—<1 ) 2).
1 0|2
@ (Alb)=| 0 1]0
1 1|2
1 1|2
©@ (Alb)=[ 2 1|3
3 1|3

U kazdé ze soustav oznalte nalezené YeSeni jako X a spoltéte
¢tverec normy? ||b — A - X||2.

Co jste se dozvédéli o ¥eSeni prvni soustavy?

?Navod: metoda vyu¥iva ortogonalni projekci na im(A) v R® se standardnim
skaldarnim sou&inem. Viz Dodatek C skript.

bP¥ipomenuti: jde o normu vytvotenou standardnim skaldrnim souinem v R®.
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Pt¥iklad linearni regrese v roviné

z predchoziho p¥ikladu

w w N

11
© Jediné ¥eSeni soustavy | 2 1
31

A

- w7/ N4 o N4 - a
metodou nejmensich ¢tvercl oznadte jako (E)

© Pro jakdkoli a, b z R interpretujte polozky souéinu

11 a-1+b
2 1 -<Z>: a-2+b
31 a-3+b>b

jako hodnoty na p¥imce tvaru y = ax+ bprox =1, x = 2,

Co ¥ikd soucin® | 2 1 |- <%> o bodech na p¥imce y = ax + b?
31

P¥imku y = ax + b a body (;) @) (g) nakreslete.

?P¥ipomenuti: soustavu jste ¥edili metodou nejmendich &tvercl.
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Linearni regrese v R’ pomoci metody nejmensich &tvercii

Body ( X ) < 2 ) ( Xn ) v R2, kde n > 2, chceme vést
1 Y2 Yn

regresni pfimku y = ax + b metodou nejmensich &tvercl. To jest:
chceme vyftesit soustavu

xp 1 %1
x2 1 a\ | »
. . ' b N .
X, 1 Yn

metodou nejmensich &tverci.
Dejte obecnou podminku pro matici A této soustavy, kterd zaru&i

. - - v v Va a - NS v ° 3
existenci jediného ¥eSeni 5 metodou nejmensich &tverci.

Dejte této podmince vyznam v Feci hodnot x1, ..., X,.

?N4vod: pot¥ebujete, aby matice AT - A byla positivn& definitni.
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K zamysleni (nepovinné)

Co dostanete ¥eSenim nasledujicich soustav metodou nejmensich
Ctverci??

x1 y1 1 7
x2 y2 1 a 7
(1] b | =
c
Xn  Yn 1 Zp
xt x 1 %1
p) a
x5 xp 1 2
o | 7 b | =
c
x,2, xp 1 Yn

N7

“Navod: uvaZujte o linedrni regresi ve vysSich dimensich a o regresi k¥ivkami
vyss8ich stupiid.
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Co byste mél/a zvladnout po 14. tydnu

Zde je uveden naprosty zadklad. Nejde
o Uplny vytet v8ech dovednosti.
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Zakladni pojmy
© Opakovani: téleso, linedrni prostor nad obecnym télesem.
@ S¢&itani a ndsobeni v obecném Z,,.
© Soustavy linedrnich rovnic nad Z,, kde p je prvoéislo.
@ Linedrni kéd nad Z, délky n a dimense k.

© Generujici a kontrolni matice linedrniho kédu.

Dilezity fakt (bez dikazu)

Z, je téleso pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.
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Pocetni priklady

Spottéte? 9+7,4-8,7-(1—8), 271 v Z1;.

Hrubou silou vyfeste rovnici 3x +5 =2 v Z7.

Zjistéte pocet prvki Z15457873506. Jde o téleso?

Zjistéte poet prvkii a dimensi linedrniho prostoru (Zs)*2.

Kolik riznych prvki méa podprostor prostoru (Z;)" dimense k?

©0000CO0

Napiste ¥eSeni soustavy linedrnich rovnic nad Z;, zadané
rozsifenou maticf

1 011111
1101101
1110011

Inversi spotté&te hrubou silou.
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Pocetni pFiklady (pokrat.)

@ Nad Zg vyfeste soustavu?

o o B

013
0 01
000

I R

112
013
14
Q Naleznéte soustavu, kterd ma nad Z7 Yegeni®

+ span(

)

= o AN

2
2
0
1

O = WN

?P¥ipadné pot¥ebné inverse spo&téte hrubou silou.
bP¥ipadné pottebné inverse spottéte hrubou silou.
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Pocetni ptiklady z teorie koda
Vechny vypolty provadéjte nad Zs.
@ Pro kontrolni matici

10111
H'"=|0 0010
01100

linedrniho kédu W naleznéte pFisluSnou generujici matici G
s maximalni hodnosti.
Popiste ptisludny linedrni kéd W (i jeho délku a dimensi).
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Potetni ptiklady z teorie kédu (pokrat.)

© Pro generujici matici

O OO =
R OOk OO
OO K=~ O

linedrniho kédu W naleznéte p¥isludnou kontrolni matici H'
s maximalni hodnosti.
Popiste ptisludny linedrni kéd W (i jeho délku a dimensi).
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P¥iklad (navrh linearniho kédu)

Navrhnéte generujici a kontrolni matici linedrniho kédu W nad Z,,
ktery ma ndsledujici dv& vlastnosti:

©Q Kdéduji se slova délky 4 (tj. kéd md 4 informacni bity).
© Kobdové slovo ma délku 8 a vznikd zopakovanim informaéniho
slova.
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