Priklady na formalizaci matematickych vét

V nasledujicim textu se budeme zabyvat formalizaci matematickych vét, tedy ptiklady typu: Najdéte formuli
predikdtové logiky, kterd md ve vhodné interpretaci ndsledujici vyznam: ”...”7 Jazyk a zvolenou interpretaci popiste.

Nejprve vybereme vhodné universum. Meélo by byt dostateéné ”velké”, aby obsahovalo vSechny objekty,
o kterych se v tvrzeni mluvi. Pokud ho ale zvolime ”pftilis velké”, formule se trochu zesloziti, protoze z tohoto
universa budeme muset vybirat jen nékteré prvky. To samoziejmé ovlivni jazyk, nebot budeme potiebovat vic
predikdtovych symbolu. Pak si rozmyslime, jestli budeme potfebovat néjaké konstanty, funkéni symboly (vysky-
tuji-li se v tvrzeni néjaké operace), predikdtové symboly (vétsinou arity 1 pro vlastnosti objekt nebo 2 pro vztahy
mezi objekty). Zéroven tyto symboly interpretujeme. Pak vytvoifme pozadovanou formuli a ”pfrecteme” (resp.
7 piepiSeme”) ji ve zvolene interpretaci, abychom se ujistili, Ze mé pozadovany vyznam.

Na co si dat pozor. Uvédomte si, ze operace je vzdy definovand pro vSechny prvky dané mnoziny. To znamena,
Ze interpretovany funkéni symbol musi byt definovan pro vSechny prvky (usporddané n-tice prvki) z universa. Nelze
tedy pouzit tfeba odc¢itani prirozenych cisel, déleni prirozenych ¢isel, déleni celych ¢isel, ba ani déleni racionalnich
¢i redlnych ¢isel, protoze nelze délit nulou. Vyhnout se tomu muzeme tifeba tak, Ze uvazujeme pouze mnozinu
Q\ {0}, resp. R\ {0}, nebo operaci ”vhodné dodefinujeme”.

Poznamka: Pfi formalizaci nejde o to, zda je uvedené tvrzeni pravdivé ¢i nepravdivé. Neni tfeba se tim zabyvat.

Jesté malé dovysvétleni. Cilem takovychto piiladu je, abyste dokazali vytvorit syntakticky spravné formule.
Leckdy lze tu pozadovanou formuli napsat velmi jednoduse jako napt. VzP(x) nebo Vz3IyP(z,y) apod., kde
”vhodné” interpretujeme predikatovy symbol P. Napiiklad vétu "Ke kazému redlnému ¢islu lze najit redlné c¢islo
takové, Ze druhd mocnina jejich souctu neni kladnd.” muzeme formalizovat jako VaP(x). Za universum zvolime
mnozinu realnych ¢isel a predikatovy symbol P interpretujeme jako mnozinu redlnych ¢isel, ke kterym lze najit
realné ¢islo takové, ze druha mocnina jejich sou¢tu neni kladna. To ale neplni zminény cil, takze se proti tomu
branime ruznymi zpusoby, jako tfeba pozadavkem, abyste ve formuli pouzili dany funkéni symbol ¢i konstantu,
ke kazdému pojmu zavedli novy symbol apod. V nésledujicich piikladech si ukazeme moznd, ale ne jedind feSeni.
Muzete vymyslet dalsi.

1. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, ktera ma ve vhodné interpretaci nasledujici vyznam:

Soucet kazdijch dvou lichyjch prvoéisel je sudé cislo.

Ve formuli pouzijte bindrni funkéni symbol f a interpretujte ho jako soucet dvou pfirozenych ¢isel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které ma formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.

Reseni: Protoze je zadéno, 7e f mé byt interpretovéno jako soucet dvou prirozengch ¢isel, musime zvolit za
universum piirozend ¢isla. V tvrzeni se nevyskytuje zadné konstanta, operace je jedind, totiz ten soucet. Vlastnosti
jsou tii - byt sudé ¢islo, byt liché ¢islo, byt prvocislo. Budeme tedy potiebovat tii predikatové symboly - S, ktery
budeme interpretovat jako ”byt sudé ¢islo”, L, ktery budeme interpretovat jako ”byt liché ¢islo”, a P, ktery budeme
interpretovat jako "byt prvocislo”. Protoze se tvrzen{ tykd dvou pfirozenych éisel, budeme pottebovat (alespori)
dvé proménné, tieba x a y. Kdyby béhem vytvéafeni formule byla potiebna dalsi proménnd, jesté ji pridame.
Protoze se v tvrzeni mluvi o "kazdych dvou ¢islech”, pouzijeme vSeobecné kvantifikdtory. Nyni popiSeme jazyk a
zvolenou interpretaci:

jazyk interpretace
U=N
Var ={z,y}
Const = ()
Func = {f}
ar(f) = 2 [/1: N2 N, [fl(m,n) =m+n
Pred = {L, S, P}
ar(L) =1 [L] = {n € N;n je liché prvocislo}
ar(S) =1 [S] = {n € N;n je sudé ¢islo}
ar(P)=1 [P] = {n € N;n je prvocislo}

Hledand sentence je VaVy((L(z) A P(z) A L(y) A P(y)) = S(f(z,y)))

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna prirozena ¢isla x a y plati: Jestlize x je liché a prvocislo a y
je liché a prvocislo, potom x + y je sudé ¢&islo.

Vlastnosti byt liché ¢islo” a ”byt prvocéislo” muzeme spojit do jediné, totiz ”byt liché prvocislo”. V tomto piipadé



budeme potiebovat jen dva predikdtové symboly - S, ktery budeme interpretovat jako byt sudé ¢islo, a L, ktery
budeme interpretovat jako byt liché prvocislo. Jazyk, interpretace a formule budou takovéto:

jazyk interpretace
U=N
Var = {z,y}
Const = ()
Func={f}
ar(f) =2 [/1:N? —N, [f](m,n) =m+n
Pred ={L, S, P}
ar(L) =1 [L] = {n € N;n je liché prvocislo}
ar(S) =1 [S] = {n € N;n je sudé cislo}

Hledand sentence je VaVy((L(z) A L(y)) = S(f(=x,v)))

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna pfirozend ¢isla x a y plati: Jestlize = je liché prvocislo a y
je liché prvocislo, potom x + y je sudé cislo.

2. piiklad: Najdéte formuli predikatové logiky, ktera ma ve vhodné interpretaci nasledujici vyznam:

Kazdé sloZené prirozené cislo je délitelné prirozenym cislem vétsim neZ jedna.

Ve formuli pouzijte symbol pro konstantu ¢ a interpretujte ho jako ¢islo jedna. Popiste pouzity jazyk a interpretaci,
ve které ma formule pozadovany vyznam. Prepiste formuli ve zvolené interpretaci.

Reseni: Tvrzeni je o piirozenych &islech, za universum tedy zvolime mnozinu pfirozenych ¢isel. Je tam pouzita kon-
stanta 1, nen{ pouzita zadnd operace. Vlastnost je ”byt slozenym ¢islem” (tomu bude odpovidat unarni predikdtovy
symbol S), vztah ”délitelnosti” (bindrni predikdtovy symbol D) a vztah "byt vétsi nez” (bindrni predikétovy sym-
bol V). Budeme potiebovat (alespoil) dvé proménné, tieba z a y. Opét se mluvi o "kazdém” pfirozeném ¢isle
(vSeobecny kvantifikdtor), které je délitelné prirozenym ¢islem. Otédzka je, zda "kazdym” nebo "négjakym”. T kdyz
to tam explicitné napsano neni, ziejmé se mysli "néjakym”. Tomu odpovidé existenéni kvantifikator.

jazyk interpretace
U=N
Var = {z,y}
Const = {c} [c] =
Func=10
Pred={S,D,V}
ar(S) =1 [ST = {m € N;m je slozené é&islo}
ar(D) =2 [D] = {(m,n) € N?;¢islo m je délitelné ¢islem n}
ar(V)=2 [Vl = {(m,n) € N>m > n}

Hledan4 sentence je Va(S(x) = Jy(V(y,c) A D(x,y)))

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna prirozend cisla x plati: Jestlize x je slozené ¢islo, potom
existuje pfirozené ¢islo y takové, ze y > 1 a ¢islo x je délitelné ¢islem y.

3. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci nésledujici vyznam:

Prirozené éislo je prvocislem pravé tehdy, kdyz je délitelné pouze sebou samym a éislem jedna.

Ve formuli pouzijte symbol pro konstantu ¢ a interpretujte ho jako ¢islo jedna. Popiste pouzity jazyk a interpretaci,
ve které ma formule pozadovany vyznam. Prepiste formuli ve zvolené interpretaci.

Resend: Tvrzeni je o piirozenych é&islech, za universum tedy zvolime mnozinu pfirozenych ¢éisel. Je tam pouzita
konstanta 1, nenf pouzita zadné operace. Vlastnost je ”byt prvocislem” (tomu bude odpovidat unérni predikdtovy
symbol P) vztah je ”délitelnost” (bindrni predikdtovy symbol D). Budeme potfebovat dvé proménné, tfeba x a y.
Véta tikd, ze prvocislo je délitelné pouze sebou samym a cislem jedna. To vlastné znamend, ze je délitelné samo
sebou a ¢islem jedna, ale neni délitelné ni¢im jinym. Tedy zadné jiné ¢islo uz ho nedéli. To muzeme vyjadiit vicero
zpusoby, nékteré si ukazeme.



jazyk interpretace
U=N
Var ={xz,y}
Const = {c} [c] =1
Func=1{
Pred = {P,D, R}
ar(P)=1 [P] = {m € N;m je prvocislo}
ar(D) =2 [D] = {(m,n) € N?;&islo m je délitelné ¢islem n}
ar(R) =2 [R] = {(m,n) € N*);m =n}

Hledand sentence je napt. V(P

—~

z) < (D(z,z) A D(x,¢) AVy(D(z,y) = (R(y,z) V R(y,c)))))

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna pfirozend ¢isla x plati: x je prvocislo pravé tehdy, kdyz je
délitelné sebou samym a je délitelné ¢islem jedna a pro vSechna prirozend Cisla y plati, Zze pokud y déli ¢islo =z,
potom je y = x nebo y = 1.

Ukéazeme i dalsi moznosti pozadované sentence, pricemz zachovame jazyk a interpretaci uvedené vyse. Piepsani ve
zvolené interpretaci si dopliite sami.

V,T(P(.’L‘) A (D(LL',Q?) N D(CL‘,C) /\Vy((ﬁR(y,,T) A j‘R(yvc)) = ﬁI)(mvy))))

Va(P(z) < (D(z, ) A D(z,c) A =3y(—R(y, z) A =R(y,c) A D(z,y))))
Muzeme také interpretovat R jako nerovnost, tim se vyhneme negacim pfed timto predikdtovym symbolem.

V predikdtové logice s rovnosti nemusime predikétovy symbol R zavadét a interpretovat, nebot tato logika obsahuje
symbol ”=" ktery vzdy interpretujeme jako rovnost dvou prvku. Prvni sentence by pak vypadala takto:

Va(P(x) < (D(x,2) A D(x,c) AVy(D(z,y) = (y=x Vy=c))))

Mozné nejjednodussi formuli ziskame, kdyz se zamyslime nad vyznamem slova pouze. To, Ze ¢islo = je délitelné
pouze sebou samym nebo ¢islem jedna, vlastné znamend, ze jakékoli prirozené ¢islo ho déli tehdy a jen tehdy,
kdyz je rovno x nebo jedné. Formule tady muze byt zapsana jako

Va(P(x) < Vy(D(2,y) < (R(y,z) V R(y,c))))
V predikatové logice s rovnosti pak

Va(P(x) & Vy(D(z,y) & (y =z Vy=c)))

4. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci nasledujici vyznam:

Kladné redlné cislo je raciondlni, jestlize ho lze zapsat jako podil dvou (kladnijch) prirozengch cisel.

Ve formuli pouzijte binarni funkéni symbol f a interpretujte ho jako podil dvou kladnych redlnych ¢isel. Popiste
pouzity jazyk a interpretaci, ve které mé formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.

Reseni: Protoze se ma v sentenci pouzit bindrni funkéni symbol f, ktery se mé interpretovat jako podil dvou
kladnych redlnych é&isel, musi byt universem mnozina kladnych rednych éisel RT. Tato volba by byla nejlepsi i
v piipadé, ze by toto nebylo pozadovano. Jak bylo uvedeno vyse, nelze pouzit podil dvou realnych ¢isel, protoze
nelze délit nulou. Slo by pouzit mnozinu R \ {0}, ale pak bychom museli pouzit predikédtovy symbol, ktery by
7z této mnoziny vybiral pouze kladng ¢isla. Budeme dédle (kromé funkéniho symbolu f) potfebovat jesté undrni
predikatové symboly @ pro ”byt racionalnim c¢islem” a N pro byt pfirozenym ¢islem” a binarni predikatovy
symbol pro rovnost (napt. R, v pripadé logiky s rovnosti tento symbol nepotiebujeme).

Dalsi problém muze byt formulace véty. Je to implikace, ale oproti béznému tvaru ”jestlize predpoklad, potom
zaveér’, je tady ” zdveér, jestlize predpoklad’. Piedpokladem tedy je, Ze lze ¢islo zapsat jako podil dvou pFirozenych
Cisel, a zaver je, ze je toto ¢islo racionalni.



jazyk interpretace
U=R*"

Var ={xz,y,z}
Const = ()
Fune ={f}

ar(f) =2 [/]: R*)? —RY, [fl(m,n) =7
Pred ={Q, N, R}

ar(Q) =1 [Q] = {m e RT;m € Q}

ar(N) =1 [N] = {m e RT;m € N}

ar(R) =2 [R] = {(m,n) € (R*)%;m = n}

Hledand sentence je napi. Va(Jy3z(N(y) A N(2) A R(z, f(y,2))) = Q(x))
V predikétové logice s rovnosti Vo (JyIz(N(y) AN(2) Az = f(y,2)) = Q)

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna kladnd redlnd ¢isla x plati: jestlize existuji kladna redlna
cisla y a 2 takovd, ze y e Naz e Naxz =¥, potom je z € Q.

5. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci néasledujici vyznam:

Ke kazdym dvéma ruzngm prirozengm éislum lze najit prvocislo, které je vétsi nez jejich soucin.

Ve formuli pouzijte bindrni funkéni symbol f a interpretujte ho jako sou¢in dvou pfirozenych ¢isel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které ma formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.

Reseni: Budeme postupovat rychleji. Universem budou pfirozenda ¢isla, funkéni symbol a jeho interpretace jsou
zaddny, budeme potiebovat undrni predikdtovy symbol pro ”byt prvocislem” (napi. P), bindrni predikdtovy
symbol pro byt véts” (napi V) a také bindrni predikdtovy symbol pro "ruznost” (piip. pro rovnost, ktery
bychom negovali). V zaddnf je totiz, ze ¢isla maji byt raznd, a k tomu nestaci, Ze je rizné pojmenujeme.

jazyk interpretace
U=N
Var ={z,y,z}
Const = ()
Func={f}
ar(f) =2 [/1:N*—N, [f](m,n) =m-n
Pred = {P,V,R}
ar(P)=1 [P] = {m € N;m je prvoéislo}
ar(V) =2 [D] = {(m,n) € N, m > n}
ar(R) =2 [R] = {(m,n) € N*;m # n}

Hledand sentence je napt. VaVy(R(x,y) = Jz(P(z) AV(z, f(z,y))))

Prepsani formule ve zvolené interpretaci: Pro vSechna prirozend ¢isla x a y plati: Jestlize x # y, potom existuje
prirozené ¢islo z, které je prvocislem a plati z > = - y.

V predikédtové logice s rovnosti bychom opét nemuseli pouzit predikdtovy symbol R pro ”ruznost”, s vyuzitim
rovnosti by formule vypadala takto:

VaVy(—(z = y) = 32(P(2) AV (2, f(z,y))))

Nekolik dalsich piiklada je uréeno k vlastnimu procvi¢ovéani.

6. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci nésledujici vyznam:

Ke kazdému iraciondlnimu éislu lze najit kladné redlné cislo takové, Ze druhd mocnina jejich souctu je prirozené
¢islo.

Ve formuli pouzijte binarni funkéni symbol f a interpretujte ho jako soucet dvou redlnych cisel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které méa formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.

7. priklad: Najdéte formuli predikdtové logiky, kterda ma ve vhodné interpretaci nasledujici vyznam:
Pro kazdé prirozené ¢islo x lze nalézt yind dvé prirozend ¢isla takovd, Ze soucet jejich druhgch mocnin je roven treti
mocniné ¢isla x.



Ve formuli pouzijte bindrni funkéni symbol f a interpretujte ho jako soucet dvou ptirozenych ¢isel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které ma formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.

8. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci nésledujici vyznam:

Ezistuje prdvé jedno sudé prvocislo.

Za universum zvolte mnnozinu pfirozenych c¢isel. Popiste pouzity jazyk a interpretaci, ve které ma formule
pozadovany vyznam. Ptepiste formuli ve zvolené interpretaci.

9. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd mé ve vhodné interpretaci nésledujici vyznam:

Jestlize je soucet ¢tverci libovolniyjch dvou ruzniych prirozengch cisel délitelny dvéma, je jejich soucin délitelny
Ctyrma.

Ve formuli pouzijte bindrni funkéni symbol f a interpretujte ho jako soucet dvou ptirozenych ¢isel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které ma formule pozadovany vyznam. Ptepiste formuli ve zvolené interpretaci.

10. priklad: Najdéte formuli predikatové logiky, kterd ma ve vhodné interpretaci néasledujici vyznam:

Soucin libovolngch dvou sudych celjch cisel je sudé prirozené cislo.

Ve formuli pouzijte bindrni funkéni symbol f a interpretujte ho jako sou¢in dvou celych ¢&isel. Popiste pouzity
jazyk a interpretaci, ve které ma formule pozadovany vyznam. PrepiSte formuli ve zvolené interpretaci.



