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Rovinné grafy

V této kapitole nas budou zajimat neorientované prosté grafy bez
smycek a jejich nakresleni. Kresleni grafu se dotyka geometrie a
topologie, pro nds bude postacujici opirat se o intuitivni predstavu.
Definice

Nakresleni neorientovaného grafu G = (V, E) na plochu je dvojice
prostych zobrazeni f a g takovych, Ze

@ f pfifazuje vrcholim v € V body dané plochy,
@ g prifazuje hrandm e € E prosté spojité k¥ivky na této plose,
@ je-li e ={u, v}, pak k¥ivka g(e) ma krajni body f(u) a f(v).
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Rovinné grafy

Definice

Rovinné (planarni) nakresleni grafu G, je takové nakresleni grafu
na rovinu, Ze se kfivky odpovidajici riiznym hranam nek¥izi (tj.
maji spole¢né nejvyse krajni body).

Definice
Graf G je rovinny graf, jestlize existuje jeho rovinné nakresleni.
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Rovinné grafy

Tvrzeni
° Uplny graf Ks neni rovinny.

o Uplny bipartitni graf K3,3 neni rovinny.

Jordanova véta: Kazd3 topologicka kruZnice (spojitd uzaviena
k¥ivka, ktera sama sebe neprotind) rozd&li rovinu na dv& souvislé
oblasti.

Libovolna k¥ivka spojujici bod uvnit¥ kruZnice s bodem vné musi
protnout tuto topologickou kruZnici.
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Rovinné grafy

Kuratovského véta
Graf je rovinny, pravé kdyZ neobsahuje podgraf vznikly délenim
grafu Ks nebo grafu K3 3.

Déleni grafu p¥idava nové vrcholy " doprostfed” existujicich hran,
tedy nap¥. misto pivodni hrany {u, v} budou v novém grafu hrany
{u,z} a {z, v}, kde z je pFidany novy vrchol.
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Rovinné grafy

Definice

Sférické nakresleni grafu G, je takové nakresleni grafu na kouli, Ze
se k¥ivky odpovidajici riznym hrandm nek¥iZi (tj. maji spoletné
nejvyse krajni body).

Tvrzeni
Graf ma sférické nakresleni, pravé kdyz ma rovinné nakresleni.

Dikaz: Stereograficka projekce je (témé&¥) bijekce.
Disledek: Trojrozmérné mnohostény odpovidaji rovinnym grafim.
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Rovinné grafy - Euleriiv vzorec

Definice

Rovinny graf spolu se svym rovinnym nakreslenim se nazyva
topologicky rovinny graf.

Definice

Sténa topologického rovinného grafu G je minimalni &3st roviny,
ktera je ohraniena k¥ivkami odpovidajicimi hrandam grafu. Jedna
ze stén je vzdy neomezend, ostatni jsou omezené.

Stupeii stény je polet hran s nimiz je st&na incidentni s tim, Ze
kaZdou hranu, kterd leZi celd v jedné sténé, pocitdame dvakrat.
Oznatime deg(S) nebo d(S).
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Rovinné grafy - Euleriiv vzorec

Tvrzeni

Necht je dan rovinny graf G spolu se svym rovinnym nakreslenim.
Pak > 5 d(S) = 2|E|, kde soucet je ptes viechny st&ny grafu G.

Poznamka

Dudlni graf k topologickému grafu G je graf, jehoZ vrcholy tvoFi
stény grafu G, a za kazdou hranu incidentni s ob&ma sténami je
hrana v dudlnim grafu. Tvrzeni vy3e je vlastné Hand Shaking
Lemma pro dudlni graf.
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Rovinné grafy - Euleriiv vzorec

Véta (Euleriv vzorec)

Pro kaZdy souvisly topologicky rovinny graf, ktery ma n vrcholi,
m hran a s stén, plati

n+s=m-+2.

Specidlné: Polet stén nezavisi na zpisobu rovinného nakresleni.

Eulerliv vzorec je zdkladni kvantitativni vztah pro rovinné grafy,
Euler jej znal v r. 1752.
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Rovinné grafy - Euleriiv vzorec

Tvrzeni

Pro kazdy topologicky rovinny graf o k komponentach souvislosti,
ktery ma n vrcholi, m hran a s stén, plati

n+s=m+k+1.
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Rovinné grafy - Euleriiv vzorec

Véta

Existuje pravé pét Platénskych t&les (pravidelnych mnohost&ni),
pravidelny &ty¥stén, krychle, pravidelny osmistén, dvanactistén a
dvacetistén.

Platénska télesa jsou pravidelné mnohostény, kde kaZzda sténa je

pravidelny k-thelnik, d(S) = k > 3, a v kaZzdém vrcholu se styka
stejny polet sté&n, d(v) =d > 3.
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Rovinné grafy - Euleriv vzorec

Platonska télesa

Krychle
Cyfslén [reb Pravideing Crsmistian Dwvandclistin Dwvacelistén
E“:l,"h[:ﬁ[l‘.l'll
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Rovinné grafy - max. pocet hran

Pomoci Eulerova vzorce odhadneme, kolik maximdlné hran mize
souvisly graf o n vrcholech mit, chceme-li jej nakreslit do roviny
bez k¥izeni hran, tj. ma-li to byt rovinny graf.

Tvrzeni

Pro prosty rovinny graf bez smycek s n > 3 vrcholy a m hranami
plati
m < 3n— 6.

Dusledek
Upln)’l graf Ks neni rovinny.
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Rovinné grafy - max. pocet hran

Tvrzeni

Pro prosty rovinny graf bez smycek a bez trojihelnikii s n > 3
vrcholy a m hranami plati

m<2n—4.

Dusledek
Uplny bipartitni graf K33 neni rovinny.
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Rovinné grafy - max. pocet hran

Tvrzeni

© V kazdém prostém rovinném grafu G bez smy&ek existuje
vrchol, ktery ma stupefi d(v) < 5.

© V kazdém prostém rovinném grafu G bez smycek a bez
trojuhelnikl existuje vrchol, ktery ma stupeit d(v) < 3.
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Rovinné grafy - barevnost

Tvrzeni
Kazdy rovinny graf bez smy&ek lze obarvit pé&ti barvami.

Tvrzeni, Ze barevnost rovinnych grafii x(G) < 5, bylo dokdzano
v r. 1890. Otazka, zda by stalily barvy &ty¥i, zistavala dlouho
otevfena.
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Rovinné grafy - barevnost

Véta (o EtyFech barvach)

Kazdy rovinny graf bez smycek lze obarvit &yfmi barvami.

Dikaz véty o Ctyrech barvach byl provedem v r. 1976 pomoci
pocitale, ktery prozkoumal obrovské mnozstvi dil¢ich pFfipadd.

Pouziti: Na obarveni mapy svéta tak, aby sousedni staty mély vzdy
jinou barvu, postadi pouhé &ty¥i barvy!
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