
Výroková logika

2. p̌rednáška z LGR
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Úplné systémy logických spojek

Definice

Množina logických spojek ∆ tvǒŕı úplný systém logických spojek,
jestliže pro každou formuli ϕ existuje formule ϕ∆, která použ́ıvá
pouze spojky z množiny ∆, a p̌ritom ϕ |=| ϕ∆.

Tvrzeńı

Následuj́ıćı množiny tvǒŕı úplné systémy logických spojek:

{¬,∧,∨,⇒,⇔}, {¬,∨,∧}
{¬,∨}, {¬,∧}, {¬,⇒}

Tyto množiny naopak netvǒŕı úplné systémy logických spojek:

{¬}, {∧,∨,⇒,⇔} - ani žádná jej́ı podmnožina
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Úplné systémy logických spojek

Tvrzeńı

Je-li ∆ úplný systém logických spojek a lze-li každou spojku z ∆
tautologicky ekvivalentně p̌repsat pomoćı spojek z Γ, pak také Γ
tvǒŕı úplný systém logických spojek.

Tvrzeńı

Množiny {↓}, resp. {|} tvǒŕı úplný systém logických spojek.

Tvrzeńı

Množina {¬,⇔} úplný systém logických spojek netvǒŕı.
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Úplné systémy logických spojek

Hilbert̊uv dokazovaćı systém použ́ıvá následuj́ıćı definici formule:

Zúžená definice formule

Je dána množina logických proměnných A 6= ∅.
Formule výrokové logiky je definována induktivně těmito pravidly:

1 Atomickými formulemi jsou logické proměnné.

2 Jsou-li α, β formule, pak také (¬α) a (α⇒ β) jsou formule.

3 Každá formule vznikla použit́ım konečně mnoha krok̊u 1 a 2.

To je postačuj́ıćı definice, protože {¬,⇒} tvǒŕı úplný systém
logických spojek. Ostatńı spojky lze považovat za odvozené od
těchto dvou.
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Úplné systémy logických spojek

K zamyšleńı

Ternárńı spojka ”if α then β else γ”je dána následuj́ıćı tabulkou:

α β γ ifte(α, β, γ)

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1
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Úplné systémy logických spojek

Tvrzeńı

Pro libovolné formule α, β, γ plat́ı:

ifte(α, β, γ) |=| (α⇒ β) ∧ (¬α⇒ γ)

ifte(α, β, γ) |=| (α ∧ β) ∨ (¬α ∧ γ)

Tvrzeńı

Množina {ifte, tt, ff} je úplný systém logických spojek.

Návod k důkazu: Zkuste pomoćı těchto ťŕı spojek napsat
tautologicky ekvivalentně spojky ¬ a ⇒.
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Booleovské funkce

Booleovská funkce n proměnných je funkce z {0, 1}n do {0, 1}.

Každá formule výrokové logiky obsahuj́ıćı n logických proměnných
jednoznačně určuje booleovskou funkci n proměnných.

Sloupeček v tabulce pravdivostńıch ohodnoceńı odpov́ıdaj́ıćı
formuli ϕ udává výsledky dané booleovské funkce (označ́ıme fϕ)
pro všechny možné kombinace vstupńıch hodnot.

Tvrzeńı

ϕ |=| ψ, právě když určuj́ı stejné booleovské funkce.

Je celkem 2(2n) r̊uzných booleovských funkćı n proměnných.

Pro n logických proměnných je 2(2n) ťŕıd tautologické
ekvivalence.
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Booleovské funkce

Na množině {0, 1} jsou definovány operace:

logický součin x · y = min{x , y}
logický součet x + y = max{x , y}
logický doplněk x̄ = 1− x

Množina {0, 1} tvǒŕı s těmito operacemi tzv. Booleovu algebru.

Tvrzeńı

Pro libovolné pravdivostńı ohodnoceńı u a libovolné formule α, β
plat́ı:

u(α ∧ β) = u(α) · u(β)

u(α ∨ β) = u(α) + u(β)

u(¬α) = u(α) = 1− u(α)
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Booleovské funkce

Poznámka

Odlǐsujte značeńı a terminologii!

Necht’ a, b, c jsou logické proměnné, u je pravdivostńı ohodnoceńı.
Označme u(a) = x , u(b) = y , u(c) = z , kde x , y , z ∈ {0, 1}.

Toto je o formuĺıch: (a ∧ b) ∨ ¬c |=| (a ∨ ¬c) ∧ (b ∨ ¬c)

Toto je o č́ıslech: (x · y) + z̄ = (x + z̄) · (y + z̄)
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Normálńı formy

Otázka

Lze pro každou booleovskou funkci naj́ıt formuli, která j́ı odpov́ıdá?
Aneb lze pro každý sloupec v pravdivostńı tabulce naj́ıt formuli,
jej́ıž pravdivostńı hodnoty odpov́ıdaj́ı danému sloupci?

Odpověd’ zńı ANO, dokonce najdeme formuli ve speciálńım tvaru,
tzv. konjunktivńı či disjunktivńı normálńı formě.
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Normálńı formy

Definice

Literál je atomická formule nebo jej́ı negace.
Nap̌r. logická proměnná a je pozitivńı literál, ¬a je negativńı literál,
oba jsou navzájem komplementárńı literály.

Minterm je konjunkce literál̊u, nebo jeden literál, nebo tt.
Nap̌r. a ∧ ¬b ∧ c , a ∧ ¬b, a, tt jsou mintermy.

Maxterm je disjunkce literál̊u, nebo jeden literál, nebo ff.
Maxtermům se též ř́ıká klausule.
Nap̌r. a ∨ ¬b ∨ c , a ∨ ¬b, a, ff jsou maxtermy.
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Normálńı formy

Definice

Řekneme, že formule je v disjunktivńı normálńı formě (DNF),
jestliže je disjunkćı mintermů, nebo jeden minterm nebo ff.

Řekneme, že formule je v konjunktivńı normálńı formě (CNF),
jestliže je konjunkćı maxtermů, nebo jeden maxterm nebo tt.

Př́ıklady

Formule (a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (a ∧ b), a ∨ b, a, tt, ff jsou v DNF,
formule (a ∨ ¬b ∨ c) ∧ a, a ∨ b, a, tt, ff jsou v CNF.

Relaxovaný syntaktický strom pro formule v DNF či CNF má
hloubku nejvýše 3.
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Normálńı formy

Tvrzeńı

Ke každé formuli ϕ existuj́ı formule ϕDNF v disjunktivńı normálńı
formě a ϕCNF v konjunktivńı normálńı formě tak, že ϕ |=| ϕDNF

a také ϕ |=| ϕCNF .

Tvrzeńı dokážeme tak, že p̌redstav́ıme ťri způsoby, jak danou
formuli do normálńı formy DNF či CNF p̌revést.

Poznamenejme, že formule ϕDNF a ϕCNF nejsou pro danou formuli ϕ
určeny jednoznačně.
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Normálńı formy

Tři způsoby, jak naj́ıt disjunktivńı či konjunktivńı normálńı formu
pro danou formuli ϕ:

1 pomoćı úprav zachovávaj́ıćıch tautologickou ekvivalenci

2 pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot
(najdeme úplnou DNF, CNF)

3 pomoćı Karnaughovy mapy
(najdeme zjednodušenou DNF, CNF)

Prvńı dva způsoby ukážeme na p̌rednášce, ťret́ı najdete ve
skriptech doc. Velebila.
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Normálńı formy

1. zp̊usob - algoritmus použ́ıvaj́ıćı taut. ekvivalentńı úpravy

V každém kroku zpracujeme celý syntaktický strom formule ϕ a to
směrem od kǒrene k list̊um:

1 p̌reṕı̌seme taut. ekvivalentně ostatńı spojky pomoćı ¬,∧,∨
- to lze, nebot’ tyto spojky tvǒŕı úplný systém spojek

2 dostaneme negaci k atomickým formuĺım - De Morganovy
zákony, vynecháńı dvojité negace

3 uprav́ıme pǒrad́ı konjunkce a disjunkce - distributivńı zákony

4 p̌ŕıpadně zjednoduš́ıme: uprav́ıme max/mintermy, aby
obsahovaly každou logickou proměnnou nejvýše jednou -
idempotence a zákony pro tt a ff ; vypust́ıme zbytečné termy -
absorpce, slučováńı typu (α ∨ x) ∧ (α ∨ ¬x) |=| α

Źıskáme tak strom pro ϕDNF , resp. ϕCNF .
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Normálńı formy

2. zp̊usob - pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot

Vyplńıme tabulku pravdivostńıch hodnot pro formuli ϕ. To ovšem
znamená vyplnit 2n řádk̊u, kde n je počet logických proměnných.
Pro DNF nás zaj́ımaj́ı řádky, v nichž má formule ϕ hodnotu 1,
pro CNF naopak řádky s hodnotou 0.

Řádek je určen kombinaćı hodnot logických proměnných.

Konjunkćı literál̊u ze všech proměnných naṕı̌seme formuli,
která má hodnotu 1 pouze na jednom řádku takto - má-li
proměnná na tomto řádku hodnotu 1, použijeme pro ni
pozitivńı literál, má-li hodnotu 0, použijeme negativńı literál.
T́ım źıskáme minterm.

Negaćı tohoto mintermu źıskáme naopak formuli, která
nabývá hodnoty 0 pouze na tomto jediném řádku. Negaci
mintermu uprav́ıme na maxterm.
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Normálńı formy

2. zp̊usob - pokračováńı

Disjunkce mintermů pro všechny řádky, kde má formule ϕ
hodnotu 1, bude ϕDNF .

Konjunkce maxtermů pro všechny řádky, kde má formule ϕ
hodnotu 0, bude ϕCNF .

Poznámka

Pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot źıskáme tzv. úplnou DNF,
resp. úplnou CNF pro formuli ϕ, nebot’ má v každém mintermu,
resp. maxtermu všechny logické proměnné z formule ϕ.
Formule tt nemá úplnou CNF, formule ff nemá úplnou DNF.
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Normálńı formy

Tvrzeńı

Ke každé booleovské funkci f existuje formule ϕ, která odpov́ıdá
booleovské funkci f . Nav́ıc lze tuto formuli ϕ nalést v disjunktivńı
či konjunktivńı normálńı formě.

Otázka k zamyšleńı

Kdy je snažš́ı rozhodnout, zda je formule tautologie - pro formuli
v DNF, nebo pro formuli v CNF?
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Normálńı formy

3. zp̊usob - Karnaughovy mapy

Karnaughovy mapy se použ́ıvaj́ı k nalezeńı co nejjednoduš̌śı
normálńı formy pro formuli ϕ. Ukážeme, jak vytvǒrit Karnaughovu
mapu pro formule s nejvýše čty̌rmi logickými proměnnými.

Zákon slučováńı typu (α ∧ x) ∨ (α ∧ ¬x) |=| α umožňuje dva řádky,
v nichž je formule pravdivá, popsat jedńım kraťśım mintermem.
Analogicky se dva řádky, v nichž je formule nepravdivá, lǐśıćı se v
hodnotě pouze jedné proměnné, daj́ı popsat jedńım maxtermem.
Tohoto faktu využijeme.
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Normálńı formy

3. zp̊usob - Karnaughovy mapy

Tabulku pravdivostńıch hodnot pro formuli ϕ p̌reṕı̌seme do
dvojrozměrné Karnaughovy mapy, kterou vytvǒŕıme takto:

je to obdélńık velikosti 2x4 (ťri proměnné), resp. 4x4 (čty̌ri
proměnné);

v záhlav́ı řádk̊u jsou logické hodnoty prvńı proměnné (resp.
dvojice logických hodnot pro prvńı dvě proměnné), v záhlav́ı
sloupc̊u dvojice logických hodnot pro zbylé dvě proměnné;

záhlav́ı sousedńıch sloupc̊u se může lǐsit pouze v hodnotě jedné
proměnné, p̌resněji řečeno - sousedńı právě ty sloupce, které
se lǐśı v hodnotě právě jedné proměnné, totéž plat́ı pro řádky;

důsledkem p̌redchoźıho pravidla je slepováńı konc̊u mapy -
mapa je na válci (ťri proměnné) či na tóru (čty̌ri proměnné);
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Normálńı formy

3. zp̊usob - Karnaughovy mapy

Pro Karnaughovu mapu formule ϕ plat́ı:

Obdélńık jedniček o rozměrech 2n × 2m, kde n,m ∈ N, lze
popsat jedńım mintermem.

Obdélńık nul o rozměrech 2n × 2m, kde n,m ∈ N, lze popsat
jedńım maxtermem.
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Normálńı formy

3. zp̊usob - Karnaughovy mapy

Pro co nejjednoduš̌śı DNF formule ϕ pokrýváme plochy jedniček
v jej́ı Karnaughově mapě obdélńıky o rozměrech 2n × 2m, kde
n,m ∈ N. Pro CNF pokrýváme plochy nul. Přitom chceme:

co nejméně obdélńık̊u (= méně termů)

co nejvěťśı obdélńıky (= kraťśı termy)

nav́ıc obdélńıky se mohou p̌rekrývat

Při optimálńım pokryt́ı źıskáme tzv. ireducibilńı DNF či CNF.
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Syntaxe a sémantika výrokové logiky
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