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Sémantika výrokové logiky

Definice

Množina formuĺı se nazývá splnitelná množina formuĺı, jestliže
existuje aspoň jedno ohodnoceńı, ve kterém jsou pravdivé všechny
formule z této množiny.

Poznámka

Pravdivostńı ohodnoceńı u lze rozš́ı̌rit i na množiny formuĺı S :
u(S) = 1, právě když pro všechny formule ϕ ∈ S je u(ϕ) = 1.
Je-li S = {ϕ1, . . . , ϕn} konečná, pak u(S) = u(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn).
Přitom u(S) = 1 znamená, že S je pravdivá v ohodnoceńı u.

Potom lze ř́ıci, že S je splnitelná množina formuĺı, je-li pravdivá
aspoň v jednom ohodnoceńı.
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Sémantika výrokové logiky

Poznámka

Ř́ıkáme, že S je nesplnitelná množina formuĺı, pokud neńı
splnitelná, tj. v každém ohodnoceńı je nějaká formule z S
nepravdivá.
Pojmy tautologie a kontradikce se pro množiny formuĺı nepouž́ıvaj́ı.

Př́ıklady

Množina S = {a⇒ b,¬b} je splnitelná, svědkem je
ohodnoceńı u, kde u(a) = u(b) = 0.

Množina S = {a ∨ b,¬a,¬b} je nesplnitelná.

Prázdná množina formuĺı je splnitelná, svědkem je libovolné
ohodnoceńı.
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Sémantika výrokové logiky

Definice

Řekneme, že formule ϕ je sémantickým d̊usledkem množiny formuĺı
S , jestliže v každém ohodnoceńı u, v němž jsou pravdivé všechny
formule z S , je pravdivá také formule ϕ. Znač́ıme S |= ϕ.

Daľśı značeńı: ψ |= ϕ pro S = {ψ}, nebo |= ϕ pro S = ∅.

Př́ıklady

{a, a⇒ b} |= b

{a⇒ b, b} 6|= a
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Sémantika výrokové logiky

Tvrzeńı

S |= ϕ, právě když u(S) ≤ u(ϕ) pro všechna ohodnoceńı u.

Důsledky

ϕ |= ψ, právě když ϕ⇒ ψ je tautologie.

ϕ |=| ψ, právě když ϕ |= ψ a ψ |= ϕ.

Je-li S nesplnitelná množina, pak S |= ϕ pro libovolnou ϕ.

S |= ff, právě když S nesplnitelná množina.

Je-li ϕ je tautologie, pak S |= ϕ pro libovolnou množinu S .

|= ϕ, právě když ϕ je tautologie.
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Sémantika výrokové logiky

Věta (o sémantickém d̊ukazu sporem)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolnou formuli ϕ plat́ı:
S |= ϕ, právě když S ∪ {¬ϕ} je nesplnitelná.

Věta (sémantická o dedukci)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolné formule ϕ a ψ plat́ı:
S ∪ {ϕ} |= ψ, právě když S |= (ϕ⇒ ψ).
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Resolučńı metoda

K ově̌reńı sémantických vlastnost́ı formuĺı či vztahů mezi nimi
jsme (věťsinou) poťrebovali vyplnit tabulku pravdivostńıch hodnot.
Ta má 2n řádk̊u, kde n je počet logických proměnných. Řešeńı
pomoćı tabulky má exponenciálńı složitost.

V následuj́ıćı části p̌redstav́ıme metodu, která problémy výrokové
logiky řeš́ı rychleji, aspoň tehdy, když jsou formule relativně krátké.

Resolučńı metoda

Resolučńı metoda testuje, zda je množina klausuĺı splnitelná.

Přesto je to universálńı metoda na testováńı sémantických
problémů výrokové logiky, nebot’

mnohé problémy lze p̌revést na problém (ne)splnitelnosti

formule lze p̌revést na klausule se zachováńım (ne)splnitelnosti
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Resolučńı metoda

Převedeńı problémů na problém (ne)splnitelnosti

Formule ϕ je kontradikce, právě když je nesplnitelná.

Formule ϕ je tautologie, právě když ¬ϕ je nesplnitelná.

Sémantický důsledek S |= ϕ plat́ı, právě když S ∪ {¬ϕ} je
nesplnitelná.

Tautologická ekvivalence ϕ |=| ψ plat́ı, právě když jsou obě
množiny {ϕ,¬ψ} a {ψ,¬ϕ} nesplnitelné.
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Resolučńı metoda

Převedeńı formuĺı na klasule

Klausule (aneb maxterm) je disjunkce literál̊u, nebo jeden
literál, nebo ff. Literál je atomická formule nebo jej́ı negace.

Klausule se vyskytuj́ı v konjunktivně normálńı formě formuĺı.

Každou formuli lze p̌revést do CNF se zachováńım
tautologické ekvivalence.

Tvrzeńı

Necht’ ϕ |=| ϕCNF = c1 ∧ c2 ∧ . . . ∧ cn, kde c1, . . . , cn jsou klausule,
n ≥ 0. Formule ϕ je pravdivá v ohodnoceńı u, právě když množina
klausuĺı {c1, . . . , cn} je pravdivá v ohodnoceńı u.
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Resolučńı metoda

Převedeńı formuĺı na klasule

Formuli ϕ p̌revedeme do CNF a rozsekáme na klausule.

Klausule uprav́ıme tak, aby obsahovaly každou logickou
proměnnou nejvýše jednou. Tautologie vypust́ıme (neovlivńı
odpověd’ na otázku splnitelnosti).

Klausálńı tvar Kl(S) pro množinu S je množina všech klausuĺı
vzniklých aplikaćı p̌redchoźıch dvou krok̊u na každou formuli
z množiny S .

Pokud se S skládala pouze z tautologíı, tak je Kl(S) prázdná.
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Resolučńı metoda

Převedeńı formuĺı na klasule

Klausálńı tvar Kl(S) pro danou množinu S neńı určen
jednoznačně, protože konjunktivńı normálńı forma pro formuli
neńı určena jednoznačně.

Tvrzeńı

Množina formuĺı S a množina klausuĺı Kl(S) jsou pravdivé ve
stejných ohodnoceńıch.

Důsledek

Množina formuĺı S je splnitelná, právě když je množina klausuĺı
Kl(S) splnitelná.
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Resolučńı metoda

Jak funguje resolučńı metoda?

Resolučńı metoda testuje, zda je množina klausuĺı splnitelná.

Resolučńı metoda vyráb́ı resolventy (generace resolvent) z dvojic
klausuĺı. Resolventy jsou sémantické důsledky těchto dvojic.
Pokud vznikne resolventa ff, tak původńı množina klausuĺı musela
být nesplnitelná.
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Resolučńı metoda

Definice

Necht’ klausule α, β obsahuj́ı komplementárńı literály, nap̌r. x , ¬x .
Pak jejich resolventa p̌res x je klausule, která obsahuje všechny
literály z α a β (každý pouze jednou) kromě dvojice x , ¬x .
Znač́ıme resx (α, β).

Př́ıklady

resx (x ∨ y ∨ z ,¬x ∨ y ∨ w) = y ∨ z ∨ w

resx (x ∨ y ,¬x ∨ ¬y ∨ z) = y ∨ ¬y ∨ z |=| tt∨z |=| tt

resx (x ,¬x) = ff, prázdná resolventa je false.
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Resolučńı metoda

Tvrzeńı

Necht’ klausule α, β obsahuj́ı komplementárńı literály x , ¬x .
Pak {α, β} |= resx (α, β).

Tvrzeńı

Necht’ S je množina klauzuĺı a res(α, β) resolventa nějaké dvojice
klauzuĺı z S maj́ıćı komplementárńı literály, pak množiny
S a S ∪ {res(α, β)} jsou pravdivé ve stejných ohodnoceńıch.
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Resolučńı metoda

Definice

Necht’ S je množina klauzuĺı. Označme
R(S) = S ∪ {všechny resolventy dvojic z S}.

Položme
R0(S) = S
R i+1(S) = R(R i (S)) pro i ∈ N
R?(S) =

⋃
{R i (S) | i ≥ 0}.

Poznámka

Pokud je množina logických proměnných konečná, pak se proces
vyráběńı resolvent po konečném počtu krok̊u zastav́ı, tj.
existuje m ∈ N tak, že R?(S) = Rm(S).
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Resolučńı metoda

Věta (Resolučńı princip)

Konečná množina klauzuĺı S je splnitelná, právě když R?(S)
neobsahuje ff.

Př́ımá implikace plyne z faktu, že S a R?(S) jsou pravdivé ve
stejných ohodnoceńıch. Zpětnou implikaci pro konečnou S
dokážeme později pomoćı resolučńı tabulky.
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Resolučńı metoda

Př́ıklad

M = {z ⇒ (x ∨ y), x ⇔ y ,¬x ∧ (y ∨ z)} je splnitelná, právě když
S = Kl(M) = {¬z ∨ x ∨ y ,¬x ∨ y ,¬y ∨ x ,¬x , y ∨ z} je splnitelná.

Ve stromě resolvent pro S najdeme tyto resolventy:
resx (¬z ∨ x ∨ y ,¬x) = ¬z ∨ y
resx (¬y ∨ x ,¬x) = ¬y
resz (¬z ∨ y , y ∨ z) = y
resy (¬y , y) = ff

Podle resolučńıho principu je množina S nesplnitelná (tud́ıž i M).

Pozn.: R?(S) = R3(S) obsahuje celkem 17 klausuĺı a lze naj́ıt
nejméně ťri r̊uzné zaḿıtaćı stromy resolvent.
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Resolučńı tabulka

Ukážeme rychleǰśı algoritmus na vyráběńı resolvent, který sice
nevyrob́ı celou R?(S), ale p̌ŕıpadnou resolventu ff nemine.
Dokážeme, že vyrob́ıme-li všechny resolventy p̌res proměnnou x ,
tak můžeme klausule s proměnnou x vypustit, aniž bychom porušili
splnitelnost/nesplnitelnost celé množiny. Postupně sńıž́ıme počet
proměnných až k nule a bud’ z̊ustane resolventa ff, nebo ne.

Definice

Ř́ıkáme, že množiny formuĺı M a N jsou ekvisplnitelné, když jsou
bud’ obě splnitelné, anebo obě nesplnitelné.
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Resolučńı tabulka

Předpokládejme, že množina logických proměnných je konečná
a že obsahuje x , A = {x , . . . }, |A| = n.
Předpokládejme dále, že S je množina klausuĺı nad A (tud́ıž také
konečná), které jsou v základńım tvaru, tj. v žádné klausuli se
neopakuj́ı stejné logické proměnné. Tautologie jsme vypustili, a
kdykoliv vznikne resolventa, která je tautologíı, tak ji vypust́ıme.

Tvrzeńı

Množiny S ∪ {tt} a S jsou pravdivé ve stejných ohodnoceńıch.
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Resolučńı tabulka

Rozdělme množinu S na ťri části:

S0 - všechny klauzule z S , které neobsahuj́ı logickou
proměnnou x

Sx - všechny klauzule z S , které obsahuj́ı pozitivńı literál x

S¬x - všechny klauzule z S , které obsahuj́ı negativńı literál ¬x

S = S0 ∪ Sx ∪ S¬x a tyto podmnožiny jsou navzájem disjunktńı
vzhledem k našim p̌redpokladům.

Označme dále

Rx - všechny resolventy p̌res x dvojic klausuĺı z S , kromě těch,
které jsou tautologiemi
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Resolučńı tabulka

Tvrzeńı

Množiny S a S0 ∪ Rx jsou ekvisplnitelné,
tj. S je splnitelná, právě když S0 ∪ Rx je splnitelná.

Poznámka k d̊ukazu

Z každého ohodnoceńı u, které dosvědčuje splnitelnost množiny
S0 ∪ Rx , lze šikovnou změnou hodnoty u(x) udělat svědka
splnitelnosti pro množinu S . Množina S má obecně méně svědk̊u
splnitelnosti.
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Resolučńı tabulka

Algoritmus

Označme nyńı logické proměnné A = {x1, x2, . . . , xn}.
Necht’ S je množina klausuĺı nad A v základńım tvaru.

Předchoźı fakt aplikujeme postupně p̌res proměnné x1 až xn, tj.
v i−tém kroku p̌ridáme všechny resolventy p̌res xi (bez tautologíı)
a vypust́ıme všechny klausule s proměnnou xi . Źıskáme množinu
klausuĺı Si+1 nad proměnnými {xi+1, . . . , xn} ekvisplnitelnou s S .

Po n kroćıch źıskáme množinu klausuĺı Sn+1 = S ′ bez logických
proměnných, která je ekvisplnitelná s původńı S .
Bud’ je S ′ = {ff}, tehdy je původńı S nesplnitelná,
anebo je S ′ = ∅, tehdy je původńı S splnitelná.
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Resolučńı tabulka

Algoritmus

input S

for i = 1 to n do

rozlož S = S0 ∪ Sxi ∪ S¬xi

spočti Rxi

S ← S0 ∪ Rxi enddo

if S = {ff}
then output ”S je nesplnitelná”
else output ”S je splnitelná”
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Resolučńı tabulka

Poznámka

Pro splnitelnou množinu S umožňuje resolučńı tabulka také naj́ıt
svědka splnitelnosti. Návod, jak ho naj́ıt, nám dává konstrukce
použitá v důkazu p̌redchoźıho tvrzeńı:

Vezmeme svědka splnitelnosti množiny S ′ = ∅, kterým je jakékoliv
ohodnoceńı u. Vhodnou změnou hodnoty u(xn) źıskáme svědka
splnitelnosti množiny Sn. Z něj vhodnou změnou hodnoty u(xn−1)
vyrob́ıme svědka splnitelnosti pro Sn−1. Takto postupně
p̌redefinujeme všechny hodnoty od u(xn) po u(x1), až źıskáme
ohodnoceńı, ve kterém je původńı množina S pravdivá.
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Resolučńı tabulka

Př́ıklad

Rozhodněte, zda je množina klausuĺı
S = {x ∨ y ∨ w , x ∨ ¬y , y ∨ z ∨ ¬w ,¬x ∨ y ∨ ¬z , z ∨ w}
splnitelná. Pokud ano, nalezněte ohodnoceńı, které tuto
splnitelnost dosvědčuje.
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Sémantický d̊usledek a resolučńı metoda
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