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Formálńı d̊ukazové systémy

Formálńı důkazové systémy výrokové logiky paťŕı do syntaxe.
Nezabývaj́ı se pravdivost́ı formuĺı, ale odvoditelnost́ı formuĺı
z jiných formuĺı.

Je ovšem žádoućı, aby odvoditelnost respektovala pravdivost
(= korektńı systém), v lepš́ım p̌ŕıpadě, aby se odvoditelnost
shodovala s pravdivost́ı, tj. aby bylo možné odvodit právě všechny
sémantické důsledky (= úplný systém).

V žádném p̌ŕıpadě nechceme, aby šlo odvodit i nepravdivé formule
(= p̌ŕılǐs agresivńı systém), či dokonce všechny formule (= sporný
systém).
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Formálńı d̊ukazové systémy

Hilbert̊uv systém - Hilbert, Německo, 1908
Má několik axiomů a málo odvozovaćıch pravidel,
pro výrokovou logiku jsou to ťri typy axiomů a jedno
odvozovaćı pravidlo (modus ponens).
Pracuje s formulemi obsahuj́ıćımi pouze spojky z {¬,⇒}.
Přirozená dedukce - Gentzen, Německo, kolem 1930
Nemá axiomy, ale má mnoho odvozovaćıch pravidel,
která koṕıruj́ı p̌rirozené uvažováńı.
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Základńı odvozovaćı pravidla

Přirozená dedukce pracuje s formulemi, které obsahuj́ı základńı
sadu spojek kromě ekvivalence. (Mı́sto ekvivalence budeme vždy
dokazovat obě implikace.)
Dále použ́ıvá znak ⊥ pro spor, což je zkratka za jakoukoliv formuli
ϕ ∧ ¬ϕ, kde ϕ je formule. (Pokud bychom chtěli, mohli bychom
ḿısto sporu pracovat s formuĺı ff.)

Pro každou spojku jsou v p̌rirozené dedukci dvě pravidla:

i-pravidlo, které spojku zavád́ı (introduction rule)

e-pravidlo, které spojku odstraňuje (elimination rule)
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Přirozená dedukce
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Základńı odvozovaćı pravidla

spojka i-pravidlo e-pravidlo

∧ ϕ ψ ∧i
ϕ ∧ ψ

ϕ ∧ ψ ∧e1ϕ
ϕ ∧ ψ ∧e2ψ

⇒

ϕ
...
ψ

⇒i
ϕ⇒ ψ

ϕ ϕ⇒ ψ ⇒e Modus ponens (MP)

ψ
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Základńı odvozovaćı pravidla

spojka i-pravidlo e-pravidlo

∨
ϕ ∨i1ϕ ∨ ψ

ψ ∨i2ϕ ∨ ψ
ϕ ∨ ψ

ϕ
...
χ

ψ
...
χ

∨eχ
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Základńı odvozovaćı pravidla

spojka i-pravidlo e-pravidlo

¬

ϕ
...
⊥

¬i¬ϕ

ϕ ¬ϕ ¬e⊥
¬¬ϕ ¬¬eϕ

⊥ no i-rule for ⊥ ⊥ ⊥eϕ
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Definice

Odvozeńı formule ϕ z formuĺı v S je konečná posloupnost formuĺı
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk taková, že plat́ı:

každá formule ϕi je bud’ formule z množiny S , nebo je to
pomocný p̌redpoklad (tj. otev́ırá box), anebo vznikla z formuĺı
ϕ1, . . . , ϕi−1 pomoćı některého odvozovaćıho pravidla
p̌rirozené dedukce

všechny pomocné p̌redpoklady jsou pasivńı (tj. všechny boxy
jsou uzav̌reny)

ϕk = ϕ

V odvozeńı budeme psát formule pod sebe a budeme rozsah
platnosti pomocných p̌redpokladů vyznačovat rámečky (boxy).
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Definice

Formule ϕ je logickým d̊usledkem množiny formuĺı S , jestliže
existuje odvozeńı formule ϕ z formuĺı v S .
Znač́ıme S ` ϕ, pop̌r. ψ ` ϕ, či ` ϕ.

Př́ıklady

Na p̌rednášce bude dokázáno:

a ∧ b ` b ∧ a

` a⇒ (b ⇒ a)

¬a ∨ b ` a⇒ b
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Daľśı odvozovaćı pravidla

ϕ ¬¬i¬¬ϕ

¬ϕ
...
⊥

Reductio ad absurdum (RAA)ϕ

¬ψ ϕ⇒ ψ
Modus tolens (MT)¬ϕ

Tertium non datur (TND)
ϕ ∨ ¬ϕ
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Př́ıklady

Na p̌rednášce bude dokázáno (s použit́ım pravidel RAA a TND):

¬b ⇒ ¬a ` a⇒ b

a⇒ b ` ¬a ∨ b

Definice

Ř́ıkáme, že formule ϕ a ψ jsou logicky ekvivalentńı, pokud ϕ ` ψ
a také ψ ` ϕ. Znač́ıme ϕ a` ψ.
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Věta (syntaktická o kompaktnosti)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolnou formuli ϕ plat́ı:
S ` ϕ, právě když existuje konečná S ′ ⊆ S tak, že S ′ ` ϕ.

Věta (syntaktická o dedukci)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolné formule ϕ a ψ plat́ı:
S ∪ {ϕ} ` ψ, právě když S ` ϕ⇒ ψ.
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Věta o korektnosti

Pro každou množinu formuĺı S a formuli ϕ plat́ı:
Když S ` ϕ, pak S |= ϕ.

Věta o úplnosti

Pro každou množinu formuĺı S a formuli ϕ plat́ı:
S ` ϕ, právě když S |= ϕ.
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Definice

Formule ϕ splňuj́ıćı ` ϕ se nazývá věta výrokové logiky.
Aneb věty výrokové logiky jsou odvoditelné pravidly p̌rirozené
dedukce z prázdné množiny.

Slabá věta o úplnosti

Větami výrokové logiky jsou právě tautologie.
Pro každou formuli ϕ plat́ı: ` ϕ, právě když |= ϕ.
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Poznámka

Podle věty o úplnosti p̌rirozené dedukce plat́ı:
S ` ϕ, právě když S |= ϕ.
S 0 ϕ, právě když S 6|= ϕ.

Úlohy se zaj́ımavě doplňuj́ı v tom smyslu, že vždy jedna je lehč́ı,
máme-li trochu štěst́ı (nalezneme-li svědka).

Pro S ` ϕ stač́ı naj́ıt jedno odvozeńı formule ϕ z S , zat́ımco pro
S |= ϕ je ťreba vyplnit tabulku o 2n řádćıch.

Pro S 6|= ϕ stač́ı naj́ıt jedno ohodnoceńı u, ve kterém je u(S) = 1,
ale u(ϕ) = 0, zat́ımco pro S 0 ϕ je nutno zjistit, že neexistuje
odvozeńı formule ϕ z S .
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