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Matematická indukce

Matematická indukce je typ důkazu, který lze použ́ıt,
dokazujeme-li nějakou vlastnost pro p̌rirozená č́ısla. Funguje na
standardńım modelu p̌rirozených č́ısel, tedy pokud každé p̌rirozené
č́ıslo vzniklo tak, že jsme k nule p̌ričetli konečněkrát jedničku.

Analogicky lze pro dokazováńı vlastnost́ı prvk̊u induktivně
definované množiny použ́ıt strukturálńı indukci.
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Matematická indukce

Princip slabé indukce

Necht’ V je vlastnost smysluplná pro p̌rirozená č́ısla n ≥ n0.
Pokud plat́ı obě podḿınky:

1 č́ıslo n0 má vlastnost V;

2 pro každé n ≥ n0: když n má vlastnost V, pak také n + 1 má
vlastnost V;

pak každé n ≥ n0 má vlastnost V.
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Matematická indukce

Princip silné indukce

Necht’ V je vlastnost smysluplná pro p̌rirozená č́ısla n ≥ n0.
Pokud plat́ı obě podḿınky:

1 č́ıslo n0 má vlastnost V;

2 pro každé n ≥ n0: když každé k , kde n0 ≤ k ≤ n, má
vlastnost V, pak také n + 1 má vlastnost V;

pak každé n ≥ n0 má vlastnost V.
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Matematická indukce

Věta

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı na modelu p̌rirozených č́ısel:

princip slabé indukce;

princip silné indukce;

princip dobrého uspǒrádáńı;

Princip dobrého uspǒrádáńı

Každá neprázdná podmnožina p̌rirozených č́ısel má nejmenš́ı prvek.
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Matematická indukce

Princip strukturálńı indukce

Necht’ množina M je induktivně definována a necht’ V je vlastnost
smysluplná pro všechny prvky množiny M.
Pokud plat́ı obě podḿınky:

1 všechny prvky vytvǒrené základńımi pravidly maj́ı vlastnost V;

2 každé odvozovaćı pravidlo splňuje: když p̌redpoklady tohoto
pravidla maj́ı vlastnost V, pak i závěr má vlastnost V;

pak každý prvek z množiny M má vlastnost V.

Alena Gollová Výroková logika 7/15

Přirozená dedukce

Věta (syntaktická o kompaktnosti)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolnou formuli ϕ plat́ı:
S ` ϕ, právě když existuje konečná S ′ ⊆ S tak, že S ′ ` ϕ.

Věta (syntaktická o dedukci)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolné formule ϕ a ψ plat́ı:
S ∪ {ϕ} ` ψ, právě když S ` ϕ⇒ ψ.
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Přirozená dedukce

Věta (sémantická o kompaktnosti)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolnou formuli ϕ plat́ı:
S |= ϕ, právě když existuje konečná S ′ ⊆ S tak, že S ′ |= ϕ.

Věta (sémantická o kompaktnosti)

Pro libovolnou množinu formuĺı S plat́ı: S je nesplnitelná, právě
když nějaká jej́ı konečná podmnožina S ′ ⊆ S je nesplnitelná.

Věta (sémantická o dedukci)

Pro libovolnou množinu formuĺı S a libovolné formule ϕ a ψ plat́ı:
S ∪ {ϕ} |= ψ, právě když S |= ϕ⇒ ψ.
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Přirozená dedukce

Věta o korektnosti

Pro každou množinu formuĺı S a formuli ϕ plat́ı:
Když S ` ϕ, pak S |= ϕ.

Důkaz

Silnou indukćı podle délky odvozeńı k ≥ 1 dokážeme, že pro
všechna k ≥ 1 plat́ı vlastnost V (k): ”Pro každou S a každou ϕ,
jejichž odvozeńı z S má délku k, plat́ı, že ϕ je sémantickým
důsledkem S”.
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Přirozená dedukce

Věta o úplnosti

Pro každou množinu formuĺı S a formuli ϕ plat́ı:
S ` ϕ, právě když S |= ϕ.

Důkaz

Použijeme syntaktickou i sémantickou větu o kompaktnosti a obě
věty o dedukci a p̌revedeme problém na důkaz slabé věty o úplnosti.
Nejtěžš́ı část důkazu je schována v sémantické větě o
kompaktnosti: S je nesplnitelná, právě když nějaká jej́ı konečná
podmnožina S ′ ⊆ S je nesplnitelná.
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Přirozená dedukce

Definice

Formule ϕ splňuj́ıćı ` ϕ se nazývá věta výrokové logiky.
Aneb věty výrokové logiky jsou odvoditelné pravidly p̌rirozené
dedukce z prázdné množiny.

Slabá věta o úplnosti

Větami výrokové logiky jsou právě tautologie.
Pro každou formuli ϕ plat́ı: ` ϕ, právě když |= ϕ.
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Přirozená dedukce

Lemma

Necht’ x1, . . . , xn jsou všechny logické proměnné ve formuli ϕ
a necht’ u je pravdivostńı ohodnoceńı pro tyto proměnné.
Označme x̃i literál takový, že

pro u(xi ) = 1 je x̃i = xi ,
pro u(xi ) = 0 je x̃i = ¬xi .

Pak pokud u(ϕ) = 1, tak {x̃1, . . . , x̃n} ` ϕ
a pokud u(ϕ) = 0, tak {x̃1, . . . , x̃n} ` ¬ϕ.

Důkaz se provede strukturálńı indukćı podle struktury formule ϕ.
Z těchto 2n odvozeńı tautologie ϕ z literál̊u jednotlivých řádk̊u
tabulky se pak sestav́ı odvozeńı tautologie bez p̌redpokladů
postupným eliminováńım globálńıch p̌redpokladů za pomoci
zákona vyloučeného ťret́ıho.
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Přirozená dedukce

Poznámka

Podle věty o úplnosti p̌rirozené dedukce plat́ı:
S ` ϕ, právě když S |= ϕ.
S 0 ϕ, právě když S 6|= ϕ.

Úlohy se zaj́ımavě doplňuj́ı v tom smyslu, že vždy jedna je lehč́ı,
máme-li trochu štěst́ı (nalezneme-li svědka).

Pro S ` ϕ stač́ı naj́ıt jedno odvozeńı formule ϕ z S , zat́ımco pro
S |= ϕ je ťreba vyplnit tabulku o 2n řádćıch.

Pro S 6|= ϕ stač́ı naj́ıt jedno ohodnoceńı u, ve kterém je u(S) = 1,
ale u(ϕ) = 0, zat́ımco pro S 0 ϕ je nutno zjistit, že neexistuje
odvozeńı formule ϕ z S .
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Přirozená dedukce
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Praha, 1997. Kapitola 9.
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