Odvozovaci pravidla prirozené dedukce a priklady pouziti

Prirozena dedukce mé pro kazdou z logickych spojek A, V, = a — dvé odvozovaci pravidla. Pro po-
hodlnégjsi préci rozsifime mnozinu logickych spojek o nularni spojku L (spor) a odpovidajicim zpiisobem
modifikujeme definici formule. I pro spojku 1 mame dvé pravidla. Seznam vsech odvozovacich pravidel
ptirozené dedukce je uveden v tabulce:
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Uzite¢na odvozovaci pravidla
(v zdvorce za kaZdgm pravidlem je ¢islo prikladu, kde je jeho korektnost dokdzdna.)
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Poznamky k reSenym prikladam. Kazdy fadek sestava ze t¥i ¢asti: ¢isla fddku, odvozené formule a
zduvodnéni, jak jsme tuto formuli ziskali.

Podrobné rozebereme ptiklad 1.

Chceme odvodit formuli typu ¢ = . Jediny zpusob, jak tuto formuli odvodit, je dfive ¢i pozdéji
pouzit pravidlo pro zavedeni implikace i=. Toto pravidlo mé za pomocny piredpoklad formuli ¢. Tuto
skutecnost vyjadfime tim, ze se formule ¢ objevi jako prvni v pravé vytvoreném ramecku. Proto je
na Fadku 1 slovo predpoklad. Piesnégjsi formulace by byla predpoklad pravidla i=. Nyni potiebujeme
z formule ¢ ziskat formuli ¢ vyskytujici se v zavéru odvozované implikace.

Formule ¢ = pV ¢ je disjunkci dvou podformuli. Pokusime se odvodit z ni formuli ¢ = ¢ V p pouzitim
elimina¢niho pravidla pro disjunkci eV. K tomu potfebujeme nejprve odvozeni disjunkce p V ¢, ale to
mame, protoze disjunkce na fadku 1 je platnd v celém ramecku. Dale potfebujeme odvozeni disjunkce
q V p z pomocného predpokladu ¢ a nakonec odvozeni disjunkce g V p z pomocného predpokladu p.

Tato dvé odvozeni se odehravaji uvnitt dvou vnorenych rameckiu. PopiSme prvni z nich: na fadku 2 je
pomocny predpoklad g druhého pomocného tvrzeni odvozovaciho pravidla eV pro disjunkci. Na rfadku
3 je pouzita prvni varianta pravidla pro zavedeni disjunkce na formuli na fadku 2. Proto je ve tfetim
sloupci tfetiho fadku napsano iV; 2. A tim je odvozeni formule ¢ V p z pomocného predpokladu ¢
hotové, vnoreny ramecek je uzavien. Obdobné pro druhy vnofeny ramecek.

Na tadku 6 jiz mame dostatek informace pro pouziti eliminac¢niho pravidla pro disjunkci, jsou to
konkrétné formule na ¥ddku 1 a prvni a druhé pomocné pomocné odvozeni formule ¢ V p na Fadcich
2-5. Proto je zde ve tfetim sloupci napsano eV 1-5.

Protoze na fadku 6 je zavér odvozované implikace ¢ = 1), rdmecek ukonc¢ime. Nyni pouzijeme pro
zavedeni implikace na fadky 1-6, a odvodime formuli (p V ¢) = (¢ V p) na fddku 7. Formule na fadku 7
mé zdivodnéni i= na radky 1-6.

. Napiste odvozeni formule (p V ¢) = (¢ V p) z prazdné mnoZiny predpokladd.

Resent.

1. pVyq predpoklad
2 q predpoklad
3 qVDp ivy 2

4. P predpoklad
5 qVDp ivy 4

6 qVp eV 1-5

7 (pVa) =(qVp) i= 1-6

. Napiste odvozeni formule (p A ¢) = (¢ A p) z prazdné mnoziny predpokladi.

Resend.
1. pAq predpoklad
2. q eNg 1
3. P eN 1
4. qAp iN2a3
5. (pAq) = (gAp) i= 14

. Napiste odvozeni formule p = (¢ = p) z prdzdné mnoziny pfedpokladi.

Resend.
1. P predpoklad
2. q predpoklad
3. P kopie 1
4. q=7p i=2a3
5. p=(¢=0p) i= 14




4. Napiste odvozeni formule (pV (¢gA 7)) = ((pV q) A (pV 1)) z prazdné mnoziny predpokladi.

Resend.
1. pV(gAT) pfedpoklad
2. P predpoklad
3. pVq ivy 1
4. pVr ivi 1
5. (pVg)A(pVr) iNn3ad
6. qAT predpoklad
7. q eA1 6
8. pVq iV 7
9. T ey 6
10. pVvr iVa 9
11. PV AN(Vr) in 8a 10
12. (PvVan(pVr) eV 1-11
13. (pVgAr)=((pVag ApVr)) i= 1-12

5. Napiste odvozeni formule (a = (b= ¢)) = (b = (a = ¢)) z prézdné mnoZiny predpokladi.

Resend.

1. a= (b=c¢) predpoklad
2. b predpoklad
3. a predpoklad
4. b=c e=>3al
5. c e=2a4
6. a=c i= 3-5

7. b= (a=c¢) i= 2-6

8. (a=b=0¢c)= b= (a=0) i= 1-7

6. Napiste odvozeni formule a = b z mnoziny pfedpokladt {—a}.

Resend.
1. —a axiom (globalni pfedpoklad)
2. a predpoklad
3. 1 il 2al
4. b el 3
o. a="b i= 24

7. Napiste odvozeni formule —=b = —a z mnoziny pfedpokladi {a = b}.

Resent.
1. a=b axiom (globalni predpoklad)
2. —b predpoklad
3. a predpoklad
4. e=3al
5. 1 il 4a2
6. —a i-3-5
7. -b= —a i= 2-6



10.

11.

12.

. Napiste odvozeni formule —a z mnoziny pfedpokladt {a = —a}.

Resend.
1. a= —a axiom (globalni pfedpoklad)
2. a predpoklad
3. -a e=2al
4. 1 il 2a3
5. -a in 24

. Napiste odvozeni formule b = (a A b) z mnoziny pfedpokladii {a}.

Resent.
1. a axiom (globalni pfedpoklad)
2. b predpoklad
3. alb iNnla?2
4. b= (aNb) i= 2-3

Napiste odvozeni formule —a z mnoziny pfedpokladt {—b,a = b}.

Resend.
1. —-b axiom (globalni pfedpoklad)
2. a=b axiom (globalni pfedpoklad)
3. a predpoklad
4. b e=3a?2
5 1 il4al
6. —a i-3-5

NapiSte odvozeni formule —(a A b) z mnoziny pfedpokladii {—a}.

Resend.
1. —a axiom (globalni pfedpoklad)
2. aAb predpoklad
3. a e 2
4. 1 il3al
5. ~(anb) in24

Napiste odvozeni formule —p z mnoziny piedpoklada {p = (¢ V r), ~q, —r}.

Resend.
1. p=(qgVr) axiom (globalni pfedpoklad)
2. —q axiom (globalni pfedpoklad)
3. —r axiom (globalni predpoklad)
4. P predpoklad
5. qVvr e=>4al
6. q predpoklad
7. 1L il 6a2
8. r predpoklad
9. 1 il 8a3
10. uE eV 59
11. —p i-4-10



13. Napiste odvozeni formule p z mnoziny pfedpokladt {—(—p V ¢)}.

Resend.
L. =(=pVq) axiom (globalni predpoklad)
2. -p predpoklad
3. -pVq ivy 2
4. L il3al
5 -p in2-4
6. p e d

14. NapiSte odvozeni formule (n A —t) = p z mnozZiny pfedpokladt {(cAn) = t,hA-s,h A (=(sVc)=p)}.

Resend.
1. (cAn)=t axiom (globalni pfedpoklad)
2. h A —s axiom (globalni pfedpoklad)
3. hA(=(sVe)=p) axiom (globalni pfedpoklad)
4. h eN 2
D. s eNg 2
6. —(sVe)=p eNy 3
7. nA -t predpoklad
8. —p predpoklad
9. (s Ve) predpoklad
10. P e=9a6b
11. 1L il 10a8
12. (5 V c) i~ 9-11
13. sVe e 12
14. s predpoklad
15. 1L il 14 ab
16. c predpoklad
17. n eNy 7
18. cAn in 16 a 17
19. t e= 18 a1l
20. -t eNy 7
21. 1 il 19 a 20
22. 1 eV 13-21
23. ——p i- 822
24. p e 23
25. (nA—t)=p i= 7-24




15. Napiste odvozeni formule —p V —¢ z mnoziny predpokladt {—(p A q)}.

Resend.
1. —(pAq) axiom (globalni pfedpoklad)
2. =(—p V —q) predpoklad
3. -p predpoklad
4. —pV g ivi 3
5. € il 4a2
6. ——p i-3-5
7. P e 6
8. —q predpoklad
9. -pV q iVy 8
10. € il 9a2
11. ——q i- 8-10
12. q en 11
13. PAQ iNTal2
14. € il 13a1l
15. —=(=pV —q) i-2-14
16. -pV g e 15

16. Napiste odvozeni formule (p A q) V (—p A ¢) z mnoziny predpoklada {q}.

Resend.
1. q axiom (globalni pfedpoklad)
2. =(pV —p) predpoklad
3. D predpoklad
4. pV-p ivy 3
5. 1 il 4a2
6. -p i-3-5
7. pV-p iVy 6
8. £ il 7a2
9. —=(pV —p) i- 28
10. pV p en 9
11. ~((pAg)V(=pAQq) predpoklad
12. P piedpoklad
13. PAg in12al
14. PAg)V(—pAQq) ivy 13
15. L il14all
16. -p predpoklad
17. Y in16a 1
18. (pAqQ)V(—pAq) ivg 17
19. L il18all
20. 1 eV 10-19
2L ~=((pA gV (=pAq)) i-11-20
22. (pAq)V(=pAq) e 21



17. Napiste odvozeni formule ¢ V =@ z prazdné mnoziny predpokladi.

18.

19.

Resend.
1. =(¢ V ) predpoklad
2. © predpoklad
3. pV-p ivy 2
4. 1 il3al
5. - i 24
6. pV-p iVa b
7. 1 il6al
8. —=(p V) in1-7
9. pV-p e 8

Tento dilkaz se implicitné vyskytuje v piikladu 16 na fadcich 2-10.

Napiste odvozeni formule =—¢ z mnoziny pfedpokladi {p}.

Resend.
1. ® axiom (globalni pfedpoklad)
2. = predpoklad
3. € illa2
4. g i-2-3

Ukazte, ze pravidlo dikazu sporem je korektni.

Resend.
Necht —¢p = @1, @2, ..., pn = L je odvozeni L (sporu) z pfedpokladu —¢. Po aplikaci pravidla i—
na posloupnost 1, ..., ¢, odvodime formuli =—p. Naslednou aplikaci pravidla e~ na tuto formuli

dostaneme .



