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Algsbraicks]stiuktury Mnoziny s jednou binarni operaci

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny s jednou binarni operaci

Definice
Na mnoziné A je didna binarni operace %, tj. x: Ax A — A.
o (A, ) se nazyva pologrupa, pokud je operace * asociativni,
tj. pro kazdé x,y,z € A plati x x (y x z) = (x x y) * z.

@ (A, x) se nazyva monoid, pokud je operace * asociativni a ma
neutralni prvek, tj. existuje e € A tak, Ze pro kazdé x € A
plati ex x = x = x *x e.

@ (A, x) se nazyva grupa, pokud je operace * asociativni, ma
neutrdlni prvek a md vSechny inverzni prvky,
tj. pro kazdé x € A existuje y € Atak, zZe xxy = e =y x X.
@ Grupa (A, x) se nazyva Abelova grupa, pokud je operace
komutativni, tj. pro kazdé x,y € A plati x xy = y * x.
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Algsbraicks]stiuktury Mnoziny s jednou binarni operaci

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Definice
Méjme mnoZinu A se dvéma binarnimi operacemi, které oznacime
jako scitani a nasobeni.
o (A, +,:) se nazyva okruh, jestlize
O (A, +) je komutativni grupa (neutralni prvek zna&ime 0);
Q (A, ) je pologrupa;
© plati oba distributivni zakony,
tj. pro vSechna x,y,z € Aplatix-(y+z)=x-y+x-z
ataké (y+z) - x=y-x+2z-x.
@ Je-li v okruhu nasobeni komutativni a ma-li neutralni prvek
(znacime jej 1), mluvime o komutativnim okruhu s jednotkou.
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Algsbraicks]stiuktury Mnoziny s jednou binarni operaci

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Definice - pokracovani
o (A, +,:) se nazyva obor, jestlize

© je to okruh s jednotkou;

@ je netrividlni, tj. 0 # 1 (neutrdlni prvek pro s¢itani neni
soucasné neutralnim prvkem pro ndsobeni);

© kazdym nenulovym prvkem 0 # a € A Ize krétit,
tj. pro kazdé x,y € Az rovnosti a-x =a-y plyne x =y
a také z rovnosti x - a =y - a plyne x = y.

@ Je-li v oboru ndsobeni komutativni, mluvime o oboru integrity.

Poznamka

Obor Ize také definovat jako netrivialni okruh s jednotkou, ktery nema
délitele nuly, tj. pro kazdé a, b € A plati: je-li a £ 0, b # 0, pak také
a-b#0.
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Algsbraicks]stiuktury Mnoziny s jednou binarni operaci

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Definice - pokracovani
@ (A, +,-) se nazyva téleso, jestlize
© je to okruh s jednotkou;
@ je netrivialni, tj. 0 # 1 (neutralni prvek pro s¢itani neni
sou&asné neutralnim prvkem pro ndsobeni);
© kazdy nenulovy prvek ma inverzni prvek,
tedy (A — {0}, -) je grupa.

@ Je-li v télese nasobeni komutativni, mluvime o komutativnim
télese.

Poznamka

Téleso je zfejmé oborem, nebot kazdym invertibilnim prvkem lze kratit.
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Algsbraicks]stiuktury Mnoziny s jednou binarni operaci

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Mnoziny se dvéma binarnimi operacemi

Priklad
Déle nas bude zajimat mnozina vSech celych Cisel Z s operacemi
s¢itani a nasobeni.
© (Z,+) je Abelova grupa, (Z, ) je komutativni monoid.
@ (Z,+,-) tvofi netrividlni komutativni okruh s jednotkou,
o nem3 délitele nuly (Ize kratit nenulovymi Cisly),

tedy je to obor integrity,
e inverzni prvek maji pouze Cisla 1 a —1, tedy neni to

téleso.
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Véta o déleni celych &isel se zbytkem
Pocitani s celymi cCisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spoleény délitel, Eukleidiv algoritmus

Pocitani s celymi cisly

Véta o déleni se zbytkem

Pro kazdé a, b € Z, kde b > 0, existuji jednoznaéné urcena
q,r € 7 tak, ze

a=qgb+r a 0<r<hb.

Dusledky véty o déleni se zbytkem

© relace délitelnosti, prvodisla, faktorizace na prvocisla

© nejvétsi spolecny délitel, Eukleidiv algoritmus, Diofantické
rovnice

© kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,, téleso Z,
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spoleény délitel, Eukleidiv algoritmus

Relace délitelnosti

Definice

Necht a, b € Z, fekneme, Ze a déli b (nebo a je délitelem b), kdyz
existuje k € Z tak, ze b = ka. Znadime a | b.

Relace délitelnosti je usporaddanim na N (tj. reflexivni,
antisymetrickou a tranzitivni relaci).

Relace délitelnosti vsak neni antisymetricka na Z, tam ma smysl
mluvit o relaci asociovanosti: a|| b, pokud a | b a zéroven b | a.
Plati, Zze a|| b pravé, kdyz b = +a.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi &isly Relace délitelnosti a prvoéisla
Nejvétsi spoleény délitel, Eukleidiv algoritmus

Prvocisla

Definice
Prirozené Cislo p > 2 je prvocislo, pokud je délitelné pouze 1 a p,
aneb pokud se nedd napsat jako soucin dvou cisel mensich nez p.

Test prvodiselnosti " hrubou silou”: Cislo n je prvoéislo, pokud neni
délitelné beze zbytku zadnym prvocislem p < /n.

Problém testovani prvociselnosti (resp. problém faktorizace ¢isla n
na soucin dvou mensich isel) "hrubou silou” m3 exponencidlni
casovou sloZitost v zavislosti na poctu cifer ¢isla n. Musime
vykonat /n = 22'°22(") d&leni.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spoleény délitel, Eukleidiv algoritmus

Prvocisla

Zakladni véta aritmetiky
Kazdé prirozené Cislo n > 2 Ize jednoznaéné (az na poradi) napsat
jako souéin mocnin riiznych prvolisel, n = pg* - ... pk.

Existence rozkladu Ize dokazat silnou indukci podle n. K dikazu
jednoznacnosti je vSak potreba Bezoutova véta. Probereme tedy
nejdrive jesté jednu kapitolu.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidiv algoritmus

Nejvétsi spolecny délitel

Definice
Nejvétsi spolecny délitel dvou Cisel a, b € Z je takové ¢&islo d € Z,
které splnuje:
© d déli obé ¢islaai b
© d je délitelné vsemi spolecnymi déliteli obou Cisel
Q@ d>0
Znatime d = ged(a, b).

Analogicky Ize definovat nejmensi spolecny nasobek, lcm(a, b).
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Nejvétsi spolecny délitel

Definice
Pokud je gcd(a, b) = 1, pak fikdme, zZe a, b jsou nesoudélnd cisla.

Hledani gcd(a, b)

Zname-li prvodiselny rozklad pro &isla a, b, pak ged(a, b) obsahuje
pravé vSechna spolecna prvocisla ve spole¢nych mocninach.
Ovsem najit faktorizaci Cisel a, b je exponencialni problém.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Eukleidav algoritmus

Eukleidav algoritmus
Hledame gcd(a, b). Predpoklddejme, ze a > b > 0.
© Podélime se zbytkem: a=gb+ra0<r<b
@ Pokud je zbytek r = 0, tak je ged(a, b) = b.
© Pokud je zbytek r > 0, tak budeme hledat ged(b, r).

Jde o rekurzivni algoritmus, ktery se opird o déleni se zbytkem

@ Jelikoz zbytky jsou celociselné, nezaporné a stale mensi, bude
po konecném poctu krokil zbytek nulovy (aloha se zastavi)

@ Pokud je zbytek r > 0, tak dvojice a, b ma stejné spolecné
délitele jako dvojice b, r. Tedy i ged(a, b) = ged(b, r).

o Casova slozitost - pocet déleni se zbytkem je linedrni
v zavislosti na poctu cifer mensiho Cisla
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidiv algoritmus

Eukleidav algoritmus

Eukleidav algoritmus
Vstup: pfirozena Cisla a> b >0
Vystup: d = ged(a, b)
Algoritmus:
@r«+ar«»>b
@ while r' # 0 do
o find gq,r” e Nsuchthat r=qr' +r" and0 < r’" < r
or<r,r«r"
e enddo
o d<«r

@ output d
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Rozsifeny Eukleidiv algoritmus

Bezoutova véta
Nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b € Z je jejich celoliselnou
kombinaci, aneb

ged(a,b) = sa + tb pronéjakd s,t € Z.

K nalezeni celociselnych koeficientl s, t € Z z Bezoutovy véty lze
pouzit rozsireny Eukleidiv algoritmus:
@ V kazdém kroku Eukleidova algoritmu prepocitdme aktudlni
zbytek na kombinaci Cisel a, b.
@ gcd(a, b) je poslednim nenulovym zbytkem, tudiz jednou
nakombinujeme z Cisel a, b i jejich nejvétsiho spolecného
délitele.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Rozsifeny Eukleidiv algoritmus

Rozsifeny Eukleidav algoritmus
Vstup: prirozena Cisla a> b >0
Vystup: pfirozena &isla d, s, t, kde d = ged(a, b) = sa+ tb
r<a r' < b
s<1,t+0
s+ 0t «1
while r' # 0 do
o find g,r" € Nsuchthat r=qr' +r"and 0 < 1" < r’
0 s« s—qs t'«t—qt
or«r r+r" s« sttt t'
e enddo

d<+r

output d, s, t
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Diofantické rovnice

Véta

Rovnice ax + by = ¢, kde a, b, c € Z, ma feSeni v Z, pravé kdyz
ged(a, b) | c.

Pokud néjaké celociselné feseni diofantické rovnice existuje, pak je
Jjich nekoneé¢né mnoho a jsou tvaru

(x,¥) = (X, ¥p) + k (x0,¥0) pro k€ Z,

kde (xp, ¥p) je partikularni feseni

(najdeme ho pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu)
a (xo0, Yo) je nesoudélné reseni homogenni rovnice,

tedy (x0,¥0) = (5, —3), kde d = ged(a, b).
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Diofantické rovnice

Priklad
Reste v Z rovnici 105x + 39y = 6.
Rozsifeny Eukleid(v algoritmus pro a = 105, b = 39:

1056 = 2-39+427 21 = a—2b

39 = 1-27+412 12 = —-a+3b
27 = 2-1243 3 = 3a—-8b

12 = 4-340 0 = —13a+35b

gcd(105,39) = 3 | 6, feSeni v Z tedy existuje.

Partikularni feseni (xp,yp) =2 - (3, —8) = (6, —16),

nesoudélné FeSeni homogenni rovnice (xo, yo) = (—13, 35).
Vsechna feSeni v Z jsou (x,y) = (6, —16) + k(—13,35) pro k € Z.
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Véta o déleni celych cisel se zbytkem
Pocitani s celymi cisly Relace délitelnosti a prvocisla
Nejvétsi spolecny délitel, Eukleidav algoritmus

Prvocislelny rozklad - faktorizace

Tvrzeni
@ Pokud a| bc a ged(a,c) =1, pak a | b.
@ Pokud prvodislo p | ab, pak p | a nebo p | b.

Zakladni véta aritmetiky

Kazdé prirozené Cislo n > 2 Ize jednoznacéné napsat jako soucin
mocnin riznych prvocisel:

k
e (] €i
=1

kde p; < ... < px jsou prvocisla, ¢ > 1 prol1 < i< k, k> 1.
Mluvime o jednoznacné faktorizaci Cisla n na prvocisla.
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n Z

Kongruence modulo n

Definice

Necht n € N. Cisla a, b € Z jsou kongruentni modulo n, pokud
n|(b— a). Znat¢ime a = b (mod n).

Tvrzeni

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
@ a= b (mod n)
@ a, b maji stejny zbytek po déleni cislem n
@ b=a+knprokeZ
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n "

Kongruence modulo n

Véta
Relace kongruence modulo n je relace ekvivalence na mnoziné
celych &isel (tj. reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace).

Dusledek

Relace kongruence modulo n rozlozi mnoZinu celych cisel na tridy
navzajem ekvivalentnich prvki, tzv. zbytkové tridy modulo n,
mnozinu vSech zbytkovych tfid modulo n znacime Z,,.

Zy = {[0]n,[1n,- -, [n— 1]n}, kde [a], = {a + knlk € Z}
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n "

Kongruence modulo n

Véta

Relace kongruence modulo n je zachovéana pri s¢itani a nasobeni:
Pokud a = b (mod n) i ¢ = d (mod n),
pak také a+ ¢ = b+ d (mod n) i ac = bd (mod n).

Dusledek

Na mnoziné Z, mizeme korektné definovat operace s¢itani a
nasobeni pres representanty:

[a]n © [b]n = [a+ bln, [a]n © [b]n = [a- b]s
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

P Linearni rovnice v Z
Pocitani modulo n n

Okruh zbytkovych tf¥id 7,

Diky definici pfes representanty zdédi operace @ a ® vétsinu
vlastnosti, které mély operace scitani a nasobeni na Z.

Véta
Trojice (Z,, ®, ®) tvofi komutativni okruh s jednotkou, ktery se
nazyva faktorovy okruh zbytkovych trid modulo n.

V dal$im textu zjednodusime znadleni:

(Zn:{ovlv'--,nil}aﬁﬂ')
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych t¥id Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n n

Linearni rovnice v 7,

Linearni rovnice ax = b v Z,, |ze prevést na diofantickou rovnici
nasledujicimi Gpravami:

@ax=bv7Z,

@ ax=b(modn)vZ

@ax+ny=bv/7Z

Véta
Linearni rovnice ax = b ma feSeni v Z,,, pravé kdyz ged(a, n) | b.
Je-li x, jedno redeni, pak kazdé reSeni ma tvar

X:Xp+kX01 kde X0 = Wn‘a’n)

V okruhu Z, tak vznikne celkem ged(a, n) riznych feseni.
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych t¥id Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n n

Hledani inverznich prvkia v 7,

Duasledek

Rovnice ax = 1 bude mit feSeni v Z,,, pravé kdyz gcd(a, n) = 1.
Regenim rovnice bude inverzni prvek k prvku a v Z,,.

K nalezeni a—! budeme pouzivat rozsiteny Eukleidiiv algoritmus.

Tvrzeni
Prvek a € Z,, je invertibilni v Z,,, pravé kdyz je a nesoudélné s n.

V okruhu Z méli inverzni prvek pouze Cisla +1.
V okruhu Z,, maji inverzni prvek vsechna Cisla nesoudélna s n,
specidlné pro n = p prvocislo jsou to Gplné vsechny nenulové prvky.
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n 0

Téleso zbytkovych tfid Z,

Véta
Okruh (Z,,+, ") je téleso, pravé kdyz n = p je prvodislo.

P¥iklad
VZsjel1=121=331=24"1=4

Poznamka

Je-li n slozené Cislo, pak okruh (Z,,+,-) neni ani obor integrity,
protoze kazdé Cislo soudélné s n je délitelem nuly.

Napriklad rovnice 2x = 4 ma v Zg dvé reseni x; = 2, x, = 5,
aneb prvkem a = 2 nelze v Zg kratit.
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Kongruence modulo n, okruh zbytkovych tfid Z,

o Linearni rovnice v Z
Poéitani modulo n 0

Pocitani modulo n
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@ Velebil: Diskrétni matematika. Kapitoly 2.1-3, 3.1 a 3.4.
ftp://math.feld.cvut.cz/pub/velebil /y01dma/dma-notes.pdf
@ Shoup: A Computational Introduction to Number Theory and
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