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V pripadé Fermatova a Millerova-Rabinova testu prvociselnosti
jsme si vSimli, Ze volba nékterych svédkil slozenosti ¢isla n umozni
najit faktor Cisla n.

@ Volba a € Z} \ Z} poskytne faktor d = gcd(a, n) > 1.

@ Volba a € K, \ L, vygeneruje netrividlni druhou odmocninu
z1 (tj. ¢ # £1, kde ¢ =1 v Z,), kterd poskytne faktory
dip =ged(c+1,n) > 1
Pouzijeme techniku z diikazu odhadu pocti faleSnych svédka
prvociselnosti u Millerova-Rabinova testu a ukazeme, Ze problém
faktorizace n je ekvivalentni problému znalosti ¢(n).
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Tvrzeni

Problém faktorizace n je ekvivalentni problému znalosti ¢(n),
aneb ze znalosti jednoho Ize spocitat druhé v polynomialnim case.

o Z faktorizace n = []/_, pf mame o(n) =[]y pi ' (pi — 1).

@ Pro n= pq ze znalosti ©(n) spoéteme p, q jako Feseni
kvadratické rovnice x2 — (n+ 1 — ¢(n))x + n = 0.
Protoze p(n) = (p—1)(g—1) =n— (p+q) + 1, zndme
soucet a soucin obou FeSeni.

@ Pro libovolné n navrhneme polynomialni algoritmus, ktery ze
znalosti nasobku exponentu grupy Z; spocte faktorizaci n.
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Exponent grupy Z;

Exponent grupy Z;, je nejmensi m > 0 takové, ze a™ =1 pro
vSechna a € Z},. Znadi se \(n), tzv. Carmichaelova funkce.

o ATTL 1p, ) = 1cm(A<pfl>, L A(PE)).

@ \(p®) = o(p¢) = p*(p — 1) pro prvocisla p > 2
o)\(Ze): ) 2proe>3,\4)=2, \(2) =
Dusledek

@ Pro kazdé n plati A(n) | ¢(n), aneb ¢(n) je ndsobek
exponentu grupy Z5,.

@ Pro kazdé n > 2 je \(n) sudé.
e Pokud d | n, pak A(d) | A(n).

Alena Gollova Faktorizace pomoci ¢(n) 5/13



Faktorizace pomoci ¢ (n)

Faktorizace pomoci ¢(n)

Algoritmus na nalezeni faktoru ¢isla n pomoci nasobku A(n)
Vstup: n > 1 liché, kde n # p¢ pro zadné prvocislo p,

m takové, ze \(n) | m, m = t2" pro t liché;
Vystup: d, kde d | n, 1 < d < n, nebo hlaska "nedspéch”

a<iZf{

d < gcd(a, n)
if d > 1 then output d and halt endif
b« atvZ, (nynijeacZ; tedya™=1vZ,)
forj< 0toh—1do
o d<+ ged(b—1,n)

e it 1 < d < n then output d and halt endif
o b+ b?v Z, enddo

output "nelspéch”
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Tvrzeni

Pravdépodobnost, ze algoritmus nalezne faktor Cisla n je aspon %

Volba a € Z;} \ Z}, vede k faktorizaci v 1.&asti, volba a € Z}, vede
vzdy k vygenerovani néjaké druhé odmocniny z jedné v 2.¢3sti.
Algoritmus muZe ohlasit nelspéch jen pfi volbé a € L, kde
L={aec 7 kdy? a'? = 1,pak a'? " = +1, prol <j < h}.
Podobné jako u Millerova-Rabinova testu lze dokazat, ze

pro n = [[;_, p{", kde r > 2, p; licha prvocisla, plati:

2 1.
L] < §|Kerpt2g| < §|Zn\a
kde prog : x > x*2* g = min{h, hy,..., b}, m=t2"

o(pf) = t;2h a t, t; jsou licha.
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Casova narocnost

@ Pokud je m € O(n) (coz pro ¢(n) plati), pak algoritmus
potfebuje ¢as O(len(n)3). Ocekdvany pocet opakovani, nez
nastane Gspéch, je dva.

@ Rozlozime-li n = didy, pak A(d;) | A(n) | m a algoritmus
muzeme pouzit rekurzivné. Rekurzivnich volani algoritmu
bude nejvyse O(len(n)).

@ Ovérovani prvociselnosti ¢i perfektni mocniny trva zhruba
O(len(n)3) (viz déle).

@ Ze znalosti ndsobku A(n) ziskdme Gplnou faktorizaci ¢isla n
v &ase zhruba O(len(n)*).
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Casova naroénost
N4&s algoritmus, ktery nalezne netrividlni faktor Cisla n ze znalosti
Cisla m, kde A(n) | m, funguje jen pro lichd n # p€ pro libovolné
prvocislo p. To ale postaci, nebot:
@ Sudé n = 2/, kde 7 liché najdeme v ¢ase O(len(n)). Dale
faktorizujeme 7 nasim algoritmem, nebot A\(7) | m.
@ Perfektni mocninu n = ¢ pozname v Case
O(len(n)3len(len(n))) a faktorizujeme 7, nebot A(A) | m.
@ Prvodislo n = p pozname Millerovym-Rabinovym testem
MR(-, k) v ¢ase O(klen(n)3) a uz ho nefaktorizujeme.
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Vypocet celocdiselné druhé odmocniny
Vstup: n € N
Vystup: m = [/n]
Pozndmka: Je-li 2/-1 < n < 2!, pak 27" < m < 23,
Budeme druhou odmocninu z n pocitat po bitech:
o k |lmlnd
e m+20
@ for i < k down to 0 do
o if (m+2)? < nthen m <+ m+ 2’ endif enddo
@ output m

Casova ndroénost je O(% len(n)?) = O(len(n)3).
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Vypocet celociselné e—té odmocniny

Vstup: n € N

Vystup: m = | /n]

Poznamka: Je-li 2/-1 < n < 2/, pak 2% <m< 2£.
® ko Llen(g)—lJ
e m+20

@ for i < k down to 0 do
o if (m+2")° < nthen m + m+ 2’ endif enddo

@ output m

Casova naroénost je O(len(n)3).
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Vstup: n € N
Vystup: Odpovéd na otdzku, zda je n = m® pro néjaké m,e € \N.
Poznamka: m > 2,2 < e <len(n) +1

@ for e < 2 tolen(n) +1 do
o m« [/n]

o if m® = n then output m, e and return true endif enddo

@ return false

Casové naroénost je O(Zlen(")Jr1 Llen(n)3),
nahradime-li sumu integralem, ziskime O(len(n)3len(len(n))).
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