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Algoritmus SEF

Pouzivana fakta
Subexponencidlni algoritmus pro faktorizaci SEF pouziva (podobné
jako SEDL) y—hladkost a linearni algebru nad télesem.

Casova naroénost pro faktorizaci n bude Q(2¢V/1en(n)len(len(n)))

Tvrzeni

Zname-li netrividlni druhou odmocninu z 1 v Z,, tj. ¢ # +1
takové, ze c2 =1v Z,,, pak umime faktorizovat n, konkrétné
ged(c £1,n) # 1 je faktor n.
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Algoritmus SEF

Subexponencialni algoritmus pro faktorizaci (SEF)

Vstup: prirozené Cislo n, které neni prvocislo, ani mocnina
prvocisla, ani neni délitelné Zadnym prvocislem p < y, kde y je
parametr hladkosti (mimo jiné je n liché);

Vystup: netrivialni faktor Cisla n, anebo hlaska "nelspéch”;

Algoritmus najde druhou odmocninu z 1 v Z,,, pokud je tato
netrivialni, spocte z ni faktor Cisla n.

Poznamka

Grupa Zj. je pro p > 2 cyklickd, nejsou v ni tedy netrividlni druhé
odmocniny z 1. Nebude-li n délitelné zadnym prvocislem p <y,
tak vSechna y-hladna &isla v Z,, budou invertibilni.
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Algoritmus SEF

Subexponencialni algoritmus pro faktorizaci (SEF)

Predpoklady pro n zajistime predvypocty, které budou casové méné
ndrocné nez vlastni algoritmus.
@ n neni prvocislo:
Millertiv-Rabintv test MR(—, k) vyzaduje &as O(k len(n)3).
@ n neni dokonald mocnina, n % m® pro m,e € N:
Pomoci algoritmu na hledani celociselnych odmocnin lze najit
m, e v ¢ase O(len(n)3len(len(n))).
@ n neni délitelné zadnym prvocislem p1, ..., px < vy,
kde y je parametr hladkosti:
Prosté déleni trva O(klen(n)?), kde k < y = eV/in(),

Alena Gollova SEF 5/42



Subexponencialni algoritmus pro faktorizaci Algoritmus SEF
Analyza algoritmu SEF

Algoritmus SEF

1. faze algoritmu SEF
Necht p1,..., px jsou vSechna prvocisla do y, je jich tedy k.

Ndhodnou volbou nalezneme (k + 1) y—hladkych é&tverct ze Z3,.
Provedeme to pro kazdé 1 < i < k + 1 takto:

@ zvol ndhodné a; € Z;,

@ ovér prostym délenim, zda aI? =mj v Z, je y—hladké,
tj. zda m,-:pfi1 ~...-p:ik vZ, kde 0 < m; < n;
pak a?zpfi1 -...-pzi" v 7}

@ dokud ne, tak opakuj nahodnou volbu
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Algoritmus SEF

2. faze algoritmu SEF

Pro 1 <i < k + 1 uvazujme k—tice exponentil v; = (ej, ..., €j,)
jakozto vektory nad Z5.
Z; je téleso, k—tice Z¥ tvoi vektorovy prostor dimenze k,
nasich (k + 1) vektor( tedy musi byt linedrné zavislych.
Existuji koeficienty ci, ..., ck+1 € Z2, ne vSechny nulové, tak, ze
avi+ ...+ Ckp1Vk+1 = (O,...,O) \ Z;k.
Podivdme-li se na tuto kombinaci nad Z, pak vSechny slozky
vysledného vektoru jsou sudé:
vi+ ...+ crr1Virr = (e1,...,es1) v Z*K, 2| ¢ pro kazdé

~.

Koeficienty ci, ..., ckt+1 nalezneme pomoci Gaussovy eliminace,
kterd nad télesem 7, funguje.
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Algoritmus SEF

2. faze algoritmu SEF

v v / 2 € €iy *
Uvazujme viech (k + 1) rovnosti tvaru ai = p;* -...-p.* v Z},.
Pokud kazdou i—tou rovnost umocnime na pfislusné c; a vsechny
rovnosti navzdjem vynasobime, ziskdme rovnost:

2 e €k *
a=pi..opl v Ly,

kde a= Hf:ll a;’ a viechna e; jsou suda.

Poznamka: ¢; € Z, = {0, 1}, tudiz jsme vyndsobili navzajem jen ty
rovnosti, pro néz je ¢; = 1. Rovnosti, pro néz je ¢; = 0, umocnénim
degeneruji na rovnost 1 = 1.
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Algoritmus SEF

2. faze algoritmu SEF

e e
Polozme b= p? -...-p2 v Zj, pficemz § € N.

Z rovnosti:
P2=bv7z
dostavame rovnost:
(ab™ )2 =1v 7
Nasli jsme druhou odmocninu z jedné v Z%, a to ¢ = ab™ .

Pokud je ¢ # +1, najdeme faktor gcd(c — 1, n) Cisla n.
Pokud je ¢ = 41, ohlasime nelispéch.
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Algoritmus SEF

@ fori< 1to k+1do
@ repeat

@ choose a; i Z} at random
e m; « a°in Z,
@ test if m; is y—smooth (trial division)

. €;. €
o until mj =p;* -...-p* forsome e;,..., e, €Z
o V; < (e,...,€,)in Z*k enddo
@ apply Gaussian elimination over Z; to find cy, ..., ckr1 € Z5,
not all zero, such that ¢vs + ... + ckr1Vk+1 = (0,...,0) in Z;k

o forj 110 kdo e S ey inZ enddo

. e
0 a« [l a%, b« . pf ceablinZ
i—1 4/ pl pk, n

@ if ¢ = +£1 then output "failure”
else output ged(c — 1,n) endif
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Algoritmus SEF

Priklad

Faktorizujte n = 77 a zvolte parametr hladkosti y = 5.
(77 neni mocnina prvodisla, ani neni délitelné prvocisly 2,3,5 < y.)

@ 1.faze - pocitdme v Z7,, ndhodnou volbou ziskdme rovnosti:
Ry: 592 = 16 = 24, odtud ¥ = (4,0,0).
Ry: 32 =9 =32, odtud v» = (0,2,0).
Rs: 372 =60 =22.3-5, odtud 3 = (2,1,1).
Ry: 132 =15 =35, odtud ¥ = (0,1,1).

@ 2.faze - pocitdme nad Z,, kde c1v; + oo + 33 + c4va = ©
dava:

c1(0,0,0) + ¢(0,0,0) + ¢3(0,1,1) + c4(0,1,1) = (0,0,0)

Netrivialni feseni je napf. ct = ¢ =0, c3 = ¢4 = 1.
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Algoritmus SEF

Priklad - pokracovani
@ kompletovani vypoctl - pocitdme v 77,
RO -RY-R}- R} = Rs- Ry dava rovnost:
(37-13)2 =22.32.52 tj. 19?2 =30° v Z3,,
c =19-307! = 34 je netrividlni druha odmocnina z 1.
Odtud ged(c — 1, n) = ged(33,77) = 11 je faktor ¢isla n = 77.
Poznamka:
@ Netrividlni feSeni c; = c3 = ¢4 = 0, ¢ = 1 by vedlo k rovnosti
Ry: 32 =32y 73,
c =3-371 =1 je trividlni druhd odmocnina z 1.
Algoritmus by ohldsil nedspéch.
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Analyza algoritmu SEF

Tvrzeni

Pravdépodobnost, ze algoritmus SEF ohldsi nelispéch, je nejvyse %

Duikaz

Rovnice x> =1 ma v Z,, pro liché n = [Ti_, p5", pravé 2" FeSeni.
Lze dokazat, ze kazdé feSeni miZe byt nalezeno algoritmem SEF
se stejnou pravdépodobnosti.

Pak P[netspéch] = 2, = 2,1,1

< % diky predpokladu, ze r > 2.
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Analyza algoritmu SEF

Ocekavany cas algoritmu SEF

o 1. faze SEF: Oznacme o pravdépodobnost, ze ndhodny
Ctverec ze Z}, je y—hladky. Pak ocekdvany pocet cykli pro
nalezeni jednoho y—hladkého &tverce je 1.

V kazdém cyklu délime vSemi k prvocisly do y (y < n).
Téchto y—hladkych ¢tverch potfebujeme najit (k + 1).
E(TIME1) = O( len(n)?)

@ 2. faze SEF: Gaussova eliminace na matici typu (k, k + 1)
vyzaduje zhruba k3 operaci v Z> a jeji ¢as bude dominantni
pro druhou fazi. TIME2 = O(k3len(n)?)

o Otekdvany &as pro SEF: E(TIME) = O((% + k3)len(n)?)
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Analyza algoritmu SEF

Ocekavany cas algoritmu SEF

Odhadneme k a o pomoci y jako u algoritmu SEDL s nasledujicim
doplnénim:

Umime odhadnou pocet y—hladkych ¢isel do n. Diky predpokladu,
ze zadné p; < y nedéli n, jsou vSechna tato y—hladka cisla v Z7,.

Problém: V SEF hleddme nahodné y—hladké ctverce.

Kolik je ale y—hladkych &isel mezi ctverci v Z3}7?

Odpovéd: Zhruba stejné "husto”. Lze dokazat, ze
pravdépodobnost trefy do y—hladkého Ctverce v Z, je stejna
jako pravdépodobnost trefy do y—hladkého Cisla v Z,,.
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Analyza algoritmu SEF

Ocekavany cas algoritmu SEF

Predpokladejme, ze y = e'“(")HO(l) kde 0 < A < 1.

“’fzy’\") > Yl 5 o 1+0(1)) i In(In(n))

@ 0=

o Dle Cebysevovy véty je k = m(y) = (In(y)) odtud
k = e(1+o(1))In(y)

o len(n)? = e°(Mn(Y) diky nademu predpokladu pro y.
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Analyza algoritmu SEF

Ocekavany cas algoritmu SEF

Dosadime do E(TIME) = O((%2 + k3)len(n)?) a ziskdme odhad:

E(TIME) < e(1+o(1))max{::§;§ In(In(n))+21n(y):3In(y)}

Nyni chceme zvolit parametr hladkosti y tak, aby byl odhad
ocekdvaného ¢asu minimalni.

Ozna¢me i = In(y), A = In(n)In(In(n)).

Minimim funkce f(u) = max{é + 2p; 34} v exponentu nastane

v bodé& p = \/Z, hodnota minima je 2v/2A (vypocet viz SEDL).
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Analyza algoritmu SEF

Ocekavany cas algoritmu SEF

2v2A fl(u) + 24,
(

f(x) = max{ﬂ(u)’ fa()}

(S
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Ocekavany cas algoritmu SEF
Odhad ¢asu bude minimalni pro y = e%@ Vin(n) In(in(n))
P¥i tomto y bude ocekdvany cas algoritmu SEF
E(TIME) < e(2v2+o(1))y/In(n) In(in(n))
tedy subexponencialni s konstantou 2v/2 = 2,828 v exponentu.

Poznamka

Konstantu v exponentu je mozné zmensit na 2,0, pouzijeme-li
presnéjsi odhad poctu y—hladnych Cisel (viz véta 2).

Pro y = e2VIn(n)n(in(n) p,de E(TIME) < e(+o()y/In(n)In(in(n))
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Kvadratické sito (QSF)

Algoritmus SEF s pouzitim kvadratického sita

Zrychleni algoritmu SEF ziskame, kdyz y—hladké ¢tverce v 1. fazi
algoritmu nebudeme hledat ndhodné, ale pomoci kvadratického
sita. Konstanta v exponentu klesne na 1, 0.

Budeme potrebovat dva parametry:
@ parametr hladkosti y
@ parametr sita z

Budeme predpokladat, ze pro oba plati:
1
y,z= eln(n)?"'o(l) = ew/'"(")
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Kvadratické sito (QSF)

Algoritmus SEF s pouzitim kvadratického sita

Chceme faktorizovat n, které je liché, neni to prvodislo, ani
mocnina prvocisla, neni délitelné zadnym prvocislem p; <y,
kterych je celkem k.

Kdybychom v 1. fazi algoritmu SEF volili véechna a; < v/n, pak
bychom z y—hladkych ctverci 3,2 < n ziskali v zavéru rovnost
a®> = a® v Z,, (po¢itani modulo by se neprojevilo).

Nasli bychom druhou odmocninu z jedné ¢ = 1 a algoritmus by
ohlasil netispéch. Aby mél algoritmus Sanci na Gspéch, musi volit
aspon nékterd a; vétsi nez \/n.
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Kvadratické sito (QSF)

Hledani y—hladkych ctverci

Polozme m = |/n|, tedy m € N je takové, e m> < n < (m+1)2.
Uvazujme celociselny polynom:

F(x)=(x+ m)2 —n
Pro 1 < s < z plati (diky predpokladu z = eV/n(m);
1< F(s) < 22+ 2z/n = n2t°()
Aneb n< (s+m)><n+ nzte), F(s) je zbytek po vydéleni &isla

(s + m)? &islem n, tedy F(s) je ¢tverec v Z,,.
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Kvadratické sito (QSF)

Hledani y—hladkych ctverci
Spocteme hodnoty F(s) pro vSechnas=1,...,|z].
Pokud je né&jaké F(s) y—hladké &islo, pak jsme nasli y—hladky
Ctverec v Z7.

Kdyz F(s)=(s+m)?>—n=p* ... pjvZ,

pak (s+m)?=pf-... pgv Z;.
Faktorizace tohoto Ctverce odpovida jeho zbytku modulo n a diky
predpokladu, Ze p; 1 n pro kazdé i, je &tverec invertibilni.
Zbyva otazka, jak volit z, abychom mohli mezi hodnotami F(s)
najit dostatecny pocet y—hladkych ctvercd.
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Kvadratické sito (QSF)

Hledani y—hladkych ctverci

Hustota y-hladkych &isel kolem /n je vétsi nez kolem n.
Pravdépodobnost, Ze nékterd z hodnot F(s) je y—hladka je vétsi
nez pravdépodobnost, ze ndhodny Ctverec ze Z}, je y—hladky.

Necht & je pravdépodobnost, Ze ndhodné &islo do /n je y—hladké,
o je pravdépodobnost, Ze ndhodné Cislo do n je y—hladké.
P w(yﬁ/ﬁ) _ (o) SRR (58
—%+o(1)) e} In(In(n)) N e(—1+o(1))::§;§ In(In(n))

Pouzili jsme pfesnéjsi odhad pro W(y,/n) a predpoklad
y = eV"(") U toto zaru& zrychleni 1. faze algoritmu.
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Kvadratické sito (QSF)

Urceni parametru z

Parametr z stanovime tak, abychom méli Sanci najit mezi
hodnotami F(1),...,F(|z]) celkem k + 1 y—hladkych &tverci.

Je-li & pravdépodobnost, Ze ndhodné &islo do v/n je y—hladké,

(6 také odhaduje pravdépodobnost, Ze ndhodny &tverec kolem +/n
je y—hladky), pak k nalezeni jednoho y—hladkého ¢&tverce
potfebujeme prozkoumat primérné % Cisel tvaru F(s).

Polozime tedy z = £

=
Pokud bychom nenasli dostatek y—hladkych ctverci, tak
parametr z zdvojnasobime a budeme pokracovat v hledani.
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Kvadratické sito (QSF)

Urceni parametru z

Poznamka: V nasem odhadu parametru z je " podfuk”. My prece
nevolime cCisla ndhodné!!!

Ve skutecnosti nevime, kolik je y—hladkych cisel mezi hodnotami
naseho polynomu F(x) (neexistuje rigorézni ditkaz). Algoritmus
faktorizace pomoci kvadratického sita tedy mize ohlasit neispéch
uz béhem 1. faze, protoze nenajde dostatek y—hladkych ¢tverci.
ZkusSenost presto ukazuje, ze algoritmus QSF funguje a dokonce
v oekdvaném Case (heuristické ovérent).
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Kvadratické sito (QSF)

Sitovaci procedura

Dalsi zrychleni 1. faze algoritmu zajisti sitovaci procedura.
Ovérovani, zda je F(s) y—hladké, nebudeme délat pro kazdé F(s)
zvlast, ale udéldme je pro vdechna F(1),...,F(|z]) najednou.

Vytvofime pole V délky |z], které inicializujeme:

V([s] + F(s) pro véechnas=1,...,|z]
(Aneb bude zde subexponenciélni prostorova slozitost.)
Pokud vydélime kazdé V/[s] véemi prvodisly pi, ..., px < y tolikrat,
kolikrat to pujde beze zbytku, tak nam y—hladka cisla propadnou
sitem:

F(s) je y—hladké, pravé kdyz po déleni vs. p; < y je V[s] = 1.
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Kvadratické sito (QSF)

Sitovaci procedura

Urychleni spociva v tom, ze libovolnym prvocislem p < y budeme
délit jen ta F(s) (resp. V[s]), ktera jimi délitelnd jsou:
p | F(s), pravé kdyz F(s) =0 v Zp, coz nastane,
pravé kdyz s (resp. [s], € Z,) je kofenem F(x),
ktery chdpeme jako polynom nad 7.
Kvadraticky polynom F(x) = (x + m)? — n mlze mit v télese Z,
nejvyse dva koreny, oznacme je si, S».
Prvocislem p jsou délitelna pravé ta F(s), pro néz s = s; + Ip,
kde sj € {s1, 5} a | € N libovolné takové, aby vyslo s < |z].
(Zapamatujeme si téz "kolikrat” Ize F(s) délit timto p, kvili
prvociselnému rozkladu.)
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Kvadratické sito (QSF)

Koreny kvadratu nad 7,

Chceme najit kofeny polynomu F(x) = (x + m)? — n v télese Zp,.

e Nad 7 je F(x) = x> + m? — n, kde n je liché (predpoklad).
Pro m sudé je F(x) = x?> — 1 a m4 dvojnasobny koren 1 € Z5.
Pro m liché je F(x) = x> a ma dvojnasobny koren 0 € Z,.

e Nad Z, pro p > 2 je F(x) = 0, pravé kdyz (x + m)? = nv Z,,.
Neni-li n ctverec v Z3, pak F(x) nemd kofen v Z,,.
Je-li n = (+d)? &tverec v Z3, pak F(x) mé dva kofeny v Zp,
ato —m = d. (Pfitom n € Zj, diky predpokladu p{ n.)
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Kvadratické sito (QSF)

Koreny kvadratu nad 7,
Pro hledani kofenli v Z,, kde p > 2 je prvocislo, potrebujeme:
© Umét poznat Ctverce v Z);:
Eulerovo kritérium: a € Z3, je Ctverec, jen kdyz a7 =1v s,
@ Umét poditat druhé odmocniny v Zj;:
e Je-li p=3(mod4), pak Ctverec a € Zj, md druhé
odmocniny £b = +a% v Ly
e Pro libovolné p existuje algoritmus na hledani druhych
odmocnin v Zj, ktery pracuje v Case
O(len(p)3 + hlen(h)len(p)?) C O(len(p)3len(len(p))),
kde p — 1 =25/, i je liché.
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Sitovaci procedura

Let py, ..., px are all primes upto y.
e for s<— 1to |z] do V[s] + F(s) enddo
e for i < 1 to k do
@ find roots of F(x) in Z, (there are at most two of them)
@ for every root s; do
@ S5
e while s < |z] do
e e+ 0
repeat V|[s] @ e+e+1
until p; ¥ V[s]
put in list of divisors D[s] for s prime power pf
sS4 s+ p; enddo

e enddo, enddo

e F(s) is y—smooth iff V[s] =1
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Kvadratické sito (QSF)

Cas béhu sitovaci procedury

Predpokladame, ze y,z = e'"(")%ﬂ(l) = e\/m.
Odtud len(y) = len(n)%.

e Inicializace pole V trva O(zlen(n)?).

@ Vypocet korenii polynomtii F(x) nad véemi Z,, (vSech
prvocisel p; <y je k, tedy k < y = z) trva zhruba
O(klen(y)*) = O(klen(n)?).

@ Vlastni sitovani trvd O(3_,<, Z len(p) len(n)?), coz je zhruba
O(zlen(n)3). To je &as dominantni nad predchozimi asy.
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Kvadratické sito (QSF)

Cas béhu sitovaci procedury
Podivejme se podrobnéji na odhad casu pro sitovani.
@ Pro kazdé prvocislo p; < y najdeme nejvyse dva koreny s, s
a kazdy kofen d& = hodnot F(s) délitelnych p;.
Pritom jedno F(s) Ize délit cislem p; nejvyse log), (F(s))—krét,
coz je O(len(n)) déleni. Pro p; potfebujeme &as
O(Z len(pj) len(n)?) = O(Z len(n)?9).
@ Secteme cCasy pro vSechna p;:
O(Z, 1 7 len(n )2®) = O(zlen(n)3).

Odhadli jsme sumu integralem:

N|=

Z / —dy =[Iny]{ =Iny € O(len(n)2)

Pi <y
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Algoritmus QSF - 1'st stage

@ m« |n], F(x)=(x+m)*>—n
@ repeat

o use the sieving procedure with parameter z
(it creates fields V and D of length |z])
0 Z<+ 2z

@ until V[s] =1 for at least k + 1 different values of s
@ for the first k + 1 values of s such that V[s] =1 do

@ 3+ S+ m ' _
o find in D[s] the factorization of a> = p;" - ...- p/* in Z,
o Vi + (ej,...,e;,)in Z*k enddo

2. faze je stejna jako v SEF - Gaussova eliminace nad Z; a dopocitani
druhé odmocniny z 1. Pokud je tato rlizna od +1, najdeme faktor n.
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Analyza algoritmu QSF

Ocekavany cas algoritmu QSF
o 1. fize QSF: E(TIMEL) = O(zlen(n)®) = O(% len(n)?)
e 2. faze QSF: TIME2 = O(k3len(n)?)
@ Ocekavany ¢as pro QSF: E(TIME) = O((g + k3)len(n)3)

Dosadime-li za k a & (podobné jako v SEF), ziskime odhad:

E(TIME) < (o) max{3 g5 In(in(m)-+in(y):3In(y)}
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Analyza algoritmu QSF

Volba parametru y

Chceme zvolit parametr hladkosti y tak, aby byl odhad minimalni.
Oznaéme p = In(y), A= In(n) In(In(n)).

Chceme najit minimim pro funkci f(u) = max{%é + p; 3}
Funkce fi(p) = %ﬁ -+ @ nabyvd minima v bodé p = @,

hodnota minima je VA.

Funkce f(p) = 3u nabyva v tomto bodé hodnoty 2\F > VA.

Protoze je funkce f(u) rostouci, bude bod minima funkce
f(p) = max{fi(un); (1)} pred bodem minima funkce f1(u),
bude to bod, v némz se grafy téchto funkci protinaji:

fi(n) = fa(p) pro p = 55VA

Hodnota minima funkce (1) je 2\[ A.
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Volba parametru y

"
N

3

3
N
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Analyza algoritmu QSF

Ocekavany cas algoritmu QSF

2

Volime parametr hladkosti: y = e2 VA =e In(n) In(In(n))

Potom bude parametr sita: z = 5 =e Gzt )V () In(in(m))

Vsimnéme si, Ze y i z splnuji predpoklady naseho vypoctu.
y ) y y

P¥i téchto y a z bude ocekavany ¢as algoritmu QSF
E(TIME) < elavato)/in(mnlin(m)

I

tedy subexponencialni s konstantou % = 1,061 v exponentu.
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Analyza algoritmu QSF

Ocekavany cas algoritmu QSF

P¥i uréovani parametru y nas vlastné zdrzela Gaussova eliminace.
Matice, kterou eliminujeme, je fidka - obsahuje exponenty prvocisel
ve faktorizaci nalezenych y—hladkych ctverci.

Pouzijeme-li specidlni algoritmy pro reSeni soustavy k rovnic

o (k 4 1) nezndmych s ¥idkou matici, ptijde to v &ase O(k?>+°(1)).

Potom bude funkce f2(1) = 2p a nalezeny bod minima p = ‘F

funkce fi(u) je zdroven bodem minima funkce f(u).
Hodnota minima bude v/A.

V tomto pfipadé pro parametr hladkosti y = e2V/In(n) In(in(n))
bude z = e(l+oM)y/In(n)In(in(n)) 3 ogekivany &as algoritmu QSF

E(TIME) < e(t+e()y/In(n)In(in(n)
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Volba parametru y

F(x) = max{fi(u), fo(p)}

I

N
N
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Dodatek

Dalsi subexponencialni algoritmy na faktorizaci

@ Algoritmus pouZivajici sito nad ¢iselnym télesem pracuje
v oCekavaném case

E(TIME) < o(c+o(1)) In(n)3 In(in(n)) 3

)

kde zatim zndma nejmensi konstanta ¢ = 1,902 (heuristicky
ovéreno).

@ Faktorizace pres eliptické kiivky ma ocekdvany cas
E(TIME) < e(V2ro)V/In(p) In(In(p)) | () 0(1),

kde p je nejmensi prvocislo, které déli n (heuristicky ovéreno).
Tento algoritmus ma, na rozdil od ostatnich, polynomialni
prostorovou narocnost.
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Algoritmus SEF a QSF

Literatura

@ Shoup: A Computational Introduction to Number Theory and
Algebra. Kapitola 15.

@ Linedrni prostory nad télesem najdete tamtéz v kapitole 13.
http://shoup.net/ntb/
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