Pocitani modulo n
a jeho casova slozitost
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Alena Gollova Casova slozitost vypoétia modulo n 1/30



Obsah

© Pocitani modulo n - dokonéeni
@ Umocnovani v 7,
o Cinska véta o zbytcich
@ Rezidualni aritmetika

© Casova slozitost vypoéta modulo n
@ Asymptotickd notace
@ Zakladni aritmetické operacev Z av Z,
@ Eukleiddv algoritmus a rezidudlni aritmetika

Alena Gollova Casova slozitost vypoétia modulo n 2/30



Umociiovéni v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Umocnovani v 7,

PFi sc¢itani a nasobeni v Z, miZeme Cisla nahradit jejich zbytky
modulo n. Miizeme néjak zmensit exponent pfi umocrnovani?

Cisel v Z, je kone¢né mnoho, vysledky mocnin se musi opakovat:

Existuji k> /€N tak, ze a* =2

Pokud je a invertibilni v Z,,, ziskdme odtud a¥=/ = 1. Mocniny
Cisla a se cykli s periodou k — /.
Jaka je spole¢na perioda pro vsechna invertibilni a € Z,,?
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Euler-Fermatova véta

Mala Fermatova véta

Necht p je prvocislo, k € Z.
Pro kazdé a # kp je a1 =1 (mod p).

Euler-Fermatova véta

Pro kazdé a € Z,,, a nesoudélné s n, je a*(n =1y Z,.

Aneb: Je-li zaklad nesoudélny s n, mizeme exponent zmensit
modulo ¢(n).

Alena Gollova Casova slozitost vypoétia modulo n 4/30



Umociiovéni v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Euler-Fermatova véta

Eulerova funkce
¢ : N — N:¢(n) = pocet ¢isel mezi 0 az (n-1) nesoudélnych s n
Pro vypocet Eulerovy funkce plati nasledujici vzorce:

@ p(p)=p—1 pro p prvolislo

e p(pk) = p* — pk1 = pk~1(p—1) pro p prvodislo a k € N

@ o(n-m)=¢(n)-¢(m) pro n,m e N navzajem nesoudélnd

Priklady

1) ©(100) = (22 -5%) = (4 — 2) - (25 — 5) = 40; (1) = 1.
Zname-li prvodiselny rozklad ¢isla n, umime spocitat ¢(n).
2) 5% = 5% = 13 v Z;3, protoze gcd(5,18) = 1 a ¢(18) = 6.
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Umociiovéni v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Euler-Fermatova véta

Eulerova véta

Necht (G, o) je koneéna grupa o n prvcich s neutralnim prvkem 1.
Pro kazdé a € G plati: 8" =aocao...oa=1v G.
—_—

n-krat

Euler-Fermatova véta je specidlnim pripadem Eulerovy véty
aplikované na grupu (Z3, -) invertibilnich prvkd v monoidu (Z,, -).

Z, ={a € Z,; aje nesoudélné s n}

Pocet prvki této grupy |Z%| = ¢(n), neutrdlni prvek je 1.
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Umociiovéni v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Hledani inverznich prvkia v 7,

Poznamka
Euler-Fermatovu vétu Ize pouzit pro poditani inverznich prvki v Z,.
Je-li a nesoudéIné s n, pak a1 = a#("N-1y 7,

K vypoctu lze pouzit algoritmus opakovanych ¢tverci.

Poznamka

Pokud a neni invertibilni v Z,,, pak také existuji exponenty k > /
tak, ze ak = a/. Mocniny prvku a se cykli s periodou k — /, ale
7adna mocnina neni rovna 1, tj. a¥ # 1 v Z, pro kazdé k > 0.
Jinak, kdyby ak = 1 v Z,,, tak by existovalo a—! = a2k~ 1.
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Algoritmus opakovanych ctvercu

Po&itdme aP v Z,, postupnym umociiovanim na druhou.
n

NapiSeme exponent bindrné: b = (bk_1 ... bp)2

Vytvorime posloupnost prikazd X="times a in Z,",

S="square in Z," takto:

Do kazdé mezery v binarnim zapisu dame pfikaz S, tim vznikne
k prihradek. Do prihradky dame prikaz X, pravé kdyz je na
prislusném misté binarniho zapisu 1, jinak nechdme prihradku
prazdnou.

Za¢neme od a® = 1 a vykonavame prikazy po fadé zleva doprava.

Pfiklad
Cislu b = 13 = (1101), odpovida posloupnost XSXSSX.
213y 700 15224 % 834316 5 12 =213
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Umociiovéni v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Algoritmus opakovanych ctvercu

Vstup: pfirozena cisla a, b, n
Vystup: a® v Z,
Necht b = (bk_1 ... bp)2 je bindrni rozvoj exponentu b.
e c+1
@ for i < k —1 down to 0 do
e c+c%inZ,
o if bj=1then c< cain Z,

@ output ¢

Casov4 sloZitost - provadi se nejvyse 2 log,(b) nasobeni v Z,,.
Prostorova sloZitost - podita se s &isly mensimi nez n?.
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Cinska véta o zbytcich

Cinska véta o zbytcich

Necht ny, ..., ng jsou po dvou nesoudélna prirozena Cisla,
ai, ..., ak jsou libovolna prirozena Cisla.
Pak soustava rovnic

x = aj (mod n;) pro vSechna 1</<k

m4a FeSeni.
o B 1A iR et : p k
Navic kazda dvé feSeni a, b jsou kongruentni modulo n = [[:_, n;.
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Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Cinska véta o zbytcich

Dukaz
Dikaz existence reSeni ndm ddva universdlni ndvod na reseni
zbytkovych soustav, proto ho zde uvedeme.
Nejprve pro kazdé 1 < i < k vyresime specialni zbytkovou
soustavu:

x =1 (mod n;) a x =0 (mod nj) pro j # i.
Regeni i—té zbytkové soustavy, oznaéme ho jako g;, nalezneme

takto:
qi = (Hj;éi n;)t;, kde t; = (H#,- nj)_1 v Zp,
(diky nesoudé&lnosti &isel ny, ..., ny tento inverzni prvek existuje).

, . . k 357
Nyni se snadno nahlédne, ze a =), ; a;q; feSi zadanou zbytkovou
soustavu.
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Cinska véta o zbytcich

Priklad

Reste zbytkovou soustavu:

x =2 (mod 4), x =0 (mod 5), x =1 (mod 9), x =2 (mod 11)
Misto g; pouZzijeme znaceni qp,.

qs =5-9-11-t, kde t dopocteme v Z4: t = (1-1-3)71 =3.
Analogicky spo¢teme ostatni gp,.

Vyjde gqa = 1485, g5 = 396, q9 = 1540, g11 = 540.

Potom x = 2q4 + 0gs + 1qg + 2g11 = 1630 je jediné resSeni v Z19g0,
protoze 1980 =4-5-9 . 11.
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Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Zbytkové soustavy obecné

Pokud ny, ..., nk nejsou nutné po dvou nesoudélnd prirozend disla,
pak soustava rovnic

x = a; (mod nj) pro vSechna 1</ <k

muze, ale nemusi mit feseni. Ma-li soustava reseni, pak kazda dvé
reSeni a, b jsou kongruentni modulo n = lem(ny, ..., ng).

Priklady

1) Soustava x =1 (mod 2), x = 0 (mod 4) jisté nem3 Feseni.

2) Soustava x =1 (mod 2), x = 3 (mod 4), x =1 (mod 5) ma
reSeni x = 11 + 20t pro kazdé t € 7.

Nalezneme ho vyresenim dvou Diofantickych rovnic, které ziskame
ze vztahl: x =2k +1=4/4+3=5m+ 1 pro k,I,me”Z

Alena Gollova Casova slozitost vypoétia modulo n 13/30



Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Tvrzeni

Necht nq, ..., ng jsou po dvou nesoudélna prirozena cisla a necht
17k . -

n = [[;_; ni. Definujme zobrazeni:

0:Zn— Zp, X ...xX 2Ly, :|a]n— ([3]ny,- -, [a]n)

@ Definice je korektni, nezavisi na volbé representanta tfidy [a],.
@ Zobrazeni 6 je bijekce (vzajemné jednoznaéné).
© Pro viechna «, 8 € Z,,, kde §(a) = (a1, ..., axk),
0(B) = (51, -+, Bk), plati:
0(a+ B) = (1 + B, - -y o + Bk), 6(0) = (0,...,0),
0(—a) = (—a1,...,—a);

O(a-B) = (a1 Br,.-- k- Bk), (1) = (1,...,1),
o € Zj, iff kazdé a; € Z;,. Tehdy O(a ) = (a7l,...,axh).
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Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Poznamky

@ Zobrazeni # bychom mohli definovat pres zakladni
representanty trid v Z,,, tj. zbytky po déleni n, takto:

Necht ni, ..., ng jsou po dvou nesoudélna prirozend Cisla,

necht n = HLI n;.

Pro libovolné 0 < a < n oznaéme jeho zbytek po déleni cislem

n; jako a;, tedy a = a; (mod n;), 0 < a; < n;. Pak zobrazeni
0:2n— Zp, X ...x2Zp, :a+>(a1,...,a)

je tzv. (Cinské) zbytkové zobrazeni.

@ Predchozi tvrzeni fika, ze zbytkové zobrazeni 6 je okruhovy
izomorfismus, ktery respektuje invertibilni prvky.
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Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Poznamky

@ Restrikce zobrazeni § na mnozinu Z}, je bijekci mnoziny Z7,
na mnozinu Z; X ...x 2y, , které je grupovym izomorfismem.

@ Jsou-li n, m navzdjem nesoudélnd prirozend Cisla, pak
@(n-m) =¢(n) - g(m).

Dusledek

Necht n = Hfle p;’, kde p; jsou navzdjem riizng prvodisla,
aneb jejich mocniny jsou po dvou nesoudélné.
Chceme-li pocitat v Z,, sta¢i umét pocitat v prislusnych pre,-

a pouzit Cinsky zbytkovy izomorfismus.
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Rezidualni aritmetika

Chceme pocitat s &isly v rozmezi —M < ¢ < M, respektive

s Cisly v rozmezi 0 < ¢ < 2M.

Zvolime sadu po dvou nesoudélnych Cisel ny, ..., ng tak, aby
n= Hfle n; > 2M (jen o trochu vétsi). Spoéteme pro tuto sadu
universalni koeficienty g;, 1 < i < k.

Veskeré vypocty provadime rezidudlné v kazdém Z,, a vysledek
v Z,, dopoéteme pomoci Cinské véty o zbytcich.

Vime-li, ze vysledky jsou v rozmezi —M az M, pak cislo

M < ¢ < 2M odpovida vysledku —M < c—n < 0.
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Umocriovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Priklad
V Z19g0 spottéte a- b, aP, a1 pro &isla

a = 31313131313, b = 123456789.
Vime, ze 1980 =4-5-9 - 11, tedy Z19g0 = Z4 X Z5 X Zg X Z11.
Universalni g, pro tuto nesoudélnou sadu &isel jsou

qs = 1485, g5 = 396, g9 = 1540, g;1 = 540.
0(a) = (1,3,5,2), (b) = (1,4,0,5).
f(a-b)=(1-1,3-4,5-0,2-5)=(1,2,0,-1).
Odtud a- b= 1qg4 + 295 + 0g9 — 1g11 = 1737 v Z19g0.
0(a?) = (1°,3P,5P 2b) = (11,31,53,29) = (1,3, —1,6), poutili
jsme Euler-Fermatovu vétu v kazdem Zp,. Odtud ab = 413 v Z49g0.
f(at) = (171,371,571 271) = (1,2,2,6), a1 = 677 v Z1950.
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Umociiovani v Z,
Cinska véta o zbytcich
Rezidualni aritmetika

Pocitani modulo n - dokonceni

Rezidualni aritmetika

Véty o délitelnosti

Necht a = fozo aj - 10', kde a; jsou Cislice, cifry.
0 a= Y% ,a (mod 3), resp.(mod 9)
0 a=>K (~1)'a (mod 11)

Necht a = Zf'(:o t; - 1000°, kde t; jsou troj&isli, trojciffi.
@ a= Zf-‘zo(—l)it; (mod 7), resp.(mod 13)
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Asymptoticka notace
(e R vl s @ Zakladni aritmetické operace v Z av Z,
yp Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Asymptoticka notace

Definice
Necht f a g jsou redlné funkce a g(x) > 0 (staci, aby funkce byly
definované a g nezdpornd " pro vSechna dostate¢né velka x").
o € O(g), kdyz existuje ¢ > 0 a existuje xp € R tak,ze pro
vSechna x > xp je |f(x)| < cg(x).
o f € Q(g), kdyz existuje ¢ > 0 a existuje xp € R tak,ze pro
vSechna x > xp je f(x) > cg(x).
o f € ©(g), kdyz existuji c,d > 0 a existuje xp € R tak,ze pro
vSechna x > xg je dg(x) < f(x) < cg(x).
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

Casova slozi vypocti modulo n Py g q
(CasovalsloZitostivypottifmodulo Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Asymptoticka notace

Definice

Necht f a g jsou redlné funkce a g(x) > 0 (stadi, aby funkce byly
definované a g nezapornd " pro viechna dostate¢né velkd x™).

o f € o(g), kdyz pro kazdou ¢ > 0 existuje xp € R tak, ze pro
vSechna x > xp je |f(x)| < cg(x).
o € o(g), kdyz limy .o £ = 0.

o f ~ g (asymptoticky ekvivalentni), kdyZz limy_, % =1

|
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Asymptoticka notace
Z3akladni aritmetické operace v Z av Z,

Casova slozi vypocti modulo n Py 5 q
(CasovalsloZitostivypottifmodulo Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Representace cisel

Délka cisla

Délka celého Cisla a je pocet bitidl v binarni representaci |a|, tedy
o len(a) = |log, |a|| + 1, pokud a # 0
@ len(a) =1, pokud a=0

Representace velkych celych cisel

Velka cela Cisla se v paméti uchovavaji jako vektor slov délky
len(B) spolu se znaménkovym bitem:

k—1
a = :I:Z a,-Bi = j:(ak_l, 5oy ao)B
i=0

Napt. v jazycich C a Java na 32—bitovych pocitacich pro typ
Integer je B = 215. Potom len(a) = klen(B) = O(k).
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Asymptoticka notace
Z3akladni aritmetické operace v Z av Z,

Casova slozi vypocti modulo n Py 5 q
(CasovalsloZitostivypottifmodulo Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Zakladni aritmetické operace v 7

Tvrzeni
Necht a, b jsou cela cisla. Predpokladejme, ze secteni i
vynasobeni dvou bitl trvd 1 jednotku casu.
@ a+ b se spocte v ¢ase O(len(a) + len(b)).
@ a- b se spocte v ¢ase O(len(a)len(b)).
@ Pokud b # 0, a= gb + r, ¢astecny podil g a zbytek r se
spoctou v ase O(len(b)len(q)).
Pritom len(a) — len(b) — 1 < len(q) < len(a) — len(b) + 1.

@ Nasobeni a déleni Cisla a mocninou 2" se spocte v Case
O(len(a)), nebot je to jen posun bitd doleva ¢i doprava.
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Asymptoticka notace
Z3akladni aritmetické operace v Z av Z,

Casova slozi vypocti modulo n Py 3 q
(CasovalsloZitostivypottifmodulo Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Zakladni aritmetické operace v 7

Rychlejsi nasobeni
o Kilasicky algoritmus pro ndsobeni dvou cisel délky / v ¢ase
O(/?) neni nejrychlej$i. Pro nase odhady sloZitosti algoritmii
bude postacujici (budeme tedy mit horni odhad ¢asu).

o Karatsubiv algoritmus pro ndsobeni dvou Cisel délky /
potiebuje ¢as O(/'°%2(3)), pritom log,(3) = 1,58.

@ Pri pocitani s velkymi Cisly representovanymi v B =
soustavé se vynasobeni dvou slov délky 15 se déje v ramci
jednoho 32—bitového slova. Mlzeme predpoklddat, ze trva
jednotku ¢asu. Pak bude multiplikativni konstanta v odhadech
casu %—krét mensi. Volba B neovlivni teoretické vypocty, ale
hraje vyznamnou roli v praxi.

215 4rni
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Asymptoticka notace
Z3akladni aritmetické operace v Z av Z,

Casova slozi vypocti modulo n s A .
(CasovalsloZitostivypottifmodulo Eukleidav algoritmus a rezidualni aritmetika

Zakladni aritmetické operace v 7,

Tvrzeni

Necht a, b jsou Cisla ze Z, (0 < a,b < n), exponent e € N.
Operace provadime v Z,, a vysledek je v rozmezi 0 < ¢ < n.

@ a = b se spolte v ¢ase O(len(n)).

@ a- b se spocte v ase O(len(n)?).

@ a¢® se spocte v ¢ase O(len(e)len(n)?) algoritmem
opakovanych Ctverci.

o Je-li ged(a, n) =1, pak se a° spocte v Case
O(len(e) len(n) + len(n)3) algoritmem opakovanych &tverct
s pouzitim Euler-Fermatovy véty.

o Je-li gcd(a, n) = 1, pak se a~! spocte v ¢ase O(len(n)3)
algoritmem opakovanych ctvercd.
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

(Casovalslozitostivypoktilmoduloly Eukleidiv algoritmus a rezidualni aritmetika

Casova slozitost Eukleidova algoritmu

Eukleidovym algoritmem poditame ged(a, b), kde a > b > 0.
@ Pocet déleni se zbytkem je O(len(b)).
@ Hruby odhad celkového ¢asu je O(len(b)?len(a)).

@ Lze dokazat vice: Euleiddv algoritmus potrebuje cas

O(len(b) len(a)).

Rozsifenym Eukleidovym algoritmem spoéitame ged(a, b)
a déle s, t € Z takové, ze sa+ tb = ged(a, b).
@ Rozsifeny Euleidiv algoritmus potrebuje ¢as O(len(b) len(a)).
o Je-li ged(a, n) = 1, pak se a~! spocte v ¢ase O(len(n)?)
rozsirenym Euleidovym algoritmem.
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

(Casovalslozitostivypoktilmoduloly Eukleidiv algoritmus a rezidualni aritmetika

Casova slozitost rezidualniho pocitani

Pocitame s celymi Cisly a, b, vysledky budou v rozmezi —M az M,
respektive 0 az 2M.

@ Zvolime sadu "malych navzdjem nesoudélnych cisel”, vétsinou
prvolisel py, ..., px tak, aby n = Hf-;l pi > 2M.
Vechna prvoéisla p; < 2€, kde C je konstanta.
Potitat budeme rezidualné pomoci Cinské véty o zbytcich.
@ Universalni koeficienty g;, 1 < i < k, pro Cinskou vétu
o zbytcich se spoctou v &ase O(len(n)?),
pfitom len(q;) ~ len(n).
Tyto koeficienty ovsem pocitdme pouze jednou!
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

(Casovalslozitostivypoktilmoduloly Eukleidiv algoritmus a rezidualni aritmetika

Casova slozitost rezidualniho pocitani

@ Zbytky a;, b;j pro Cisla a, b modulo p;, 1 < i < k, spo¢teme
v ¢ase O(Clen(n)) = O(len(n)).

@ Aritmetické operace v 7, trvaji konstantni Cas:
aj + b;, aj - b;, resp. af, afl, je-li ged(a;, n) = 1,r < pj,
se v kazdém Z,, spottou v &ase nejvyse O(C3) = O(1).

@ Redeni pfisludné zbytkové soustavy pro a=+ b, a- b,
resp. a°, a1 v Z,, je-li gcd(a, n) = 1, je linedrni kombinaci
koeficientli g; provadénou v Z, a dopocte se v Case
O(kClen(n)) = O(len(n)).

@ Rezidudlni poditani (s predpocitanymi g;) funguje v linedrnim
¢ase s multiplikativni konstantou kC.
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

(Casovalslozitostivypoktilmoduloly Eukleidiv algoritmus a rezidualni aritmetika

Casova slozitost rezidualniho pocitani

Poznamka

216 290 000

Soucin vSech prvocisel mensich nez je priblizné
Mizeme rezidualné scitat a nasobit Cisla o 45000 bitd v linedrnim
case.

Odhad multiplikativni konstanty: prvocisel do 20 je k = 5000,
vynasobeni zbytk(i bude v ramci 32—bitového slova v jednotkovém
Case. Tedy je to zhruba 9—krat rychlejsi nez kvadraticky cas.
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Asymptoticka notace
Zakladni aritmetické operace v Z av Z,

(Casovalslozitostivypoktilmoduloly Eukleidiv algoritmus a rezidualni aritmetika

Casova slozitost vypoctii modulo n
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