Konecné grupy

9. a 10. prednaska z kryptografie

Alena Gollova Konecné grupy 1/20



Obsah

o Rad prvku v grupé

© Cyklické grupy

Alena Gollova Koneéné grupy 2/20



Rad prvku v grupé

Rad prvku v grupé

Podle Eulerovy véty pro kazdy prvek a v n-prvkové grupé G plati:
a" =1 v G. Pro konkrétni prvek a ale nemusi byt n tim nejmensim
exponentem, na ktery musime umocnit, aby vyslo 1.

Definice

Necht (G, -) je grupa s neutrdlnim prvkem 1, a € G.

Nejmensi prirozené Cislo r > 0 takové, ze a" =1 v grupé G, se
nazyva rad prvku a v grupé G. Znadime r(a).

Pokud takové r neexistuje, fekneme, ze prvek a ma nekonecény rad.

Priklad

5=1{1,2,4,5,7,8,}, |Z = (9) = 6
r(8) =2, 1(4) =3, 1(2) = 6
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Rad prvku v grupé

Rad prvku v grupé

Poznamky

@ Zname-li r(a) v grupé G, usnadni ndm to umocriovani:
pfi vypoltu ak miizeme v exponentu poditat modulo r(a).

@ Je-li grupa aditivni (G, +) s neutrdlnim prvkem 0, pak Fad je
nejmensi r > 0 takové, ze ra=a+...+a=0.

———
r-krat

@ Rad prvku a v grupé G je roven ¥adu cyklické podgrupy (a).

(Toto tvrzeni je vlastné alternativni definici.)
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Rad prvku v grupé

Rad prvku v grupé

Tvrzeni

Necht G je konecna grupa.
Pro kazdé a € G plati: 1(a) | |G|

Eulerova véta

Necht G je konecna grupa.
Pro kazdé a € G plati: al¢l =1.

Poznamka: Zatim jsme podali diikaz Eulerovy véty pro komutativni
grupy, ale v Lagrangeové vété jsme komutativitu nepotrebovali.
Diky ni (a pfedchozimu tvrzeni, které z ni bezprostfedné vyplyva)
mdame Eulerovu vétu dokazanu i pro nekomutativni grupy.
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Rad prvku v grupé

Rad prvku v grupé

Tvrzeni
Necht G je konecnd grupa, a,b € G.
@ ak =1 v grupé G pravé, kdy? r(a)| k
e r(a7t) =r(a)
@ Necht navic G je Abelova grupa (nebo aspon ab = ba).
Pokud jsou r(a), r(b) nesoudélné, pak r(ab) = r(a)r(b).
Tvrzeni
Necht Gi, Gy jsou kone¢né grupy, (a1, az) € G1 X Gp.

o r(a1, a) = lem(r(a1),r(a2))
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Rad prvku v grupé
Rad prvku v grupé

Tvrzeni
Necht G je konecna grupa, a € G.

o 1(a") = iy

e specialné, pokud d | r(a) , pak r(a%) = @
Dusledky

o r(a¥) =r(a) pravé, kdyz ged(k,r(a)) =1

@ cyklicka podgrupa (a) ma celkem ¢(r(a)) generatord
Priklad
Zy = (2), protoze r(2) = 6 = |Z§|.

V&echny prvky Fadu 6 v Z§ jsou tvaru 2%, kde ged(k,6) = 1.
Odtud k € {1,5} a prvky fadu 6 jsou 2! =2 a 25 =5,
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Definice

Grupa G se nazyva cyklickd grupa, pokud pro néjaky prvek a € G
je G = (a). Prvek a je generator grupy G.

Tvrzeni
@ Cyklické grupy jsou Abelovy.
@ Konecna grupa G fadu n je cyklickd pravé, kdyz obsahuje
prvek a fadu r(a) = n.
o Cyklickd grupa fadu n ma celkem ¢(n) generatora.
Pravdépodobnost, ze pfi ndhodné volbé prvku a € G najdeme
generator, je @.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Tvrzeni
Prvek a € G je generator konecné grupy G radu n pravé, kdyz je
splnéna nékterd z podminek:

@ a" # 1 pro kazdé r < n, kde r|n

@ a" #1 pro kazdé r = %, kde p je prvodislo a p|n

Priklady
e Grupy (Z,+), (Zn,+) jsou cyklické s generatorem 1.
o Zs = {1727475)7)8) }v ‘Z;;| = 90(9) =6
r(2) = 6, tedy grupa (Zg, -) je cyklickd s generatorem 2.

o (Z3 = {+£1,43},-) neni cyklick grupa, nebot a®> = 1 pro
kazdé a € Z3.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Priklad
Je dana grupa 734 = 719 \ {0}.
o |Zie| = ¢(19) = 18 = 2 - 32, Mozné tady jsou 1,2,3,6,9,18.
@ Najdéte generdtor v Zj,:
Zkusime a = 2: 26 = 7 # 1 (odtud také 22 # 1, 23 £ 1),
29 = —1+#1, tudiz r(2) = 18 a 2 je generétor v Z3,.

@ Pravdépodobnost trefy do generdtoru je P = %;8) = %
@ Urcete r(8) a pouzijte ho pfi vypoctu 8% v Z1q:

r(8) =r(23) =2 =6, 81 =8° =18 v Zy,.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Véta
o Kazdd nekonecnd cyklickd grupa je izomorfni s grupou (Z,+).

o Kazd3 cyklickd grupa fadu n je izomorfni s grupou (Z,, +).

Ptislu$ny isomorfismus je f : k — a¥, kde a je generator grupy.

Podgrupy konecnych cyklickych grup
e Podgrupy v (Z,,+) jsou tvaru dZ, = (d), kde d | n. Pfitom
podgrupa dZ, = {di,1 <i < 5} ma § prvki.
Navic: diZ, C doZ,, pravé kdyz d, | di, pravé kdyz dil | d%'
@ Necht G = (a) je cyklickd grupa fadu n.
Podgrupy v (G, -) jsou tvaru G¢ = (a“), kde d | n. Pfitom
podgrupa G¢ = {a,1 <i < 2} ma 4 prvka.

Navic: G C G%, pravé kdyz dy | di, pravé kdyz dll | d%'
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Tvrzeni
Necht G = (a) je cyklickd grupa fadu n.
o Kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka.
@ Pro kazdé r | n je v G jedina podgruEa radu r.
Je to podgrupa H, = (b), kde b = ar je prvek fadu r.
@ Necht H, je podgrupa fadu r a Hs podgrupa fadu s v G.
Pak H, C Hs, pravé kdyz r | s.

Dusledek
@ Necht G = (a) je cyklickd grupa fadu n.
Pokud r | n, pak je v grupé G pravé ¢(r) prvkd radu r.
@ Pro Eulerovu funkei plati vzorec: 3, ¢(r) = n.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Reseni rovnic xk =1
Necht G = (a) je cyklickd grupa fadu n.
° E’okud r | n, pak ma rovnice x" = 1 pravé r feSeni v grupé G.
ReSenim jsou v§echny.prvky z jedigé r-prvkové podgrupy v G,
jsou tedy tvaru x = b', kde b= ar je prvek radu r, 1 < j < r.

@ Pro libovolné k € N ma rovnice xK =1 v grupé G pravé
d = gcd(k, n) Fedeni a redukuje se na rovnici x4 = 1.
Dusledek

Pokud je grupa (Z%,-) cyklickd a n > 2, pak ma rovnice x> = 1
praveé dvé reseniv Z, a to x = 1.
Pozndmka: V Z5 ma rovnice x> = 1 jediné fedeni x =1 = —1.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Priklad
Reste rovnici x?! = 1 v grup& Zj,.
o Uz vime, Ze |Z34| = ¢(19) = 18 a 2 je generator v Z73,.
@ Prvek a fesi rovnici x?* = 1 pravé, kdyz r(a) | 21.
Navic a € Z3,, tudiz r(a) | 18. Odtud r(a) | ged(21,18) =3
a rovnice se redukuje na rovnici x3 = 1.
@ Najdeme prvek b radu 3: b = 2% =26 =7,
Rovnice ma tfi feeni x; =7, o =72 =11, x3 = 73 = 1.
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Cyklické grupy

Cyklické grupy

Tvrzeni

Kazda grupa prvociselného radu je cyklicka.

Poznamka

Pfedchozi tvrzeni ale nic nefikd o cykli¢nosti/necykli¢nosti grup Z7.
Napt. grupa Z;, ma rdd ¢(p) = p — 1, coz neni prvocislo!
Strukturou grup Z} se budeme zabyvat na dalsi prednasce.
Prozradme dopredu tvrzeni, které se opird o fakt, ze Zp je téleso.

Tvrzeni

Pro kazdé prvocislo p je grupa Zj, cyklicka.
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Cyklické grupy

m—té mocniny a odmocniny

Tvrzeni

Necht G = (a) je cyklicka grupa faddu n a necht m € N.
Zobrazeni pp, : G — G : x — x je grupovy homomorfismus.
Necht d | n, aneb n = rd.
o Kerpy={geG,gd=1} = (ad) = (a") a ma d prvka.
o Impy ={g? g€ G} =(a%) ama 5 = r prvki.
Obé podgrupy maji stejnou strukturu, aneb pro |G| = rd je
@ Kerp, =1Impg, Imp, = Ker py.

Pro obecné m € N je pm = pd, kde d = ged(m, |G|).
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Cyklické grupy

m—té mocniny a odmocniny

Duasledek
Necht G je cyklicka grupa fadu n a necht d | n.
Prvek b € G je d—tou mocninou (b = c? pro n&jaké c € G),
pravé kdyz bd = 1.
Eulerovo kritérium pro Z;,
Necht p je liché prvodislo.

@ Prvek b € Z}, je ¢tverec (b = c?), pravé kdyz b =1.

V tomto pripadé ma b dvé druhé odmocniny =+c.
@ Prvek b € 7}, je nectverec (b # c?), pravé kdyz b7 = 1.

@ Soucin dvou prvki je ¢tverec, pravé kdyZ bud oba jsou Etverce
nebo oba jsou nectverce.
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Cyklické grupy

m—té mocniny a odmocniny

Duasledek
Necht p je liché prvodislo.
e —1 € Z je Ctverec, pravé kdyz p = 1 (mod 4).
e —1 € Z; je nectverec, pravé kdyz p = 3 (mod 4).

Poznamka mimo hru

Komplexni ¢isla nad Z,, tvofi téleso, pravé kdyz p = 3 (mod 4).
Zp[i] = Zp[x]/x*> + 1 a polynom x2 + 1 je ireducibilni nad Z,,,
pravé kdyz nema korfen v Z,, tj. pravé kdyz —1 je zde nectverec.
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Cyklické grupy

m—té mocniny a odmocniny

Priklad

Grupa Zjy ma 7ad 18 a generdtorem je a = 2.
@ Rovnici x> =1 te$i x € {20 =7/ 1 < j <3} = {7,11,1}.
@ Toto jsou pravé viechny prvky z (Z34)°.
@ Prvek b = 3 je neltverec, nebot 3° = —1 v Zj,.

@ Prvek b =15 je &tverec, nebot 5% = 1 v Z3,.
Rovnice x2 =5 ma tedy dvé feseni x = £c, kde hrubou silou
najdeme ¢ = 9. Tedy x3 =9, x, = —9 = 10.

Alena Gollova Konecné grupy 19/20



Cyklické grupy
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