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Priklady

Priklad 1. Kolik otazek je tfeba v praméru polozit, abychom se dozvédéli datum narozeni
¢lovéka (den v roce), pokud odpovédi jsou pouze ano/ne a tdzany odpovidd pravdivé? Uvazujte,
ze kazdy 4. rok je prestupny.

Priklad 2. Je Vam nabidnuta tGcast ve hie v kostky. Mate na vybér mezi dvéma kostkami, které
nejsou symetrické a maji nasledujici pravdépodobnosti padnuti jednotlivych stran:

p=(27,27°,27,27,279,3.277),
g=(27%,27%273273273 27%)

Preferujete-li symetrii kostky, kterou z nich si vyberete? Bude pro Véas vyhodnéjsi, kdyz se pred
zaCatkem hry vylosuje kostka, se kterou se bude hrat?

Piiklad 3. Pfi vysilani dvouprvkové abecedy {-, —} se zkresli 8% tecek a 2% Carek. Zprava, ve
které se tecky a carky vyskytuji rovnocetné, obsahuje 154 bitl informace. Kolik z nich uvedeny
informac¢ni kanal v priméru prenese spravné?

Piiklad 4. Informacni zdroj X vysila znaky z abecedy X = {a1, as, a3, a4} s pravdépodobnostmi
px(a;),i=1,...,4. Na vystupu kandlu je pozorovan informaé¢n{ zdroj Y nad stejnou abecedou X.
Chybovost prenosu je popsana podminénymi pravdépodobnostmi py | x (aj|a;), 7,5 = 1,..., 4. Po-
kud jsou podminéné entropie H(Y|X = a;), i = 1,...,4 maximélni, jakd je vzajemnd informace
XaY?

Piiklad 5. Urcete rychlost entropie markovského zdroje informace s abecedou X = {a,b, c},
jehoz matice prechodu je

0 5 3
P=(10 0
01 0

Jakd je maximalni rychlost entropie libovolného markovského zdroje s abecedou X7 Odpovéd
zduvodnéte.

Pfiklad 6. Naleznéte (bindrn{) Huffmaniv kéd pro informacéni zdroj X popsany pravdépodob-

nostmi
111 2 2
3’55157 15 /) °



Urcete, zda je nalezeny Huffmantuv kéd optimdlni i pro zdroj Y s pravdépodobnostmi
11111
555’55/’

Priklad 7. Méjme kéd s témito ¢tyfmi kédovymi slovy:

a zdivodnéte proc.

0,10,110, 111.

a) Rozhodnéte, zda je tento kéd optimaln{ pro néjaky informacni zdroj, pfipadné popiste alesporl
dva informaén{ zdroje, pro néz je optimalni. b) Odstranime-li z posledniho kédového slova prvni
bit, bude takto upraveny kod jednoznacné dekédovatelny? Odpovéd zduvodnéte.

Piiklad 8. Pro informadni zdroj nad abecedou X = {a,b,c,d,e,f} byl nalezen kéd C":

001
1001
0010
1110
1010
01110

- 0o Q0 T

Je jednoznac¢né dekodovatelny?

Piiklad 9. Informaéni zdroje nad abecedou X = {1,...,5} jsou popsany dvéma pravdépodob-
nostnimi funkcemi p a ¢q. Uvazujme binarni kédy C; a Cy pro tyto zdroje:

p(z) qz) | Ci(z) Ca(x)
1/2 1/2 10 0
1/4 1/8 | 10 100

1/8 1/8 | 110 101
1/16  1/8 | 1110 110
1/16  1/8 | 1111 111

Uk W N~ 8

Ovérte, ze kéd C je optimdlni pro zdroj s pravdépodobnostni funkei p a kéd Cy je optimalni pro
zdroj s pravdépodobnostni funkci ¢q. Pokud uzijeme kéd C; pro zdroj popsany pomoci ¢, jaké
chyby se dopustime?



Reseni

Priklad 1. Primérny pocet otazek je pri kazdé strategii jejich kladeni zdola omezen entropii.
V tomto pripadé hleddme entropii ndhodné veli¢iny X, kterd nabyvd 366 hodnot, z toho 365
hodnot je stejné pravdépodobnych a zbyvajici hodnota je 4x-méné pravdépodobnd (prestupny
den jednou za Ctyfi roky):

ze{l,...,365},

x = 366.

4
— 4-365+1"
bx (l‘) = 1 +
4-365+17

Z toho dostaneme entropii H (X ) = 8.51 bit. Horsi odhad nutného poctu otdzek je 9 = [log 3661,
nebot sta¢i urcit prvek mnoziny o 366 moznych prvcich.

Priklad 2. Symetrii kostek budeme prirozené hodnotit pomoci entropie. Tak dostaneme pro jed-
notlivé kostky

log 3 = 2.406,

Volime tedy druhou kostku.
Losujeme-li kostku pred zacatkem hry, dostaneme pravdépodobnosti popsané vektorem r,
ktery odpovida smési (s koeficientem %) dvou puvodnich diskrétnich rozdéleni popsanych pomoci

paq:
_l 1 (33222 4
TP TSI T 1616716167167 16 )
Potom plati
25 —3log3

H(r) = == = 2.531.

Losovani kostky na zacatku tedy vede k nejvyssi entropii a tudiz k nejvyssi symetrii vysledki hry.
Tento zpusob jiz zarucuje entropii blizkou symetrické kostce, jejiz entropie je maximalni a rovna

log6 = 1+ log3 = 2.585.
Priklad 3. Rozdéleni informaéniho zdroje X s abecedou {-, —} je na vstupu popsano rovnomérnou

pravdépodobnostni funkei px. Podminéné pravdépodobnosti py | x (y|x), ,y € {-, =}, vyjadiujici
moznou zaménu symbolu jsou dany matici

0.92 0.08
0.02 0.98)/°
Nejprve uréime zpétné podminéné pravdépodobnosti px |y (x|y) pomoci Bayesova vzorce:

pxy(zly) = Py |x (y|z)px ()
XY Z ple(y‘x/)px(I/).

S { N _}
Potom vzajemnou informaci:

I(X;Y)=H(X) - H(X|Y) = 0.725.



Ve zpravé o 154 bitech se tak za predpokladu nezavislosti vysilanych znakt zachova priblizné
154 - 0.725 = 112 bitu.

Priklad 4. Maximum podminéné entropie H(Y|X = a;) se pro kazdé ¢ = 1,...,4 nabyvd pro
rovnomérnou podminénou pravdépodobnostni funkei:

1
4’

=

py‘X(aﬂ(Li): jzl,

Proto plati

4
HY|X)= ZpX a;) - HY|X = a;) log4~ZpX(ai):2

Rozdéleni zdroje Y je téZ rovnomérné, nebot pro kazdé ¢ = 1,...,4 plati
4 =
py(a Z;py\x aila;)px(a;) ZZ
J :

Tudiz H(Y) =log4 =2 a proto I(X;Y) = 0.

Priklad 5. Nejprve nalezneme staciondrni rozdéleni p = (p1, p2, ps) Markovova fetézce zadaného
matici P. Resime soustavu linearnich rovnic

p = pP,
p1+p2+p3=1

Jejim fesenim je vektor p = (?, ?, 5) Informacni zdroj X1, Xo,... je markovsky, pokud pro jeho

pocatecni rozdéleni p(0) plati p(0) = p. Potom je rychlost entropie tohoto zdroje rovna stfedni
podminéné entropii H(X3|X7). Tedy

H(X3|Xy) = Zpi(O)-H(X2|X1 =)= % H (;);) _ %

Maximalni rychlost entropie markovského zdroje pro tento zdroj je maximum entropie na t¥iprv-
kové mnoziné, nebot H(X3|X7) je konvexni kombinaci podminénych entropii na tfiprvkovych
mnozinach. V nasem piipadé tedy log3 = 1.585.

Priklad 6. Huffmantuv kéd pro zdroj X:
{00, 10,11,010,011}.
Ovsem jiny Huffmantv kéd pro zdroj X dostaneme bitovou inverzi ve vsech kdédovych slovech:
{11,01,00,101,100}.
Chceme ukézat, ze Huffmantuv kod s délkami kédovych slov
2,2,2,3,3
je optimalni i pro zdroj Y s rovnomérnou pravdépodobnostni funkci. Ten ma entropii

H(Y) =logh = 2.32.



Stredni délka uvazovaného Huffmanova kédu je pro tuto rovnomeérnou pravdépodobnostni funkci

1 1 12
L9.249.3.2 =2,
3 5 +2-3 3 5
Stredni délka libovolného instantniho kédu s délkami kédovych slov 44, ..., 05 pro Y vSak musi

splnovat nerovnost
5
1
i=1

¢emuz vyhovuje kazdy instantni kéd, jehoz délky kdédovych slov splnuji

5
> 6> 12,
=1

Jelikoz je soucet délek slov Huffmanova kédu pro X praveé 12, je tento kdd optimalni i pro zdroj Y.
Priklad 7. a) Uvedeny kéd je optiméalni, nebot je instantni a délky ¢; jeho kédovych slov spliiuji
l; =—log2™™ n; €N

pricemz
4

d o=

i=1
Volbou ny; =1, ny = 2, ng = ng = 3 tak dostaneme optiméani kéd pro informacni zdroj popsany

pravdépodobnostmi
111l
2°4°8'8)°

Uvedeny kéd je ovsem Huffmantv (a tudiZ optimélni) i napt. pro zdroj popsany pravdépodob-

nostmi
131 1
2816716 /)

b) Vysledny kéd nemize byt jednoznacné dekdédovatelny, nebot délky jeho kédovych slov nespliiuji
Kraftovu nerovnost:
27 +2.272 4278 L1,

Priklad 8. Pro délky kédovych slov
3,4,4,4,4,5
ovérime Kraftovu nerovnost:
13

273442744970 == < 1.
+ + 32

Tedy existuje jednoznacné dekdédovatelny bindrni kéd s takto zadanym délkami kédovych slov,
je to napt. kéd zadany tabulkou 1.
Ovsem kod C jednoznacné dekdédovatelny neni, nebot zpravy cd a af jsou zakédovany shodné.

Priklad 9. Uréime entropie p a g:

(@31



a | 000
b | 0010
c | 0011
d | 0100
e | 0101
f | 01100

Tabulka 1: Jednoznacné dekédovatelny kéd

Avsak stfedni délka kédu C; je 1.875, stiedni délka kédu Cy je 2: oba kédy jsou optimalni.
Stiedni délka L,(C1) kédu Cy pouzitého na zdroj s pravdépodobnostni funkei g je

1+(2+3) 1+2 4 1—2125
2 8 8 T

Kod C1 tedy neni pro ¢ optimalni: za nevhodné kdédovani zaplatime chybou o velikosti rozdilu

Ly(Cy) — H(q) = 0.125,

coz je pravé hodnota informacni divergence D(q||p).
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