Domaci ukol ¢.4 - Galoisova télesa

1. Je déano téleso Zs7.
a) Najdéte primitivn{ prvek tohoto télesa.
b) Najdéte vSechny prvky fadu 6 v tomto télese.

c) Najdéte viechny kotfeny polynomu 28 — 1 v tomto télese.

2. Je déno téleso A = Zy[z]/2® + 2 + 1.

a) Ovéite, ze okruh A skuteéné tvoii téleso. Popiste jeho prvky ve tvaru polynomt v proménné o
a napiSte prepisovaci pravidla potfebna pro nasobeni.

b) Ovéite, Ze « je primitivnim prvkem télesa A.
c) Najdéte viechny prvky fadu tii v télese A a také vSechny kofeny polynomu z3 — 1 v A.

d) Najdéte viechny kofeny polynomu ¢(z) = 2° + 2 + 1 v télese A.
3. Je déno téleso B = Zs[z]/x? + = + 1.

a) Ovéfte, ze okruh B tvofi téleso. Napiste jeho prvky ve tvaru polynomi v proménné « a napiste
prepisovaci pravidla pro nasobeni. Kolik prvkid méa toto téleso?

b) Ovéite, Ze o + 2 je primitivni prvek télesa B. Kolik je zde primitivnich prvka?
c) Reste rovnici 29 = 1 v télese B.
d) Najdéte minimdlni polynom pro prvek « a miniméaln{ polynom pro prvek « + 2.
e) Najdéte viechny kofeny polynomu t(z) = 2% + 22 + 42 + 2 v télese B, prozradime-li, Ze prvek
a + 1 je jeho kofenem (ovéite si to).
4. Je dan okruh K = Zs[z]/2? + 1 = Z5[i] komplexnich ¢isel nad Zs.
a) Ovéite, ze okruh K netvofi téleso.

b) Dokazte, Ze grupa K* invertibilnich prvkt v okruhu K neni cyklicka.

Vysledky

1. a) primitivni prvek je napf¥. 2, nebot r(2) = 36
b) prvky fadu 6 jsou dva, a to 11 a 27
¢) kofeny jsou v podgrupé < 2° >= {+1,46}
2. a) 2% + o + 1 je ireducibilni nad Zy, nebot nem4 koten a neni délitelny ireducibilnimi polynomy
stupné 2 a 3, tedy A je téleso
A= {Z?:Oaiai,ai €Zy, a8 =a+1,...,a!%=a’ +at}
b) a® #1 a a?! # 1, tedy r(a) = 63

c) prvky fadu 3 jsou dva a?! = a® + ot + a® +a+1 a a*? = o® + a* + a® + «, kofeny polynomu

23 — 1 jsou v podgrupé < o?! >= {a?! a2 1}

d) kofeny jsou a, o2, a*, a8 =a® +a?, o’ =t +a+laa®? =ad +1
3. a) 22 + z + 1 je ireducibilni nad Zs, nebot nem4 koten v Zs, tedy B je téleso
B ={aa+b,a,b € Zs, a®> = —a—1}, |B| =52 =25
b) a + 2 je primitivni prvek, nebot r(a + 2) = 24, celkem jich je ¢(24) =8
¢) Resent jsou tii (ged(9,24) = 3) a lezi v podgrupé (a) = {a, 4o + 4, 1}.
d) mq(x) = 22 + o + 1, pomoci néhoz bylo vytvoieno téleso B,
May2(2) = (z — (@ +2))(z — (da+1)) =2 + 220 +3
e) kofeny jsou (a+ 1), (a +1)° = 4a, 3
4. a) 22 + 1 nenf ireducibilni nad Zs, nebof mé koteny 2 a 3 v Zs, tedy rozklada se na z? +1 =
(x +2)(x + 3).
b) K* ={a,ai,a(i+1),a(i+4),a € Z%}, celkem 16 prvki. Maximélni fad prvku v K* je vSak 4.



