1 Pocitani modulo n
Algebraické struktury - terminologie

1.1 Definice Na mnoziné A je dana bindrni operace *, tj. zobrazeni z A x A do A.

Dvojice (A, %) se nazyvéa pologrupa, pokud je operace * asociativni,
tj. jestlize pro kazdé z,y,z € Aplati x x (y *x 2) = (x x y) * 2.

Dvojice (A, %) se nazyva monoid, pokud je operace * asociativni a mé neutralni prvek,
tj. jestlize existuje e € A tak, ze pro kazdé r € A platiexx =x =z xe.

Dvojice (A4, *) se nazyva grupa, pokud je operace x asociativni, ma neutralni prvek a méa vSechny inverzni prvky,
tj. jestlize pro kazdé x € A existuje y € A tak, Ze xxy = e =y * x.
Poznamka: Inverzni prvek k prvku z je uréen jednozna¢né, pokud vilbec existuje, a znaéime jej z 1.

Pologrupa, monoid ¢i grupa jsou komutativni, pokud je operace * komutativni,
tj. jestlize pro kazdé x,y € A plati z xy = y * x.
1.2 Definice Mé&jme mnozinu A se dvéma bindrnimi operacemi, které oznac¢ime jako séitani a nasobeni.
Trojice (A, +, ) se nazyva okruh, jestlize

e (A, +) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0;

e (4,-) je pologrupa;

e plati oba distributivni zakony,

tj. pro véechna x,y,z € Aplatix- (y+2)=z-y+z-zataké (y+2) - 2=y -z +z-x.

Je-1i navic pologrupa (A, -) komutativni, fikdme, Ze se jednd o komutativni okruh; mé-1i pologrupa (A4, -) jednot-
kovy prvek, mluvime o okruhu s jednotkou.

Trojice (A, +, -) se nazyva téleso, jestlize je to okruh s jednotkou 1, kde kazdy nenulovy prvek mé inverzni prvek,
tedy (A — {0},-) je grupa, a kde navic 0 # 1, tedy neutralni prvek 1 pro ndsobeni neni souc¢asné neutralnim
prvkem 0 pro s¢itani.

Vétsinou budeme fikat strucné téleso, ale pujde o komutativni téleso, tj. ndsobeni bude komutativni.

Konstrukce faktorovych okruhti modulo n

Vychézime z mnoZiny celych ¢isel s operacemi s¢itdni a nasobeni. (Z,+,-) je komutativni okruh s jednotkou,
invertibilnimi prvky jsou v ném pouze 1 a —1. V celych ¢islech umime délit se zbytkem a diky tomu mtzeme
vystavét celou nasledujici teorii.

1.3 Véta o déleni se zbytkem Pro kazdé a,b € Z, kde b # 0, existuji jednoznac¢né urcéené r, z € 7 tak, ze
a=rb+z a 0<z<b.

Prvni sada dusledki:

1.4 Lze definovat relaci délitelnosti: a|b iff b = ka pro néjaké k € Z. Tato relace je uspofddénim (reflexivni,
antisymetrickou a tranzitivni relaci) na N. Neni vSak antisymetrickd na Z, tam méa smysl mluvit o relaci asoci-
ovanosti: a||b iff a|b a bla; pfitom plati, Ze al|b jen, kdyz b = +a.

1.5 Miuzeme zavést pojem prvocislo a rozkladat celd cisla na soucin prvocisel. Celé ¢islo p > 2 je prvocislo,
jestlize je délitelné pouze Cisly 1 a p, aneb jestlize se nedd napsat jako soucin dvou ¢isel mensich nez p. Test
prvoéiselnosti ”hrubou silou”: Cislo n je prvoéislo, pokud neni délitelné beze zbytku Z4dnym prvoéislem do /7.
1.6 Zakladni véta aritmetiky Kazdé celé éislo n > 2 lze jednoznacéné (aZ na pofadi) napsat jako souéin
mocnin ruznych prvocisel.
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Druhé sada duasledku:

1.7 Definice Nejuétsi spolecny délitel dvou cisel a,b € Z je takové Cislo d € Z, ze d déli obé ¢isla a i b, d je
délitelné vSemi spole¢nymi déliteli obou éisel a konetné d > 0. Zna¢ime d = ged(a, b).

1.8 Nejvetsiho spolecného délitele 1ze najit pomoci Eukleidova algoritmu. Jedna se o rekurzivni algoritmus,
ktery se opird o dé€leni se zbytkem. Predpokladejme, ze a > b. Podélime se zbytkem: a = rb+2a 0 < z < b.
Pokud je zbytek z = 0, tak je ged(a,b) = b. Pokud je zbytek z > 0, tak se snadno dokaze, ze dvojice a,b
m4 stejné spolecné délitele jako dvojice b, z, tedy i ged(a,b) = ged(b, z). Budeme déle hledat ged(b, z) stejnym
postupem. Jelikoz zbytky jsou celodiselné, nezaporné a stale mensi, bude po koneéném poctu krokid zbytek
nulovy a tlohu pro nalezeni ged vyresime pfimo.

1.9 Véta (Bezoutova) Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a,b € Z je jejich celociselnou kombinaci, aneb
ged(a,b) = ka + b pro k,l€Z.

K nalezeni celociselnych koeficienti k, [ 1ze pouzit rozsiteny Eukleidtv algoritmus. V kazdém kroku Eukleidova
algoritmu pfepocitdme aktuélni zbytek na kombinaci ¢isel a a b. Jelikoz ged(a,b) je poslednim nenulovym
zbytkem, tak jednou nakombinujeme z ¢isel a a b i jejich nejvétsiho spoleéného délitele.

1.10 Diofantické rovnice Rovnice ax + by = ¢, kde a,b, c € Z, mé feSeni v Z pravé, kdyz ged(a, b)|c.
Pokud néjaké celociselné feseni Diofantické rovnice existuje, pak je jich nekonec¢né mnoho a jsou tvaru

(-’I;,y) = (mlﬂyp) + k(x()ayo> pro ke Za

kde (z,,yp) je partikuldrni feSeni a najdeme ho pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu a kde (zo,y0) je

nesoudélné feseni homogenni rovnice, tedy (zo,0) = (4, —2), kde d = ged(a, b).

Treti sada dusledku:

1.11 Definice Cisla a,b € Z jsou kongruentni modulo n pro n € N, jestlize n|(b — a). To nastava pravé, kdyz
malji ¢isla a a b stejny zbytek po déleni ¢islem n. Zna¢ime a = b (mod n).

1.12 Tvrzeni Relace kongruence modulo n je relace ekvivalence (reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace)
na mnoziné celych ¢isel, ktera je zachovdna pii s¢itani a ndsobeni, tj. pokud a = b (mod n) a ¢ = d (mod n),
pak a+c¢=b+d (mod n) i ac = bd (mod n).

1.13 Relace kongruence modulo n tudiz rozbije mnozinu celych ¢isel na tfidy navzajem ekvivalentnich prvk,
tzv. zbytkové tfidy modulo n. Mnozinu zbytkovych tiid modulo n znac¢ime Z,,

Zyn =17/ = (mod n) = {[0],, [1]n,---, [n — 1]n},

kde [a), = {a + kn|k € Z}.

Na mnoziné Z, muzeme korektné definovat operace s¢itani a nasobeni pies representanty:
[aln @ [b]n = [a +bln, [a]ln © [b]n =[a-b],

Diky definici pfes representanty zdédi operace @ a ® vlastnosti, které mély operace s¢itani a nasobeni na Z.
Trojice (Z,,®,®) tvofi komutativni okruh s jednotkou, nazyva se faktorovy okruh modulo n. V dalsim textu
zjednodusime jeho znadeni na (Z, = {0,1,...,n —1},+,-).

1.14 V okruhu Z, umime fesit linearni rovnice ax = b prevedenim na Diofantickou rovnici ax + ny = b. Vime
tedy, Ze FeSeni existuje pravé, kdyz ged(a, n)|b, pak x = x, + kxo, kde ¢ = m. V okruhu Z,, tak vznikne
celkem ged(a, n) rizngch FeSeni.

Specidlng, pokud fe$ime rovnici ax = 1 v Z,,, bude FeSeni existovat jen, kdyz ged(a,n) = 1, a pak bude toto
feSeni jediné. Prvek a je invertibilni v Z,, prave, kdyz a je nesoudélné s n.

1.15 Véta Okruh (Z,,+,") je téleso pravé, kdyz n = p je prvodislo.
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2 Linearni algebra nad Z,

2.1 Soustavy linearnich rovnic budeme fesit pouze nad Z,, kde p je prvocislo. Zde funguje Gaussova eli-
minacéni metoda s tim rozdilem, Ze misto déleni budeme nésobit inverznimi prvky (ty existuji v Z, pro vSechny
nenulové prvky). Nad Z,, kde n neni prvocislo, Gaussova elimina¢ni metoda nefunguje.

VSechna feSeni homogenni soustavy tvoii podprostor v Z;. Kazdé reseni nehomogenni soustavy je souctem
partikularniho feseni této soustavy a néjakého TesSeni pridruzené homogenni soustavy.

Soustava m linearnich rovnic o n nezndmych muize mit nad Z, zadné Feseni, jedno feseni (jedinou n-tici), nebo
pF feSeni, kde k je pocet proménnych, které smime volit libovolné v Z,,.

2.2 Maticovy pocet lze délat i nad Z,, ale zalezitosti souvisejici s Gaussovou eliminaci se tam budou chovat
jinak, nez jak to zndme u realnych matic (napt hodnost matice A” se nemusi rovnat hodnosti matice A).
Matice A je reguldrni matice nad Z,, kdyz det A je invertibilni v Z,. Tehdy a jen tehdy existuje inverzni
matice k matici A a lze spocitat jako A~™! = (det A)~!D7, kde D je matice algebraickych doplitkii k matici A,
D = (di;) = ((—1)""7 det A;;), a kde podmatice A;; vznikla z A vyskrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce.

2.3 Definice Linedrni prostor nad télesem (T,+,-) je mnozina L spolu s operaci s¢itdni @ : L x L — L a

¢iselného nasobku [0 : T x L — L (éiselny ndsobek ovSem neni bindrni operace na mnoziné L!), pro které plati:
e (L,®) je komutativni grupa s neutralnim prvkem o;
e Pro vSechny «, 5 € T a vSechny @,v € L:

ald(udv)=(aBa)® (av)

(a+p)Hu=(aBa)® (BEa)

(a-f)Hu=al(pEa)

e 1du=1u

Prvky linearniho prostory se nazyvaji vektory, prvky télesa jsou skalary. Operace budeme opét znacit jen - a +.

Mnozina vsech uspofddanych n-tic ze Z,, tj. Z, = {u = (u1,...,un), u; € Zy}, spolu se s¢itanim a ciselnym
nasobkem definovanymi po slozkich, & + o = (u1 + v1,...,up +vp), «a-a@ = (Quy,...,qu,), tvori linedrni
prostor nad télesem Z,. Budeme mu fikat linedrni prostor vsech slov délky n nad Z,.

Na tomto prostoru lze definovat skalarni soucin predpisem @ ® U = uiv1 + ... UpV, a tudiz zde mizZzeme mluvit
o kolmosti vektort: 4l v prave, kdyz a © v = 0.

2.4 Podprostor linedrniho prostoru je nepriazdna podmnozina, kterd je uzaviena na s¢itani a Ciselné nasobky.
Podprostor musi vzdy obsahovat nulovy vektor daného prostoru. Nas budou zajimat pfedevsim podprostory v
linedrnim prostoru vsech slov délky n nad Z,,.

Jsou dvé moznosti, jak jednoznacné popsat podprostor P v linearnim prostoru Zj;. Prvni moznost je zvolit v
ném néjakou bazi (tj. generujici linedrné nezavislou mnozinu vektorit v P). Pak v podprostoru P jsou jen ty
vektory, které se daji nakombinovat z bazickych vektori:

ue P iff ’CL:ZO@BZ‘,

kde B = {by,...,bx} je baze podprostoru P a dim P = k.

Druha moznost je najit takovou homogenni soustavu linearnich rovnic, aby mnozinou vsech jejich feseni byl
pravé podprostor P. Pfitom vektor @ fesi homogenni soustavu AZ” = o7 pravé, kdyz R; ©® @ = 0 pro kazd§
radek R; matice A, aneb kdyz jsou vSechny radky matice A kolmé na vektor @. Hledana soustava musi mit v
fadcich bazi ortogonalniho doplinku k podprostoru P:

C1
@€ P iff @ fesisoustavu AZT =o' s matici A = ,
Cn—k
kde ¢1,...,Cyh—k tvori bazi podprostoru pPL.
Diky tomu, ze (P1)t = P, mfizeme naopak uréit vektory &, .-+, Cn—k jako bazi podprostoru vSech reseni
soustavy Bz” = 67, kde v fadcich matice B jsou bazické vektory by, ..., b, podprostoru P.
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