4 Pocditani modulo polynom

, Co se vyplatilo jendou, vyplati se © podruhé.“

V této kapitole zavedeme polynomy nad Z, a ukdZeme, Ze mnozina vsech polynomt nad Z, tvoii komutativni
okruh s jednotkou. Je-li p prvocislo, tak 1ze v tomto okruhu délit se zbytkem kazdym nenulovym polynomem.
Diky tomu mutzeme, podobné jako v okruhu celych ¢isel, vytvorit faktorové okruhy modulo polynom. Poéitame-li
modulo ireducibilni polynom, ziskdme komutativni téleso.

Polynomy nad Z,

4.1 Definice Polynom a(x) nad Z, je vyraz tvaru aj z* + ...+ a1 = + ap, kde koeficienty a; jsou ze Z,.
Symbol x nazyvame promeénnd. Nejvétsi k takové, ze ay # 0, se nazyva stupen polynomu, znadi se st(a(x)). Pro
nulovy polynom klademe st(0) = —1. Mnozinu vSech polynomu nad Z, v proménné z zna¢ime Zj[z].

4.2 Definice Rovnost polynomi nad Z, nastane, pokud oba polynomy maji stejny stupen a stejné koeficienty
u stejnych mocnin.

Poznamka: Rtzné polynomy nad Z, mohou urcovat stejné funkce ze Z, do Z,. Funkce jsou stejné tehdy,
maji-li stejny defini¢ni obor a davaji-li stejné vysledky v kazdém prvku defini¢niho oboru. Je tedy p? funkci ze
Z, do Z,, zatimco polynomt nad Z, je spo¢etné mnoho. Napf. polynomy x + 1 a 2% + 1 uréuji stejné funkce ze
ZQ do ZQ.

4.3 Na mnoziné polynomt nad Z, jsou definovany operace scitdni a ndsobeni analogicky jako pro realné poly-
nomy, pouze s koeficienty pocitdme v Z,.

Pro stupné vyslednych polynomu plati:
o st(a(x) 4+ b(z)) < max(st(a(x)),st(b(z)))
o st(a(x) - b(z)) = st(a(x)) + st(b(z)), jsou-li oba polynomy nenulové, jinak by byl st(a(x) - b(z)) = —1.

Poznamka: Pro polynomy nad Z,, kde n # p, neplati tento vztah pro stupeii souinu, protoZze okruh Z,
obsahuje délitele nuly (tj. nenulové prvky, jejichZ soucin je nula). Napt. v Zg[z] je st(2z - 3x) = st(0) = —1.

4.4 Tvrzeni Trojice (Zy[z],+, -) tvoii komutativni okruh s jednotkou. Invertibilnimi jsou v ném pouze nenulové
konstanty.

4.5 Véta o déleni se zbytkem Pro libovolné polynomy a(z),b(x) € Z,[x], kde b(x) # 0, existuji jednoznacné
urcené polynomy r(x), z(x) € Zy[z] tak, ze

a(z) =r(x)blz) + z(x) a st(z(x)) < st(b(z)).

DUKAz Polynomy r(z) a z(z) najdeme stejnym algoritmem pro déleni polynomu jako u redlnych polynomd,
pouze misto ,,déleni vedoucim koeficientem* pouzZivame ,nasobeni k nému inverznim prvkem®.
Pro st(a(x)) < st(b(z)) je r(x) =0 a z(x) = a(x). V opatném piipadé spocteme prvni ¢len ¢asteéného podilu
takto:

(apz®+ ... +arz+ag): bmz™+...+brx+by) = (apbta* ™ +... )

Po zpétném vynasobeni polynomu b(x) prvnim ¢lenem podilu a po ode¢neni tohoto sou¢inu od polynomu a(z)
se snizi stupeni délence. Postup opakujeme, dokud neni stuperi délence mensi nez st(b(z)). X

Poznamka: V algoritmu déleni polynomu je dtlezité, ze jakykoliv nenulovy vedouci koeficient polynomu b(x)
mé v télese Z, inverzni prvek. To v okruhu Z, neplati, tudiz algoritmus déleni nebude pro polynomy, jejichz
vedouci koeficient nemd inverzni prvek, fungovat. Skuteéné, v Z,[z], kde n neni prvodcislo, nelze délit témi
polynomy, které maji neinvertibilni vedouci koeficient. Tudiz pro polynomy nad Z, nelze vystavét nasledujici
teorii opfenou o déleni se zbytkem. Naopak algoritmus déleni polynomi funguje pro polynomy nad libovolnym
télesem T', pro né se da nasledujici teorie zcela analogicky pouZit.
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Prvni sada dusledkiu:

4.6 Definice Polynom a(x) déli polynom b(z) v Zy[z], jestlize b(z) = r(x)a(x) pro né&jaky polynom r(z) €
Zy[z]. Znacime a(x) | b(z).

Pfitom nenulova konstanta c ze Z, déli kazdy polynom b(z), nebot b(x) = c- (¢~'b(x)). Relace délitelnosti nenf
usporadanim na mnoziné Z,[z]. Polynomy, které se lisi o konstantni nasobek, se déli navzajem, tj. a(x)|b(x)
a b(x) | a(z) . Rikdme, Ze jsou to asocionané polynomy, a znaéime a(x) || b(z).

4.7 Definice Prvek c € Z,, je kofen polynomu ¢(z) € Z,[z], jestlize plati g(c) = 0.
4.8 Tvrzeni Prvek c € Z, je kofenem polynomu q(z) € Zy[z] pravé, kdyz polynom (x — ¢) déli polynom ¢(x).

4.9 Tvrzeni Polynom q(x) € Z,[z] stupné k > 0 mé v télese Z, nejvyse k kofend.

DUKAz indukci podle k. Polynom stupné nula je nenulové konstanta, nemé tedy zadny kofen. Pfedpokladejme,
7e kazdy polynom stupné k& méa nejvyse k kofenti, a zvolme libovolné polynom ¢(z) stupné k + 1. Pokud ¢(z)
nemd zadny kofen, tak pocet kofenti je mensi nez k + 1. Pokud mé ¢(z) kofen ¢, tak ¢(x) = (x — ¢)r(z), kde
st(r(x)) = k, tudiz dle pfedpokladu ma polynom r(x) nejvyse k kofenil. P¥itom pro libovolny kofen b polynomu
q(z) plati 0 = ¢(b) = (b — ¢) r(b) v télese Z,. Protoze téleso nema délitele nuly, je bud b = ¢ nebo r(b) = 0, tj.
b je koren polynomu r(z). Poéet kofent polynomu ¢(z) je tudiz nejvyse k + 1. X

Poznamka: Stejné by se dokazalo, Ze polynom nad libovolnym télesem mé nejvyse tolik kofent, kolik je jeho
stupen. Dukaz vsak selze pro polynomy nad okruhem, ve kterém jsou délitelé nuly. Tam je skuteéné mozné, ze
polynom stupné k ma vice nez k kofenu a Ze se da rozlozit riiznymi zptisoby na polynomy nizsich stupnt. Napft.
v Zg|x] plati 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) = (z — 3)(z + 3). Polynom 2? — 1 m4 celkem ¢&tyii kofeny v okruhu Zg
a jsou to prvky 1,—-1=7,3,—-3 = 5.

4.10 Definice Polynom ¢(x) stupné k > 1 se nazyva ireducibilnd polynom nad Z,, jestlize se ¢(z) nedd napsat
jako soucin dvou polynomt nad Z, stupné mensiho nez k.

Kazdy polynom lze rozlozit na g(z) = c¢- (c7'q(z)) pro 0 # ¢ € Z,, stejné jako lze kazdé celé &islo rozlozit
na n = 1-n. Ireducibilni polynomy ¢(z) mé pouze tyto rozklady, aneb g(x) je délitelny pouze konstantami
a polynomy asociovanymi s g(z).

4.11 Testovani ireducibility polynomu ¢(z): Polynom ¢(z) je ireducibilni nad Z,,, pokud neni délitelny zadnym

ireducibilnim polynomem nad Z, stupné nejvyse w.

Misto déleni polynomu ¢(z) linedrnimi polynomy (z — ¢) miizeme zkousSet, zda ¢ neni kofenem polynomu ¢(z).
4.12 Tvrzeni Polynom q¢(x) stupné st(q) < 3 je ireducibilni nad Z, praveé, kdyz q(x) nemé kofen v Z,.

4.13 Piiklad Polynom x2+1 je ireducibilni nad Zs, nebot nem4 koten v Zs. Tenty# polynom je ale rozloZiteln§
nad Zs, nebof m4 kofen ¢ = 1 v Zy, 22 + 1 = (x + 1)? je jeho rozklad na ireducibilni polynomy v Zz[z].
Polynom z* + 2% + 1 sice neméa kofen v Zy, ale neni ireducibilni, nebot 2% + 2% + 1 = (2? + x + 1)? v Zs[z].

4.14 Véta Nad Z, existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné k > 1.

Uvédomme si, Ze situace s ireducibilnimi polynomy je nad Z, naprosto jin4 nez u redlnych polynomi. Mezi
redlnymi polynomy jsou kromé linedrnich polynomil ireducibilni uz jen kvadratické polynomy s komplexné
sdruzenymi kofeny a vSechny redlné polynomy stupné k£ > 3 jsou rozlozitelné.

4.15 Tvrzeni Kazdy polynom m(x) nad Z, Ize jednoznacéné (az na pofadi) rozlozit v Z,[x] na soucin konstanty
a monickych ireducibilnich polynomi, tj. m(z) = c¢- qi(x) - ... - g,(z), kde ¢ € Z, a vSechny g; jsou monické
polynomy ireducibilni nad Z,, (monické polynomy maji vedouci koeficient roven 1).

Poznamka: Jednozna¢nost rozkladu plati pro polynomy na libovolnym télesem, nemusi vSak platit pro poly-
nomy nad okruhem, jak bylo ukézano vyse.
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Druhé sada duasledku:

4.16 Definice Nejvétsi spolecny délitel dvou polynomii a(x),b(x) € Zy[z] je takovy polynom d(z) € Zy[z], ze
d(x) d&li oba polynomy a(z) i b(x), ze d(x) je délitelny vSemi spoleénymi déliteli obou polynomt a koneéné ze
d(x) je monicky polynom (mé vedouci koeficient roven 1). Znaéime d(z) = ged(a(z), b(z)).

Bez pozadavku, aby nejvétsi spolecny délitel byl monicky, bychom méli celou t¥idu navzajem asociovanych
nejvétsich spoleénych délitelit polynomi a(z) a b(z). Pripustme i tento pohled na véc.

4.17 Definice Polynomy jsou nesoudélné, pokud jejich nejvétsi spoleény délitel je 1 (nebo nenulova konstanta,
nebudeme-li pozadovat monicky nejvétsi spolecny délitel).

4.18 Pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele polynomt muzeme pouzit Eukleidovav algoritmus, protoze
se opirad pouze o déleni se zbytkem a v okruhu polynomu nad Z, délit se zbytkem umime. Tudiz funguje i
rozsifeny Eukleiduv algoritmus, ktery dokazuje Bezoutovu vétu.

4.19 Véta (Bezoutova) Nejvétsi spolecny délitel a(z),b(x) € Zy[z] je jejich polynomidlni kombinaci,
ged(a(z), b(z)) = k(z)a(z) + U(z)b(z) pro k(x),l(z) € Zy[z].

4.20 Polynomialni rovnice a(z)r(x) + b(z)s(z) = c(x), kde a(x), b(z), c(z) € Zy[z], ma feSeni v Z,[x] prave,
kdyz ged(a(z),b(z)) | c(z) v Zp[z]. Pokud néjaké FeSeni existuje, pak je jich nekoneéné mnoho a jsou tvaru

(r(x), 5(x)) = (rp(@), sp(2)) + k() (ro(2), so(x)) pro  k(z) € Zy[x],

kde (r,(z), sp(x)) je partikuldrni FeSeni a najdeme ho pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu a kde (ro(z), so(x))

je nesoudélné feseni homogenni rovnice, tedy (ro(z), so(z)) = (ZE;; , —ZE;;) pro d(z) = ged(a(z), b(x)).

Treti sada dusledku:

Konstrukce faktorovych okruht modulo polynom

4.21 Definice Polynomy a(x),b(z) € Zy[x] jsou kongruentni modulo polynom m(z), jestlize m(x) | (b(x)—a(x))
V Zp[z]. Znacime a(z) = b(z) (mod m(z)).

4.22 Tvrzeni a(z) = b(x) (mod m(z)) pravé, kdyz maji a(x) a b(x) stejny zbytek po déleni polynomem m(x).

4.23 Tvrzeni Relace kongruence modulo polynom m(x) je relace ekvivalence (tj. reflexivni, symetrickd a tran-
zitivni relace) na mnoziné vSech polynomu nad Z,, ktera je zachovana pfi s¢itdani a ndsobeni:

Pokud a(z) = b(x) (mod m(z)) a ¢(z) = d(z) (mod m(z)),

pak a(x) + c¢(z) = b(z) + d(x) (mod m(x)), a a(x) - c(x) = b(x) - d(z) (mod m(x)).

4.24 Relace kongruence modulo polynom m(z) tudiz rozbije mnozinu polynomt nad Z, na tiidy navzajem
ekvivalentnich polynomi, tj. t¥idy [a(x)]m () = {a(x) + k(z)m(z) | k(z) € Zy[x]}. Polynomy v jedné t¥idé mayji
stejny zbytek po déleni polynomem m(z), miZzeme jej tedy zvolit za representanta této t¥idy. Ttidy nazyvame
zbytkové t¥idy modulo polynom m(x). Mnozinu vSech zbytkovych t¥id modulo m(x) znaéime Z,[x]/m(z).
Ma-li polynom m(x) stupen k, pak zbytkem po déleni m(z) mize byt jakykoliv polynom nad Z, stupné mensiho
nez k, je tedy celkem p” riiznych zbytkovych tiid.

Zplz]/m(z) = {[a(@)]m(x), a(x) € Zplz], st(a(z)) < st(m(z))}

Na mnoziné Z, muzeme korektné definovat operace s¢itani a nasobeni pies representanty:

[a(2)]m(2) © [0(T)]m(@) = [a(2) + 0(T)|m@)s  [@(2)]m(@) © [0(2)]m(z) = [a(T) - ()] m(a)

Diky definici pfes representanty zdédi operace & a © vlastnosti, které mély operace s¢itani a nésobeni na
polynomech nad Z,,.
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4.25 Tvrzeni Trojice (Zy[x]/m(x),®,®) tvoii komutativni okruh s jednotkou, tzv. faktorovy okruh modulo
polynom m(x).

V dal$im textu zjednodusime znaceni: pro prvky faktorovych okruhti budeme pouzivat jinou proménnou nez x,
misto [a(x)]m(x) budeme psit vétdinou a(z), ndsobeni a s¢itani budeme znacit obycejné - a +.

(Zpla)/m(x) = {ar—1 2"+ ...+ a1z + a0, a; € Zp}, +,-)
Vsimnéme si, Ze s¢itani je normalnim s¢itdnim polynomt nad Z,, pfi s¢itani se totiz nezvysi stupen a pocitani
modulo m(z) se neprojevi. Vysledkem nésobeni je zbytek po déleni sou¢inu polynomi nad Z, polynomem m(z).

4.26 Linearni rovnice a(z)r(z) = b(z) ve faktorovém okruhu Z,[z]/m(z) FeSime pfevedenim na polynomialni
rovnici a(x)r(z) + m(z)s(z) = b(z) v Zy|z].
Vime tedy, Ze feSeni existuje prave, kdyz ged(a(x), m(z)) | b(z). Pak v8echna FeSeni maji tvar

r(z) = rp(2) + k(2)ro(2), kde ro(z) = ZL((ZZ)) pro d(z) = ged(a(z), m(z)).

Riznd feSeni v okruhu Z,[z]/m(x) budou vznikat pro rizné polynomy k(x) € Z,[z] stupné mensiho nez je

st(d(x)).

4.27 Tvrzeni Prvek a(z) je invertibilni v okruhu Z,[x]/m(z) pravé, kdyz je polynom a(x) nesoudélny s poly-
nomem m(x) v Zy|z].

DUKAZ Inverzni prvek k a(z) fesi rovnici a(z)r(z) = 1. ReSen{ rovnice existuje jen, kdy# ged(a(x), m(z))|1,
tedy a(z) je nesoudélny s m(x). X

4.28 Véta Faktorovy okruh Zy[x]/q(x) je télesem préavé tehdy, kdyz q(x) je ireducibilni polynom nad Z,,.

DUKAZ Ireducibilni polynom nemtize byt soudélny se zddnym polynomem niz$iho stupné kromé 0, takze vSechny
nenulové prvky faktorového okruhu maji inverzni prvek. X

4.29 Definice Necht ¢(z) je ireducibilni polynom nad Z, stupné k. Téleso Z,[x]/q(x) se nazyva Galoisovo
téleso o p* prvcich a znaci se GF(p*).

4.30 Pro Galoisova télesa lze dokazat:

e Pro libovolné prvoéislo p a pfirozené &islo k existuje Galoisovo téleso o p* prvcich (aneb existuji ireducibilni
polynomy nad Z, libovolného stupné k).

e Kazda dvé Galoisova télesa o p* prvcich jsou izomorfni (aneb na volbé ireducibilniho polynomu nezalezi).

e Jina konecnd télesa nez télesa Galoisova neexistuji.

4.31 Piiklady

e Okruh A = Zs[z]/(z*+1) = {0,1, z, 2+ 1} nenf t&leso, protoZe polynom z%+1 = (z+1)? nen{ ireducibilni
nad Zsy. Konkrétné prvek z 4+ 1 nema inverzni prvek.

e Okruh B = Zs[z]/(2? +x+1) = {0,1, 2, 2+ 1} je téleso, nebot polynom 2% + z + 1 je ireducibilni nad Z.

Vsimnéme si, Ze okruhy A a B maji stejné prvky a stejné scitani, 1isi se pouze nasobenim. Oba okruhy také
obsahuji prvky 0 a 1 (resp. [0], [1]) a s nimi se pocita stejné jako v Zs. Okruh B je navic télesem, fikdme, Ze
B je rozsirent télesa, ¢i nadteleso télesa Zs.
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4.32 Jiny pohled na nasobeni ve faktorovém okruhu Z,[x]/m(x)
Necht m(z) = axz® + ... + a1z + ao je polynom je stupné k. V okruhu Z,[z]/m(x) plati vztah

m(z) = a2+ ...+ a1z +ag =0,

protoze vydélime-li polynom m(x) sebou samym, dostaneme zbytek 0. Z této rovnosti miizeme vyjadiit

k -1 k-1
2" =a, (—ag—1%

—...—ai1z —ap).

Pfitom okruh Z,[x]/m(z) obsahuje polynomy stupné nejvyse (k — 1). Pfi vyndsobeni dvou prvkd vznikne
polynom stupné nejvyse (2k — 2). Potfebujeme tedy pravidla pro pfepsani mocnin z¥, 2¥*1 az 22#=2 celkem
(k — 1) prepisovacich pravidel. Pfepisovaci pravidlo pro z¥ jsme jiz odvodili ze vztahu m(z) = 0. Ostatni
prepisovaci pravidla ziskdme z tohoto pravidla postupnym nésobenim proménnou z a dosazovanim pfedchozich
pravidel.

Prepisovaci pravidla lze pouzit i k FeSeni linedrnich rovnic a(z)r(z) = b(z) ve faktorovém okruhu Z,[x]/m(z).
Misto Eukleidova algoritmu budeme muset vyfesit soustavu k linedrnich rovnic nad Z, pro k nezndmych koefi-
cienktti polynomu r(z).

4.33 Priklady

e Okruh A = Zs[z]/(2? + 1) = {0, 1, 2,2 + 1} m4 prepisovaci pravidlo pro nasoben{ 22 = —1. Byva zvykem
znacit z = 1. Vytvorili jsme komplexni ¢isla nad Z.

e Téleso B = Zs[z]/(z? + 2 + 1) = {0,1, 2,2 + 1} mé prepisovaci pravidlo pro nasobeni 2% = z + 1.

e Téleso T = Zs[z]/ (23 + 2 + 1) = {aa® + ba + ¢, a,b,c € Zy} mé dvé prepisovaci pravidla pro nasoben,
ad=a+laat=0a®+a.
4.34 O okruzich Z,[z]/(z* + 1) mluvime téZz jako o komplexnich ¢islech nad Z, a znacime je Z,[i]. Tedy
Zyli) = {ai + b, a,b € Z,, i* = —1}. Stejnym zptisobem vznikla i komplexni ¢isla nad R, C = R[z]/z? + 1.
Komplexni ¢&isla nad Z, vSak netvoii vidy téleso, nebot polynom 22 4+ 1 nemusi byt ireducibilni nad Z,. Napf.
Zs3[i] je téleso, ale Zsi] neni téleso (viz piiklad 4.13).
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