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6 Konecéna télesa

V této kapitole budeme pod pojmem téleso mit na mysli vzdy kone¢né komutativni téleso, tedy mnozinu s dvéma
bindrnimi operacemi (T, +, -), kde (T, 4) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0, (T'—{0}, ) je komutativni
grupa s neutralnim prvkem 1, pficemz 1 ## 0, a nésobeni je distributivni vudci s¢itani.

Charakteristika télesa

6.1 Definice Necht (T, +,-,0, 1) je konecné téleso. Nejmensi ptirozené ¢islo r > 0 takové, ze 1 + 1+ ...+ 1 =0,
R
r-krat
se nazyva charakteristika télesa T. Znacime char T
(Charakteristika télesa je vlastné fad prvku 1 v grupé (T, +) - viz nasledujici kapitola.)
6.2 Tvrzeni Charakteristika kone¢ného télesa je vzdy prvocislo.
DtUkAz Kdyby charT = r bylo slozené ¢islo, r = ab pro 1 < a < b < r, pak by bylo platilo:
0=1+1+.. . +1=(14+1+...+D)+...+(1+14+...+)=Q+1+...+1)- (14+14...+1)
—_— —
r-krdt a-krdt a-krdt a-krdt b-krat

b-kradt

(Pfi upravach pouzivame toho, Ze s¢itani je asociativni, 1 je neutrdlni prvek viéi nédsobeni, ndsobeni je distribu-
tivni viici séitdni.) Protoze téleso nemé délitele nuly, musi byt bud14+1+...+1=0nebol+1+...+1=0,
— —

a-krdt b-krat
coz je spor s tim, Ze r je nejmensi takové ¢islo. Tudiz r je prvocislo.

6.3 Priklad Ziejmé charZ, = p. Necht T' = Z,[z]/q(z), kde ¢(z) je ireducibilni nad Z,, pak charT = p.
Aneb kazdé rozsiteni T télesa Z, vytvorené jako faktorovy okruh polynomi nad Z, modulo ireducibilni polynom,
ma charakteristiku p.

6.4 Ukdzeme, Ze charT = p prave, kdyz téleso T je rozsifenim télesa Z,. V nésledujici ¢asti opét 1 znaci
neutralni prvek vicéi nasobeni a 0 znaci neutralni prvek vici sc¢itani v télese T
Mnozina
P={1,141,1+1+41,...,14+1+4+...41=0}
| —
p-krdt
mé p riaznych prvki a tvofi podgrupu grupy (7,+) generovanou prvkem 1. MnozZina P je uzaviend i viéi
nasobeni (sou¢in dvou prvka z P se dd pfepsat podle distributivniho zdkona na soudet 1, coz je prvek z P),
a snadno se odvodi, ze P tvofi podtéleso télesa T
Podle tvrzeni o fadech prvki je k-1 =1+1+...4+1 = 0 pravé, kdyz p|k, tedy v télese P se pocita stejné
—_——
k-krat

jako v télese Z,,. Zobrazeni

1+1+...+1+—k

—_——

k-krat
je tudiz télesovy izomorfismus, skrze ktery mizeme ztotoznit téleso (P, +,-) s télesem (Z,,+,-) a psat Z, C T.
Téleso T' charakteristiky p 1ze povaZovat za rozsifeni télesa Z,,.

6.5 Tvrzeni Kazdé konecné téleso ma p* prvkii, pro néjaké prvoéislo p a néjaké piirozené cislo k.

DOkAz Téleso T charakteristiky p lze povazovat za linedrni prostor nad télesem Z, (nasobeni skalary ze Z,, je
realizovano jako néasobeni v télese T', nebot Z, C T'). Jelikoz je T' konec¢né téleso, tak musi mit jakozto linedrni
prostor koneénou bazi, ozna¢me dim 7T = k. Kazdy prvek z linedrniho prostoru 7' je linedrni kombinaci k bazic-
kych prvki s koeficienty ze Z,, téchto kombinaci je pravé " X

Aneb na Sestiprvkové mnoziné neni mozné definovat operace s¢itani a nasobeni tak, aby byly splnény vlastnosti
pozadované pro komutativni téleso.
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6.6 Tvrzeni Necht T je téleso charakteristiky p. Pak pro kazdé a,b € T plati: (a + b)? = a? + b

DUkAz Podle binomické véty je

(a+b)P = i (Z) a’k bk

k=0

Pritom (g) = <£> =laprol < k< (p — 1) je (Z) = kl(;}ik)! _ p(P—11)23(p;k+1) V (Citateli je soucin
k po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel a ten je vzdy délitelny ¢islem k!. Zlomek lze zkratit tak, Ze ve jmenovateli

bude 1, pfi¢emz p je prvocislo, takze p v Citateli ztistane. Pro 1 < k < (p — 1) je tedy <Z> =p-l,prol € N.

V télese charakteristiky p je (p

k> = p-1 =0, vSechny mezifleny vypadnou a zistane (a + b)P = a? + bP. X

6.7 Dusledek Necht' T je téleso charakteristiky p, a necht m € N.
1. Pro kazdé a,b,€ T je (a+b)®") = a®™) 4 p(@™),
2. Pro viechny ai,...,an € T je (a1 +as+ ... +ap)®™) =a?") +a%™) + 4o

DUKAZ Lze dokdzat z predchociho tvrzeni kone¢nou indukci dle m, resp. dle n. X

6.8 Tvrzeni Pro polynomy nad Z, plati:

1. 2P — 1 = (z — 1)?, tedy prvek 1 € Z, je p-ndsobny kofen polynomu z” — 1.

2. 2" —1 = (x —1)®"), tedy prvek 1 € Z,, je p™-nasobny kofen polynomu z»") — 1.

3ot t—1=(zx—-1)(x—2)...(x— (p—1)), tedy vSechny prvky 0 # a € Z, jsou kofenem polynomu z?~! — 1.
DUkAz

1. Protoze char Z,, = p, Ize dokézat obdobné jako v piedchozim tvrzeni, ze (x—1)F = 2P +(—1)P. Ale (—1)? = —1,
nebot prvocislo p je liché (kromé p = 2, ale v Zy je —1 = 1).

3. Z Malé Fermatovy véty kazdé 0 # a € Z, spliiuje aP"l=1v Zy, je tedy kofenem polynomu P~ — 1. X

Primitivni prvek télesa

Nejdrive bude tfeba pripomenout nékteré vysledky z teorie koneénych grup, jako napt. pojmy fad prvku v grupé,
generator cyklické grupy, Lagrageovu vétu a Eulerovu vétu pro konecéné grupy. Tyto vysledky ponechdme vét-
Sinou bez dtkazu.

6.9 Véta (Eulerova) Necht (G,o,1) je konecna grupa o n prvcich. Pro kazdé a € G plati: a™" =1 v G.

DUKAZ (pro komutativni grupu G) Leva translace prvkem a € G definovand pfedpisem I, : G — G : l,(z) = aocx
je v grupé vzajemné jednoznacéné zobrazeni. Tudiz souéin vSech prvki z grupy G = {x1,x2,...,2,} je mozné

napsat dvéma zpusoby:
n

5= sz = H(aomi)
i=1

i=1

Diky komutativité dostavame

n
s=a"OHxi:a”os,
i=1
a vynasobime-li rovnost prvkem s~!, ktery v grupé existuje, ziskdme dokazovany vztah 1 = a™. X
6.10 V&ta (Mala Fermatova) Pro kazdé a # 0 je a?~! =1 v Z,,.

6.11 Véta (Euler-Fermatova) Pro kazdé a nesoudélné s n je a®™ =1 v Z,.
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6.12 Uvédomme si, ze obé€ tyto véty jsou specialni verzi Eulerovy véty pro grupu invertibilnich prvka v Z,.
Grupu invertibilnich prvk v monoidu (Z,, ) zna¢ime Z* a invertibilni jsou pravé prvky nesoudélné s n:

Zy, = {a € Zn;aje nesoudélné sn}
Pocet prvki této grupy |Z:| = p(n), kde ¢ je Eulerova funkce:
¢ : N = N:p(n) = podet ¢isel mezi 0 az (n-1) nesoudélnych s n

Pro vypocet Eulerovy funkce plati nasledujici vzorce, na zdkladé kterych umime spoéitat ¢(n), kdykoli zndme
prvociselny rozklad cisla n.
e o(p) =p—1 pro p prvocislo

e o(p*) = p¥ — p*~1 pro p prvocislo a k prirozené ¢islo

e o(n-m)=p(n) e(m) pron, m navzajem nesoudélnd pfirozena ¢isla
Napitklad Z§ = {1,2,4,5,7,8,}, |Z§| = ©(9) = 6, viechny prvky a € Zg splituji a® = 1 v Zg. Ovsem ¢&islo 6

neni vzdy ten nejmensi exponent, na ktery je tfeba umocnit, aby vyslo 1, tfeba 82 = 1 a 43 = 1 v Zg. Tento
fakt vede k nasledujici definici.

6.13 Definice Necht (G, o) je koneénd grupa s neutrdlnim prvkem 1, a € G. Nejmensi pfirozené ¢islo r > 0
takové, ze a”" =aoao...oa =1 se nazyva 7dd prvku a v grupé G. Znadime r(a) = r.
—_——
r-krdat
Takové r > 0, ze a” = 1, v grupé G urcité existuje. V konecné grupé se musi vysledky mocnin opakovat, a® = a'
pro néjaké k < I. Vynasobime-li rovnost inverznim prvkem k prvku a”, ktery v grupé musi existovat, dostaneme
1 = a'~*. Definice pojmu ¥4d prvku a je smysluplna.

6.14 Tvrzeni Necht (G,o,1) je kone¢nd grupa, a € G. Je-li r(a) = r, pak mnozina P = {a,a? a3, ...,a" = 1}
tvoii r-prvkovou podgrupu grupy G, tzv. cyklickou podgrupu generovanou prvkem a, znacime ji P = (a).

6.15 Véta (Lagrangeova) Podet prvki libovolné podgrupy P (v grupé G) je délitelem poctu prvki grupy G.

6.16 Duisledek Ra4d prvku a v grupé G je délitelem poctu prvki grupy G.

n

6.17 Definice Grupa (G,o0,1) o n prvcich se nazyva cyklickd grupa, pokud G = (a) = {a,a?,a3,...,a" = 1}.
Prvek a je tzv. generdtor grupy G.

6.18 Tvrzeni Prvek a je generator grupy (G,o,1) on prvcich prave, kdyz r(a) = n. To nastane pravé, kdyz je
splnéna kterakoliv z nasledujicich podminek:
e a" # 1 pro kazdé r < n, kder|n
n

e a" # 1 pro kazdé r = o kde p je prvocislo a p|n

6.19 Priklad Chceme najit generator grupy Zjg, kterd ma ¢(19) = 18 prvki. Mozné Fady jsou délitelé cisla
18 = 2-32, piicemz maximalni délitelé jsou 6 a 9. Zkusime a = 2 a spoéteme 26 =7 # 1 a 2% = —1 # 1. Prvek 2
tedy je generdtor a grupa Zj, je cyklicka.

6.20 Tvrzeni Necht (G,o,1) je koneéna grupa, a € G. Pak a* = 1 v grupé G pravé, kdyz r(a) | k.

6.21 Tvrzeni Necht r(a) = r v grupé G, pak r(a*) = rd(k 5V grupé G.
Speciélné, pokud r(a) = ks, pak r(a*) = s.

6.22 Necht G = (a) je cyklickd grupa o n prvcich. Necht r | n, tehdy a jen tehdy plati:
1. V grupé G lze nalézt prvek fadu r, napiiklad prvek b = a*, kde n = kr.

2. Prvki fadu r je v grupé G celkem ¢(r) a jsou tvaru b’ pro viechna j nesoudélnd s r, 0 < j < r.
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3. Rovnice z" = 1 ma v grupé G pravé r feSeni - jsou to vSechny prvky z podgrupy (b) generované prvkem
fadu r. (Tyto prvky jsou tvaru b*, 0 < i < r, tudiz fes{ danou rovnici: (b")" = (b")* = 1* =1, a fakt, ze v
cyklické grupé zadna dalsi feseni nejsou, plyne z nésledujiciho bodu.)

4. V grupé G je pravé jedna podgrupa o r prvcich a to podgrupa P, = (b), kde b = a* pro k = 2

[

Pro obecné r (tedy i kdyz r t n plati:

1. Rovnice " = 1 m4 pravé d = ged(r, n) feSeni v grupé G (a to v8echny prvky z podgrupy P, aneb rovnice
se redukuje na z?¢ = 1).

A ted uz zpét ke konednym télestim:

6.23 Véta Necht (T,+,-,0,1) je konecné téleso o n prvcich. Grupa invertibilnich prvka v télese, tedy grupa
(T* =T —{0},"), je vzdy cyklicka.

DUKAZ Prvni ¢ast diikazu se opira o vlastnosti fad@ prvki. Rad prvku je délitelem poétu prvka grupy, tedy
r(a) | (n—1). Chceme najit prvek, jehoz fad je n—1. Oznac¢ime jako m nejvétsi fad prvkd v grupé T*. Dokazeme,
Ze pak fad libovolného prvku v T déli toto m (coz da trochu prace - musime dokéazat, Ze existuje-li v grupé
prvek fadu r a prvek fadu s, pak v ni existuje i prvek fadu lem(r, s)). Tudiz kazdy prvek v T* spliluje a™ = 1
a je kofenem polynomu z" — 1. Druha ¢ast dikazu se opird o fakt, ze v télese mize mit polynom nejvyse tolik
korenti, kolik je jeho stupen. Odtud m = n—1 a kazdy prvek, ktery ma tento rad m, je generatorem grupy 7. X

6.24 Definice Necht (T, +,-,0,1) je koneéné téleso, jakykoliv generator grupy (I = T — {0},-) se nazyva
primitivni prvek télesa T'.

6.25 Tvrzeni Necht T je konec¢né téleso o n prvcich. Polynom z" — 1 mé v télese T' celkem r riiznych kofenti
pravé, kdyz r|(n —1).

DUkAz Grupa (T*,-) je cyklickd grupa o (n — 1) prvcich. V ni existuje prvek 8 fddu r pravé, kdyz r | (n — 1).
Tento prvek je kofen polynomu x” — 1, nebot spliiuje 5” = 1. Podgrupa generovand prvkem (3 mé r prvki tvaru
B¢ 1 <i <7, akazdy z nich je kofenem polynomu z" — 1, nebot (5%)” = (37)* = 1* = 1. Vice kofenti polynom
stupné r mit v télese nemtize. (Aneb kofeny polynomu " — 1 jsou pravé vSechna feseni rovnice " = 1 v cyklické
grupé T*.) Pokud r 1 (n — 1), pak ma rovnice 2" = 1 v cyklické grupé pouze ged(r,n — 1) < r FeSeni, tedy
polynomu z" — 1 ma méné nez r korenti. X

6.26 Véta Fermatova: Necht T je konecné téleso o n prvcich. Pak kazdy prvek télesa je korenem polynomu
" —x, tj. pro kazdy a € T plati a™ = a.

DOkAz Kazdy nenulovy prvek télesa T je kofenem polynomu "~ ! — 1, nebot je tvaru o' pro primitivni pr-
vek « télesa T' (r(«) = n—1) - viz pfedchozi tvrzeni. Tudiz kazdy (i nulovy) prvek je kofenem polynomu z” —z. X

6.27 Dusledek Necht T je konecné téleso charakteristiky p (aneb rozsifeni télesa Z,), a prvek a € T. Pak
vztah af = a plati v télese T' prave, kdyz a € Z,.

DUkAz Prvky a € Z, tento vztah spliuji dle Fermatovy véty, tvoii tedy celkem p kofenii polynomu 2? —z. A
vice kofenti tento polynom stupné p v télese T' mit nemuze. X

6.28 Priklad Téleso GF(8) sestrojené jako T = Zs[r]/q(z), kde q(z) = 2® + z + 1 je ireducibilni nad Z, je
téleso T = {aa® + ba + ¢, a,b,c € Za, a® = a + 1}.

|T*| = 7, mozné ¥ady prvka r | 7, tedy kromé a = 1 (ktery ma ¥ad r(1) = 1) je kazdy nenulovy prvek primitivnim
prvkem télesa T'. Pouzijeme prvek « a napiSeme kazdy nenulovy prvek v T jako mocninu prvku a.

1 2 2

a =, o :a,a3:a+1,a4=a2+a,a5

2042—1—04—1—17 a6:a2—|—1, a’ =1.
Tuto tabulku mizeme pouzit pro nasobeni v télese T'. Napf.

(@+1)-(@®+a)=a-a*=a=a"-a*=1-*=a+1
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6.29 Treti pohled na nasobeni v koneéném télese T o n prvcich: Nalezneme primitivni prvek 3 télesa T'
a vytvorime tabulku délky (n — 1), v niz je kazdy nenulovy prvek napsan jako mocnina primitivniho prvku §.
Pak mtizeme prvky nasobit jako mocniny 8% - 3/ = ¥+ ptidemz v exponentu poéitame modulo r(3) = n — 1.

6.30 Priklad Téleso GF(9) sestrojené jako T = Zs[z]/q(x), kde q(z) = 22 + 1 je ireducibilni nad Zs, je téleso
komplexnich ¢isel nad Zs, T = {ai + b, a,b € Z3, i> = —1}.

|T*| = 8, mozné Fady prvki r|8. Piitom i* = 1, tedy r(i) = 4, ale (i + 1)* # 1, tedy r(i + 1) = 8 a (i + 1) je
primitivnim prvkem télesa T

Polynom x* — 1 m4 v té&lese T vSechny ¢étyti kofeny a jsou to prvky £1 a +i tedy prvky podgrupy (i).

6.31 Poznamka Vizdy lze setrojit téleso GF(p*) tak, aby kofen ireducibilniho polynomu byl zaroven primi-
tivnim prvkem v tomto télese. Aneb pro konstrukei télesa T = Z,[z]/q(z), 1ze zvolit ireducibilni polynom ¢(z)
stupné k tak, aby - napiSeme-li prvky télesa T' jako polynomy v proménné z a pocitdme dle pravidla ¢(z) = 0
- prvek z byl primitivnim prvkem télesa T'.

6.32 Priklad Téleso GF(9) sestrojené jako T' = Z3[z]/q(z), kde q(x) = 2? + z + 2 je ireducibilni nad Zs3, aneb

téleso T = {az+b, a,b € Z3, 22 =22 + 1}.
22 =02241)2=22+2+1=2+#1, tedy r(z) = 8 a 2 je primitivnim prvkem télesa 7.
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7 Polynomy nad Z; a jejich koreny v télese 7' charakteristiky p

Téleso T' charakteristiky p lze povazovat za rozsifeni télesa Zj, tj. Z, C T. Pak kazdy polynom nad Z, lze
prirozené povazovat za polynom nad T a lze hledat jeho kofeny v télese T. V predchozi kapitole jsme se
dozvédéli, ze kazdy prvek télesa je kofenem polynomu z" — x, kde n = |T| (Fermatova véta), a Ze polynom
2" — 1 mé v télese r riiznych kofentt pravé, kdyz r|n, a jsou tvaru 3%, kde 3 je prvek fadu r. Nyni budeme
zkoumat libovolné celociselné polynomy s koeficienty v Z, a jejich kofeny v télese 7.

7.1 Tvrzeni Necht q(z) je celodiselny polynom nad Z, a necht T je téleso charakteristiky p. Mé-li polynom
q(x) kofen c v télese T, pak m4 také koren cP v télese T

DUkAz Oznaéme ¢(z) = an 2" + ...+ a1 ¢+ ag, kde a; € Z,. Vime, Ze c je kofen polynomu ¢(z), tedy ¢(c) = 0.
Potom 0 = 07 = [¢(c)]P = aP, (¢")P+...+al ¢’ +ab, nebot char T = p. V disledku Malé Fermatovy véty plati pro
vSechny prvky ze Z,, ze af = a;. Mzeme tedy dale upravit nasi rovnost 0 = a,, (¢?)" + ...+ a1 ? + ag = g(cP)
a dostévame, Ze P je také kofen polynomu g(z). X

7.2 Dusledek Necht ¢(x) je celodiselny polynom nad Z, a necht T je téleso charakteristiky p. Ma-li polynom
q(x) kofen c v télese T, pak ma také kofeny cP, c(pQ), c(ps), ... vitélese T.

Tvorba kofenti se zastavi nejpozdéji po k krocich, kde |T| = p*. Pro prvek c z télesa T totiz plati ) = ¢
podle Fermatovy véty.

7.3 Poznamka Podobnou situaci s kofeny v nadtélese zname u redlnych polynomii a jejich komplexnich kofenti.
I zde je jisty vztah mezi kofeny, konkrétné ma-li redlny polynom komplexni kofen ¢ = « + i, pak musi mit
i komplexné sdruzeny koien ¢ = o — Ji.

7.4 P¥iklad Mgjme téleso GF(8) vyrobené takto: T = Zy[x]/q(x), kde q(x) = 23+ +1 je ireducibilni polynom
nad Z,. Prvky télesa oznaéime jako polynomy v promeénné «, tedy T' = {aa® +ba+c, a,b,c € Za, a® = a+ 1}.
Polynom ¢(z) = 23 + x + 1 je ireducibilni nad Zs, nemé tedy zadny koien v té&lese Zs.

V télese T ale plati, ze ¢(a) = o® + a + 1 = 0, protoze polynom ¢(x) ma nulovy zbytek po déleni ¢(z). Prvek
« je tedy kofenem polynomu ¢(z) v télese T'. Charakteristika télesa char T = 2, dalsi kofeny polynomu g(x) jsou
a?, a* = o® + o - miZeme to ovéFit dosazenim. Vice kofent neni, nebot polynom stupné 3 mize mit v télese
nejvyse tii koteny - skuteéné vyrabéni dalsich kofenti umociiovinim na druhou se uz zacykli, a® = «a, protoze
|T| = 8.

7.5 Tvrzeni Necht q(z) je ireducibilni polynom nad Z, stupné k. Pak v télese GF(p*) tvaru T = Z,[z]/q(x)
ma polynom q(z) celkem k riznych kofent a polynom q(z) se rozkladd na soucin linedrnich polynomi nad T.

DOKAz T = {ap_1 2" +...+ a1 2 +ao, a; € Zp,q(2) = 0} Jednim koFenem polynomu ¢(x) je prvek z a dalsi
kotfeny vzniknou umocnovanim na charT' = p, tedy 2P, zp2, ceey P jsou také kofeny polynomu g(z). Zbyva
dokazat, ze jsou navzijem rtizné. To vyplyva z nésledujiciho pojmu ”mininélni polynom”. Pokud by se vyroba
kotfentl zacyklila dfive nez u 2(P") = z, pak by minimalni polynom pro kofen z byl polynom nad Z, stupné
mensiho neZ k a tento minimalni polynom by délil beze zbytku polynom ¢(z), coz by byl spor s ireducibilitou
polynomu ¢(z) nad Z,. X

7.6 Definice Nechf T je konecné téleso charakteristiky p a prvek ¢ € T'. Minimdin? polynom nad Z,, pro prvek c
je nenulovy celo¢iselny polynom nad Z,, co nejmensiho stupné, ktery ma kofen c v télese T'. Oznad¢ime jej m.(x).

Takovy polynom vzdy existuje, nebot prvek ¢ € T je dle Fermatovy véty kofenem celo¢iselného polynomu
) — x, kde p*¥ = |T|. Mezi vSemi nenulovymi celo¢iselnymi polynomy nad Z, s kofenem c € T lze najit
néjaky nejmensiho stupné. Ziejmé jeho konstantni ndsobek bude mit kofen ¢ a bude téhoz stupné - ukdzeme, ze
minimdalni polynomy pro prvek ¢ jsou navzdjem asociované a jako m.(x) budeme znacit ten, ktery ma vedouci
koeficient roven 1 (monicky minimalni polynom pro prvek c).
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7.7 Tvrzeni Necht T je konecné téleso charakteristiky p a necht ¢ cP, c(pz), e @) jsou vSechny riizné prvky
vzniklé umoctiovani prvku ¢ € T na p-tou. Pak minimalni polynom pro prvek c je polynom:

me(z)=(z—c)lxa—c)-... - (x — c(pl))

DUkaz Kazdy celo¢iselny polynom nad Z, musi mit s kofenem ¢ € T také vSechny tyto kofeny tvaru @,
Jejich pridani je tedy nutné, dokazeme, Ze je i postacujici. Oznac¢me a; koeficienty vysSe vytvoreného polynomu
me(x). Spocitdme dvéma zpusoby polynom (m.(x))P. Jelikoz char T' = p, plati:

m m

(me(@)? = (D _aa')? = af(a")'
=0 =0
(Mme(2))P = (2 — )P (x— )P - ... (x — PP =
= (2P — ) (2P — @)Y (@ — P = m(aP) = Zai(l‘p)i
=0

Vyuzili jsme toho, ze ™ = ¢. Z rovnosti polynomu plyne, Ze af’ = a; pro vSechna 0 < i < m. To je mozné jen,
kdyz vSechna a; € Z,, polynom m.(z) je tedy celoéiselny.
X

7.8 Tvrzeni Necht m.(z) je minimélni polynom nad Z, pro prvek ¢ € T, charT = p. Pak plati:
1. m¢(x) je ireducibilni polynom nad Z,
2. polynom f(x) nad Z, ma kofen ¢ € T pravé, kdyz m.(x)|f(z) nad Z,

DUkaz 1) Kdyby m.(z) = a(x)b(z) byl netrividlni rozklad nad Z,, pak by prvek ¢ musel byt kofenem polynomu
a(x) nebo b(x) (nebot téleso nemd délitele nuly), coz by byl spor s tim, Ze m.(z) je celoéiselny polynom
nejmensiho stupné s kofenem c. v

2) Celo¢iselny polynom f(z) nad Z, musi mit s kofenem ¢ € T také vSechny kofeny tvaru ¢ musi byt tedy

délitelny vSemi linedrnimi polynomy tvary (z — c(pi)). Proto je f(z) délitelny polynomem m.(x). X

7.9 Dusledky
1. f(z) je minimalni polynom pro prvek c pravé, kdyz f(x) je ireducibilni nad Z, a f(c) =0 v télese T
2. Monicky m.(x) je uréen jednoznacné.
3. me(z)|(z™ — 1) prave, kdyz r(c)|n.

DUKAzZ 1) f(z) musi byt délitelny polynomem m.(z), ale protoze f(z) je ireducibilni nad Z,, tak f(z) = a m¢(x)
pro a € Zy, tudiz f(x) je také minimalnim polynomem pro prvek c.

2) Minimélni polynomy pro ¢ se musi délit navzajem (byt asociované), monicky je tedy jen jeden.

3) me(x)|(z™ — 1) prave, kdyz c je kofenem polynomu 2™ — 1, aneb ¢” = 1 v T. To nastane pravé, kdyz r(c)|n -
r(c) je ¥ad prvku ¢ v grupé T*. X

7.10 P¥iklad Téleso GF(8) sestrojené jako T = Zs[x]/q(z), kde q(z) = 23 + 2 + 1 je ireducibilni nad Zs, aneb
T = {aa® + ba + ¢, a,b,c € Zy, a® = a + 1}. Najdeme minimélni polynomy pro vSechny prvky.

Miniméalni polynom pro prvky ze Zs jsou linearni: mo(z) = x, my(z) =z — 1.

Minimalni polynom pro kofen « je polynom ¢(z) = 23 + x + 1, nebot g(a) = 0 v télese T a g(x) je ireducibilni
nad Zs. Tento polynom je také minimalnim polynomem pro prvky o? a a* = o? + a.

Najdeme minimalni polynom pro kofen a+ 1 v télese T'. Dal&i nutné kofeny jsou (a+1)2 = a? +1, (o + 1)* =

a? + a + 1 a minimalni polynom (pro tyto tii prvky) bude:

Mat1(z) = (= (a+1))(x = (&® +1))(z — (® +a+ 1)) =2 + 2 +1
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Mizeme to ovéfit roznasobenim, anebo odvodit nésledujici tvahou: Vime, ze ma vyjit ireducibilni polynom
stupné 3. Tyto polynomy jsou nad Z, pouze dva, #3+x+1 a 23 +22+1. Prvni je roven polynomu ¢(z) = m(z)
a nemd kofen a + 1, takze mqy41(7) = 23 + 22 + 1.

Podle Fermatovy véty je kazdy prvek télesa GF(8) kofenem polynomu z® — x, tudiZz minimalni polynom kazdého

prvku musi délit polynom 28 — x. A skute¢né, rozlozime-li tento polynom na ireducibilni polynomy nad Z,
ziskdme 28 —r =z(2" - 1) = z(z - V)23 + 22 + ) (23 + 2 + 1).

Miniméalnich polynomt se vyuziva k dikazu faktu, ze kazdé konecné komutativni téleso je Galoisovo.

7.11 Véta Necht' T je konecné komutativni téleso charakteristiky p. Pak T je izomorfni s Galoisovym télesem
Z,[z]/q(z), kde g(z) je minimélni polynom pro primitivni prvek télesa T .

DUKAz Hlavni myslenka dikazu (detaily ponechdme ¢tendfi): Bud « primitivni prvek télesa T a mq(z) jeho
minimaln{ polynom, st(m,) = k. Pak kazdy nenulovy prvek télesa T je tvaru 8 = af. Podélime-li se zbytkem
polynom z’ polynomem my (z) v Zy[z], dostaneme z’ = g(x)mq(z) + t(x) a st(t(x)) < k. Mzeme tedy kazdy
prvek zapsat ve tvaru polynomu v proménné a stupné nejvyse k — 1, 8 = o' = 0+ t(«).

Pfitom rtizné polynomy v proménné « stupné nejvyse k — 1 uréuji rizné prvky télesa T: kdyby ¢1(a) = ta(a),
pak by (t1 — t2)(a) = 0, ale « nemiize byt kofenem zaddného polynomu stupné mensiho nez k kromé nulového
polynomu, tudiz t;(z) = t2(x). Mame tedy vzdjemné jednoznacéné zobrazeni mezi nenulovymi prvky télesa T
a nenulovymi polynomy nad Z, stupné nejvyse k — 1. Prvku 0 pfifadime nulovy polynom.

Toto zobrazeni je télesovym izomorfismem mezi télesem T a télesem Z,[z]/mq(z) - séitdni a ndsobeni je respek-
tovano, protoze téleso T mé charakteristiku p a protoZe je v ném m,(a) = 0, 0 a 1 jsou respektovany zfejmé. X
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