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Resené teoreti¢téjsi priklady
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1. Urcete symetrii funkce f(x) = sin<—3>, svou odpovéd dokazte.
x

2. Uvazujte funkci f(x) = In(4 — 2x).

a) Urcete jeji monotonii a svou odpovéd dokazte podle definice.

b) Dokazte, Ze je f prostd, a najdéte jeji inverzni funkci. Dokazte, Ze to, co jste nasli, je
opravdu inverzni funkce. Jaky mé& obor hodnot?

2 _
3. Podle definice dokazte, ze lim (M) =12.
x—3 Tz —3

sin(7z) 1:
4. Najdéte podle definice f/(1), derivaci funkce f(z) = { 1o U7 1’ v bodé 1.
-T, T =

5. Uvazujme funkci f(x) = 22 — 2x. Najdéte tecnu (teény) grafu této funkce, které splituji
podminku:
a) tecna je rovnobézna s primku 2y + 3z = 1, b) te¢na prochazi bodem (0, —1).

1—:L‘> T t()
= — — arctg(x).
1+=x &

6. Dokazte, ze pro x > —1 mame arctg( 1

7. Dokazte, ze pro x > 0 mame e* > 2x.

8. Urcete trojuihelnik o nejvétsim obsahu, ktery se vejde do kruznice o poloméru R.

oo
" .. , 27 +x
9. Rozhodnéte, zda konverguje integral n
ed}
1

n+1
-1
a) Podle definice dokazte, ze {a,} je klesajici.
b) Podle definice dokazte, ze lim (a,) = 1.
n—oo

10. Uvazujme a,, =

Reseni:
1. Mame D(f) (—00,0) U (0,00). Pro libovolné = € D(f) dosadime (—z) do f:

= sm( ( |x)3 ) = sm(1 Lo |) = sin( 1x|m|) Sln(1 |x|) = —f(z).
Funkece je hcha.

2. Mame D(f) = (-0, 2).

a) Monotonii zjistime nejjednoduseji pomoci derivace:
f'(z) = =3

ne podle definice).

Ted to tedy dokazeme podle definice. Vezmeme libovolné = < y € D(f). Zkusime upravit
nerovnost x < y tak, aby se na obou stranich objevila dana funkce. Nejprve ji vynasobime
zapornym cislem —2, musime tedy zménit smér nerovnosti. Pak pricteme 4:

(—00,2) klesajici (a je to i ditkaz, ale

r<y = —2x>-2y = 4—-2x>4—-2.
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Ted na obé strany aplikujeme rostouci funkci logaritmus; vime, Ze pfi aplikaci rostouci funkce
neménime smeér nerovnosti.

4—-2rx>4—-2y = In(4—2x) >In(4d—-2y) = f(x) > f(y).
Tim je diikaz hotov, ukdzali jmse, Ze pro libovolné = < y € D(f) je f(x) > f(y).
b) Protoze jsme dokazali, Ze je f ryze monotonni na intervalu D(f), je tam nutné i prosta.
Jak by fungoval dikaz podle definice? Uvazujme libovolné dveé ¢isla z1, 29 € D(f) a pfedpo-
kladejme, ze f(x1) = f(z2). Na tuto rovnost aplikujeme funkci exponencialu:

In(4 — 221) = In(4 — 22y) = MEA201) — n(=222) 4 _ 95 — 4 — 21,
Posledni vzorec plyne z toho, Ze logaritmus a exponenciala se coby funkce navzajem inverzni
“vyrusi”. Ted uz standardnim zpisobem vyfesime pro proménné:

4—2x1 =4 —229 — 201 = 229 — T1 = To.
Dokazali jsme, ze implikace f(z1) = f(z2) = x1 = x2 plati pro libovolna dvé ¢isla z D(f),
takze funkce je opravdu prosta.
Inverzni funkci najdeme tak, ze rovnici y = f(x) vyfeSime pro z, zase zacneme aplikovanim
exponencialy na obé strany, abychom se zbavili logaritmu:

y=In(4—-2z) = e¥=4-22 = 2r=4-¢" = z=2— 3¢’
Nasli jsme tedy inverzni funkci f_1(y) =2 — %ey.
Jak se dokéze, Ze je to opravdu inverzni funkce? Za prvé, pro kazdé x € D(f) mame
foa(f(z) = foa(n(4 - 22)) = 2 — §eM720) =2 — $(4 - 22) =
Naopak pro vSechna y € R(f) mame
f(f=1(y) = f(2 - 3¢¥) =In(4 - 2(2 — 3¢¥)) = In(e¥) = .

Tim je dikaz hotov.
Plati: R(f-1) = D(f) = (—00,2). Mimochodem, také R(f) = D(f-1) =

3. Je-li ddno € > 0, musime vyhrat hru, tedy pfinutit f(z), aby spliiovalo |f(z) — 12| < ¢,
tim, Ze omezime x na redukované okoli bodu 3. Presné to provedeme tak, ze najdeme 6 > 0,
aby pro z spliujici 0 < |z — 3] < ¢ platilo |f(z) — 12| < e. Cilovou nerovnost prozkouméame:

If(z) — 12| <e < }290 —18 12}<g — ‘%‘<5 — ‘233 —12w—|—18}<€

= }M\ <e <= 2z-3|<e <= |z—3|< i
Vidime, ze pro “z blizko 3” tak, jak to vyslo v poslednim vyrazu, je \f( ) — 12| < e. Proto
zvolime za ¢ ¢islo %5. Vyhrali jsme tim hru?

Jestlize |z —3| < &, pak také |z —3| < 3¢ a obracenim toho vypoctu dostaneme | f(z)—12| < e.
Hotovo.

4. Je dana funkce viibec spojitda va = 17

lim (Sin(”)) - <<g — 1’H>> = lim (M> = = f(1).

z—=1\ x —1 z—1 1
Funkce je tedy spojitd v a = 1, a proto je Sance na existenci derivace. Dle definice je

710 = iy (M) gy () o (D) (g )

z—1 A\ 71 (z—1)2 0
2

= (M) = (8 = v = (TR o

Limita konvergovala, proto f’(1) = 0.




MA1 Resené teoretictéjsi priklady pHabala 2009

5. Budeme hledat teénu v nezndmém bodé (a, f(a)). Tato te¢na ma rovnici
y—fla) = f'(a)(x —a) = y=(2a—2)(z —a)+a* —2a = (2a — 2)z — a°.

a) Jak se poznda paralelnost? Musi byt shodné smérnice. P¥imka 2y + 3z = 1 se prepiSe jako

Yy = —%x + %, takze méa smérnici k = —%. Hledana te¢na tedy musi mit také tuto smeérnici,
coz dava rovnici —% = f'(a) = 2a — 2. Odtud a = %.
Reseni: Hledana tecna je tecna v bodé (i, —%) a ma rovnici y = —%a: — %6.

b) Zde se chce, aby hledand teéna prochazela bodem (0, —1). Jinymi slovy, tento bod musi
udélat vySe napsanou obecnou rovnici teény pravdivou. Mame tedy po dosazeni:

~1=(2a-2)-0-a*> = a==l

Jsou dvé FeSeni. Tecna v bodé (—1,3) o rovnici y = —4x — 1 a te¢na v bodé (1, —1) o rovnici
y=—1.
Obrazek ukaze, co jsme to vlastné spocitali:
y y
f f

6. Mame ukézat, ze funkce f(z) = arctg(%jr—i) a g(x) = § — arctg(z) spliuji f = g na

mnoziné M = (—1,00). Vzhledem ke tvaru mnoziny se nabizi oblibeny trik. Nejprve ovéfime,
™

ze ptislusnd nerovnost plati v néjakém bodé této mnoziny, tieba v nule: f(0) = artcg(1) = 7
a g(0) = § —arctg(0) = 7§, proto opravdu f(0) = g(0).
Zajimavy trik je porovnavat v nekonec¢nu, samoziejmé limitou: f(oo) = artcg(—1) = —7 a
g(o0) = § —arctg(oo) = § — 5 = 7.
Ted uz staci jen ukdzat, Ze tyto funkce rostou stejnym zpisobem, tedy ze f' = ¢’ na M.
Opravdu: F(x) —2 ~2 —2 ~1

ravdu: f/'(z) = : = — — ’

P (22 +1 (1+2)?2 (1-2)2+1+2)? 22242 22+1

1 -1
x24+1 2241

stejné jako ¢'(xz) =0

7. Méame ukézat, ze funkce f(z) = e* a g(x) = 2z spliiuji f > ¢ na mnoziné M = (0, c0).
Vzhledem ke tvaru mnoziny se nabizi oblibeny trik. Nejprve ovérime, ze prislusnd nerovnost
plati na za¢atku této mnoziny: f(0) = 1, g(0) = 0, proto opravdu f(0) > ¢(0).

Kdybychom jesté ukazali, ze funkce f také roste rychleji nez funkce g na mnoziné M, tak je
to hotovo. Bohuzel, f'(x) = e®, zatimco ¢'(z) = 2, takZe pro mald kladnd x mame ¢’ > f’.
Situace je tedy takova, ze sice f zac¢ne vétsi, ale pak g roste chvili rychleji, proto nelze vyloudit,
ze f nékde predzene. Takze tento pristup—jinak docela ucinny—v tomto prikladé selhal.
Potifebujeme tedy alternativni pohled na problém. Vsimnéte si, Ze nerovnost f > g je ekvi-
valentni nerovnosti h(z) = e* — 2z > 0 na M. Zda je takova nerovnost pravdiva, zjistime
napriklad tak, ze najdeme globalni minimum h na M a podivame se, jestli je kladné. Nejprve
tedy kandidaty. Jsou dva druhy kandidattd na globalni minimum, krajni body M, tedy 0 a
00, a pak kritické body. Ty najdeme feSenim rovnice h'(z) = e* — 2 = 0, tedy = = In(2). Ted
porovname hodnoty:



MA1 Resené teoretictéjsi priklady pHabala 2009

h(0) =1, h(In(2)) =2 — 21In(2) = 2(1 — In(2)), h(o0) = mlg{)lo(h) = 00.

Protoze 2 > 1, je In(2) > 0 a proto h(In(2)) < h(0). Globalni minimum h na mnoziné M je
tedy v bodé In(2). Jaké znaménko ma toto minimum? Protoze 2 < e, je i In(2) < 1 a tudiz
1 —1In(2) > 0. Proto A(In(2)) > 0 a nasledné i A~ > 0 vSude na M. Tim jsme dokézali, ze
opravdu e® > 2x pro x > 0.

8. Nejprve musime tlohu prevést na matematiku a k tomu je treba zredukovat pocet pro-
meénnych, protoze pro zacatek mame tii vrcholy trojihelniku zcela libovolné uvniti kruhu.
Zacneme tim, ze kdyz maximalizujeme obsah, nemé smysl uvazovat trojihelniky malé, které
se nedotykaji kruznice. Budeme tedy uvazovat pouze trojuhelniky vepsané do kruznice, takze
uz jsou jen tfi parametry (polohy vrchold na kruznici).

Kdyz uz mame trojuhelnik, lze vzdy situaci otocit tak, aby se néktera strana stala vodorov-
nou a lezela pod stfedem kruznice. Takova strana je pak nutné symetrickd podle svislé osy
kruznice. Vezméme si jednu takovou vodorovnou stranu pod stfedem a uvazujme vSechny
vepsané trojuhelniky, které lze s jeji pomoci vytvorit.

&

Protoze obsah je dan zékladnou (ta je spoleéné pro vSechny) a vyskou, nejvétsi obsah mezi
nimi ma ten s nejvétsi vyskou, tedy ten s vrcholem uprostied nahote, rovnoramenny troju-
helnik.

Tim se situace dale zredukovala, protoze pro kazdou takovou zakladnu uz nemé smysl uva-
zovat jiné trojuhelniky. Hledany extrémni trojuhelnik tedy budeme hledat mezi rovnoramen-
nymi trojuhelniky s vodorovnymi zakladnami.

(

Tyto trojuhelniky uz lze popsat jedinym parametrem, naptiklad vzdalenosti zakladny od
stredu. Je tam jesté jeden parametr, pevné dany polomér kruznice.

R

R
x

H

\/ R2—x2

Obsah takového trojuhelnika je jasny, mé zakladnu 2v/ R? — 22 a vysku R + x. Mame tedy
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maximalizovat funkci A(z) = (R + 2)2v'R? — 22 pro z € (0, R). Kriticky bod:
— 1
A@)=vVR— 22+ (R+1)——— =0 = 22+ Rr—R*=0 = 2= —R,-R.
RQ _ I.Q 2

Podmince = € (0, R) vyhovuje jen druhd hodnota. Dale musime uvazovat krajni body in-
tervalu. Pro globalni maximum jsou tedy tii kandidati, z = 0, x = %R, xr = R. Porovname

obsahy: A(0) =0, A(%) = %RQ, A(R) = 0, tedy maximum je pro z = %R.
Zavér: Maximalni obsah se dostane vepsanym rovnoramennym trojihelnikem o zakladné v3R
a vysce %R. Tento trojthelnik ma ramena o délce v/3R, jinymi slovy, optimalnim FeSenim je

vepsany rovnostranny trojihelnik, mé obsah %RQ.

9. Tento integral nebudeme umét piimo spocitat, proto jsou jedinou nadéji néjaké testy
konvergence. Coz takhle srovnavaci? Problémy jsou s nekone¢nem a vime, ze okolo néj se daji
mocniny vzhledem k exponencidlam ignorovat. Funkce 236:—;2 a i—z nelze porovnat pomoci
nerovnosti, protoze neni bez delsich vypoctt zrejmé, kterd z téchto funkci je vétsi, nebo jestli
se dokonce sttidavé nepredhanéji. Zkusime tedy limitni srovnévaci kritérium, protoze vime,
ze pro velkd xr mame

2+ 2®

Musime ovérit, ze testovana funkce opravdu dobre odhaduje danou funkci okolo nekonecna:

lim(Lﬂ:))_l (2m+x em>_hm<1+2%):1+02

z—oo\ g(x) z—oo\e? 4 2 2% oo\ ] 4 22 140
1 1
Pfi vipoctu jsme powsli lim (2%) - <<§ — 1H>> = lim (m (2)%) -~ =0,
2 2 2
lim (x—> - <<@ — I'H dvakrét>> — lim (—x) — lim (—) — 0.
z—oo \ e¥ o0 z—oo \ % z—oo \ ¥

(@) [oe)
Srovnani jsme ovérili, mame proto také / f(x)dx ~ / g(z) dz. Co tedy vime o testovacim
integralu?
2
[

i_z do = [ln(;/e) @], = ln(;/e) Jim ((2)7) - n(2/e)

— 2 2\ _ —
_<<‘E|<1: (E) _0>>_11n(2)e<oo
Protoze testovaci integral konverguje, podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje i in-

x .'E
+z
tegral /
1

+x2

10. a) Monotonie: Mame dokazat, Ze pro n € IN plati a,,+1 < a,. Tak se na to podivejme:

np1 < ap = T <2 = M2 ot s (4 2)(n-1) < (n+1)n

n—1 n n—1

— n*+n-2<n’+n = -2<0.
Dostali jsme vyrok pravdivy pro n € IN, a protoze tpravy byly ekvivalence, nutné plati i
Upt1 < Ap.
b) Je-li ddno € > 0, musime vyhrat hru, tedy pfinutit a,,, aby spliovalo |a, — 1] < &, tim,
ze omezime n na velké hodnoty. Presné to provedeme tak, ze najdeme hodnotu N, aby pro
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n > N platilo |a,, — 1| < e. Cilovou nerovnost prozkoumame:

jan — 1] <& = |2 _ 1| <o = [nEomi2) o0 o | 20| <
2
—= 2 <e <= 2<n-1<= n>1+-.
g

Vidime, Ze pro “n velké” tak, jak to vyslo v poslednim vyrazu, je |a,, — 1| < . Proto zvolime
za N libovolné ptirozené ¢islo spliujici N > 1 + % Vyhrali jsme tim hru?
Jestlize n > N, pak také n > 1—1—% a obracenim toho vypoc¢tu dostaneme |a,, — 1| < e. Hotovo.



