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pH: Funkce vice proménnych

Uvod

Cilem této brozurky je predstavit dilezité pojmy teorie funkci vice proménnych tak, aby je ¢tenar
dokazal chapat intuitivné a dokazal si propojit matematické vzorce s geometrickymi predstavami.
Slouzi tak jako doplnék, nikoliv nahrada klasickych knih o analyze vice proménnych, které vykladaji
teorii a obsahuji ditkazy ¢i cviéné priklady, coz zde naopak zcela chybi.

Zmaceni je standardni, pro jistotu pridavame na konci Dodatky se shrnutim zakladnich topolo-
gickych pojmt pouzivanych pfi praci s vicerozmérnymi prostory. Piidali jsme i prehled zakladnich
analytickych objekti v roviné a prostoru, protoze se s nimi hodné pracuje.

Také formatovani je vcelku standardni. Mame tu jednu zvlastnistku, vsechny Piiklady a Po-
znamky jsou zakonceny trojuhelnickem, ktery vidite nize.

A

1. Predstavujeme funkce vice proménnych ........ ... ... . i 2
la. Defini¢ni obor
1b. Vizualizace funkci (nacrt grafu)

2. Predstavujeme limitu a spojitost............ . i 11

3. Predstavujeme derivace. .. ... e 23
3a. Derivace ve vyssi dimenzi
3b. Vyznam parcidlnich derivaci
3c. Parcialni derivace vyssiho fadu
3d. Vyznam derivaci vyssiho radu

4. Predstavujeme lokalni a globalni extrémy .......... ... ... ... . oL, 37
4a. Lokalni extrémy
4b. Globalni extrémy

5. Predstavujeme vektorové funkce ......... ... i 60
5a. Parametrické krivky
5b. Zékladni analytické pojmy
5c. Diferencialni operatory (div, rot)

6. Predstavujeme integral ......... .. . 76
6a. Dvoudimenzionalni integral
6b. Ttridimenzionalni integral
6c. Kfivkové a povrchové integraly (véetné divergenéni a Stokesovy véty)
6d. Parametrizace, substituce

T.Vice 0 derivaci ... ..ooii e 118
Ta. Derivace a diferencidlni operatory
7b. Skladani funkci, transformace (véetné zmény soutadnic)
7c. Diferencial
7d. Taylorav polynom
Te. Implicitni k¥ivky a funkce

8. Vice 0 integralu . ... 153
8a. Mnoziny
8b. Integral

9. Dodatky . .o 160
9a. Geometrické objekty v R"
9b. Topologické pojmy v R"



pH: Funkce vice proménnych Funkce

1. Predstavujeme funkce vice proménnych

Funkce vice proménnych jsou prirozenym zobecnénim funkci jedné proménné. Funkce jedné pro-
meénné je zobrazeni (jakési posilatko) z jedné kopie redlnych éisel (typicky jeji podmnoziny) do
druhé, funkci vice proménnych dostaneme, kdyz vychozi jednorozmérnou mnozinu nahradime mno-

Zinou vicerozmérnou.
R R R

f f
= '

Lidé si obvykle s pojmem funkce spojuji vzorec (coz neni vzdy mozné, ale typicky to tak po-
tkavame), i pak je funkce vice proménnym zcela logickym krokem od vzorct typu f(z) = 22 ke
vzorcum typu f(w,z,y,z) = (e¥ + y)* - sin(x — 7z). Toto znaceni je velice pohodlné pro praci
s konkrétnimi funkcemi, kdy zname pocet proménnych a jejich jména, ale nehodi se pro obecné
uvahy, kdy pracujeme s neznamym poctem proménnych. V takovém pripadé se vyplati vidét situaci
tak, ze pordad mame jednu proménnou, jen se tentokrate bere z mnoziny vektori. Namisto f(x,y),
f(z,y,2), f(u,v,w,z,y) atd. prosté piseme f(Z).

V tomto znaceni je pak také prace s funkcemi vice proménnych v mnohém obdobné praci s jednou
proménnou, hlavni myslenky ztstavaji, jen jsou vypocty a postupy obcas komplikovanéjsi. Vse se
ale zvlada vyrazné snaze, pokud si to ¢lovek umi propojit s geometrickou predstavivosti, zde se
hodi zkuSenost se zdkladnimi objekty ve vicedimenzionalnim prostoru (piimky, roviny atd.)

To je také hlavnim cilem téchto kapitolek, ukazat na geometricky vyznam pojmi, vypocta a
postupti. Nejprve si ddme definici funkce vice proménnych, at vime, s ¢im budeme pracovat.

Definice.

Funkci vice proménnych rozumime libovolné zobrazeni f: D — R, kde D = D(f)
je néjakd podmnozina R™.

Neni-li D explicitné dano, pak jako defini¢ni obor D(f) bereme mnozinu vSech
Z € R", pro kterou ma f(&) smysl.

Coz néas privadi k prvnimu tématu.

la. Defini¢ni obor

U funkci zadanych vzorcem se defini¢ni obor hledé obdobné jako u funkce jedné proménné, tedy
polozime si otazku, jakd omezeni na proménné vyplyvaji z onoho daného vzorce.

Na rozdil od ptipadu jedné proménné se nemusime snazit vyjadiit vyslednou mnozinu v néjakém
standardizovaném tvaru (sjednoceni intervali1), protoZe to ve vice rozmérech prosté nelze, mnoziny
jsou prilis rozmanité na to, aby se daly zapsat pomoci jednoho zakladniho typu (¢i nékolika typt).
Usettime tedy praci, staci vysledek napsat ve tvaru

D(f) = {# € R"; podminky pro z}.
Naopak nova véc je, ze u mnozin ve vicerozmérném prostoru nékdy miizeme rozeznat, jaky je to
vlastné objekt.

Priklad: Urcéime defini¢ni obory téchto funkci:
a) f(x,y) = 2?sin(z + y): evidentné D(f) = R2.
b) f(z,y) =9 —2% —y% D(f) = {(z,y) € R% 2® +y* < 3%},
je to kruh se stfedem v pocatku o poloméru 3.
) f(z,y,2) = V9 — 22 —y2 — 22: D(f) = {(z,y,2) € R3; 2% +y? + 22 < 3%},
je to koule se stfedem v pocatku o poloméru 3.
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ot
d) fla,y) = 5= D(f) = {(z,y) € R% y # x},
je to rovina s vynechanou pfimkou—hlavni diagonélou (viz obrazek nize).
e) f(z,y) = @ y: D(f) ={(z,y) € R% y -z >0},
je to uzavieny prvni a tieti kvadrant v roviné.

d) y . e) y

1b. Vizualizace funkci (nacrt grafu)

Funkce jedné proménné si nejéastéji vizualizujeme pomoci grafu. Zobecnéni na vice proménnych
je vcelku snadné. V jedné proménné je grafem funkce mnozina vSech bodia ve tvaru (x, f (:I;)) pro
x € D(f), potfebuje tedy dvé dimenze. Pokud se proménné funkce f(Z) bere odnékud z prostoru
R"™, pak na graf budeme potfebovat o jednu dimenzi vic a vznikne jako mnozina bodd ve tvaru
(1,22, ... ,Tpn, [(T)), kde & = (z1,... ,z,).

V pripadé n > 2 tedy potfebujeme alespon t¥i dimenze, ¢imz vyskocime z papiru a hned vidime,
ze graf vlastné nelze nakreslit. Presto je dobré si zachovat alespon pocitovou predstavu grafu.
Na ,vodorovné* reprezentaci defini¢niho oboru (pfesné ¢i symbolické) najdeme vychozi hodnotu
vicerozmérné proménné, nad ni zakreslime bod grafu ve vysce odpovidajici funkéni hodnoté v
daném bodé.

Pokud to udélame ve vSech bodech defini¢niho oboru, body grafu vytvorti jakysi utvar, ktery si mu-
zeme predstavit jako zvlnény povrch. V zasadé takto to bude fungovat v ptipadé dvou proménnych,
typickym grafem je né&jaky tenky (v principu dvourozmérny) objekt coby soucést tfirozmérného
prostoru, pri trose Stésti si jej dokazeme perspektivou, vhodnym stinovanim a podobné alespon
priblizit. Naptiklad grafem konstantni funkce f(z,y) = ¢ bude vodorovna rovina vznasejici se nad

rovinou xy v patricné vysce c.

%
)
/0 y
X

Zkusenost by méla naznacit, ze jsou i funkce dvou proménnych, u kterych to tak pékné nebude,
grafem je obecné néjakd mnozina v R3, kterd miize byt i velmi divoka, ale takové funkce nejspise
v béznych aplikacich nepotkame. S funkcemi dvou proménnych pracujeme radi pravé proto, Ze si
je obvykle umime nacrtnout.
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Pokud mame tii a vice proménnych, tak uz si graf neznazornime ani priblizné, ¢tyirozmérny pro-
stor je nad nasi predstavivost. Proto se hledaly jiné zptuisoby, jak si chovani funkci vice proménnych
vizualné priblizit. Zde si ukdzeme ty nejpouzivanéjsi.

Budeme je ilustrovat na funkcich dvou proménnych, protoze si tu situaci jsme schopni nakreslit,
ale myslenky budou platné i ve vyssich dimeznich.

Obrazky grafi funkci dvou proménnych lze ziskat také pomoci rozlicnych programovych pro-
stfedkt (Maple, Mathematica atd.), coz je pohodlné a pfijemné, nicméné je dobré vécem rozumét,
ostatné obcas tyto vypocetni prostredky selhavaji a ztustava stary dobry mozek a znalosti.

Hladiny konstantnosti

Toto je jedna z nejsilnéjsich metod pro vizualizaci chovani funkce, ale tento pojem se da vyuzit
i siteji, napriklad ke zkoumani implicitné zadanych utvart.

Definice.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Pro ¢ € R definujeme pfislusnou
hladinu konstantnosti H. = {7 € D(f); f(Z) = c}.

Z definice vidime, ze H,. lezi v D(f), takze na znazornéni hladin ndm staéi jen n rozméri, coz je
pokrok oproti graftm.

Jak to funguje? Nejprve graf fizneme na urovni ¢ (zeptame se, kde vSude jsou hodnoty funkce
rovny c¢) a pak se podivame, ze kterych hodnot proménnych se tam dostaneme, neboli si tento
fez promitneme do defini¢niho oboru. Pokud si graf predstavime jako reliéf krajiny, tak hladina
konstantnosti jsou mista dand pomoci zemépisnych soufadnic (tedy v roviné mapy) takova, ze je
v nich nadmorska vyska presné c. Jinymi slovy, hladiny konstantnosti jsou analogické vrstevnicim
na mapé€. Zkuseny turista dokéze z vrstevnic odhadnout tvarovani krajiny, stejné tak lze z hladin
konstantnosti odhadnout mnoho uzite¢ného o dané funkci.

Yy
/ch
; chl

Je to dobry zpisob, jak analyzovat funkce t¥1 proménnych. Pokud méame naptiklad funkei 7'(x, y, z)
popisujici teplotu v riznych mistech jisté mistnosti, pak pro rozlicné volby teploty ¢ dostavame
prislusné hladiny konstantnosti H. jako jakési ,oblacky*“ ukazujici, kde v mistnosti je zrovna do-
ty¢na teplota. Tyto oblacky jsou trirozmérné, je tedy mozné si je pomoci perspektivy znazornit ve
2D (na papife). Pfi porovnani téchto nakresii pro rizné hodnoty c ziskame velice dobrou predstavu
o chovani teploty, je také mozné tyto nakresy spojit do animace a podobné. Obrazek nize ukazuje,
jak by také mohly vypadat dva teplotni ,,snimky* ucebny v tnoru, kdy ji vytapéji tii studenti
potici se u zkousek.

X
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0

Rezy

Rezy jsou jednoduchym, ale velice uziteénym nastrojem pro zkoumdni vicerozmérnych situaci.
Aby byly opravdu jednoduché, musime jim dobfe rozumét a vnimat vztahy mezi vzorci a geomet-
rickou predstavou. Zakladni myslenkou je, Ze si z mnoharozmeérné situace vytizneme pomoci roviny
dvourozmérny ,prufez“, ktery jiz umime (doufejme) prozkoumat pomoci néstroji pro zkoumani
(grafu) funkce jedné proménné.

Myslenka je jednoducha. Mame graf funkce n proménnych, tedy utvar v n 4+ 1 dimenzich, kdy
se proménné berou ze svéta R™, ktery si v obrazku symbolicky pfedstavime jako vodorovny utvar.
Kdyz si vybereme v defini¢nim oboru pfimku a omezime se ¢isté na ni, pak vlastné dostavame

plochy ttvar, ktery po preneseni do R? lze vystihnout funkci jedné proménné.
4 - Rt

L7 =0(p) L

L

Formalné to obvykle délame takto. Vybereme si néjaky pocatecni bod @ a uvazujeme primku p
v R™ prochéazejici timto bodem ve sméru @. Body této piimky jsou dany (pokud se pohybujeme
rovnomeérné) parametrickou rovnici ¥ = @ + ti, mtzeme si predstavit, ze je to popis cesty, kterou
vykondvame v definiénim oboru D(f). V Case t jsme v jistém bodé z D(f) a tomu odpovida
hodnota funkce f(a@ + t@). Vzniklo zobrazeni t — f(ad + ti), které popisuje tvar grafu, ktery nad
sebou ,,vidime“ pii pohybu po pifimce p. Pfimka p tedy urcila rez, ktery ziskdme jako prinik grafu
f a ,svislé“ roviny vztycené nad p.

X

Tento fez mé tvar, jenz zjevné souvisi s funkei ¢(t) = f(@ + t), kterd mé jen jednu proménnou
a umime ji hravé vysettit. Bohuzel tato souvislost neni tak jednoduchd, jak bychom doufali, tedy
ze kdyz si nakreslime graf funkce ¢, tak rovnou uvidime tvar fezu. Problém je v méfitku, na
nasem dvourozmérném obrazku fezu bude znacka pro ,,1“ (pozice v ¢ase t = 1) v misté @ + u, coz
ovSem nemusi byt ve vzdalenosti 1 od bodu @ v puvodnim mnoharozmérném obrazku grafu f. Mira

[1b] 5 [1b]
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zkresleni evidentné zavisi na velikosti smérového vektoru u, coz by nemélo prekvapit, ¢im rychleji
jedeme, tim vice se ndm subjektivné zkresli krajina kolem (,zmackne se“, mijime véci rychleji).

ResSenim je omezit se pouze na smérové vektory velikosti 1, pak ndm bude geometricks informace
souhlasit. Budeme se o to snazit, ale ne vzdy je to mozné, napiiklad v aplikacich (fyzika a spol.),
je tedy dobré umeét si poradit i s obecnym ptipadem. Narazime na to pozdéji u derivaci.

322 + 10z + 2y
422 + y?
svislou rovinou nad pfimkou (x,y) = (2,3) + t(—1,1). Interpretace: Funkce f davd nadmoiskou
vysku, my stojime na misté s GPS soutadnicemi (2,3) a vyddme se smérem (—1, 1), pfitom néas

zajima, jakym zptisobem stoupame a klesame.
Ptedpis pro piimku ndm déva x = 2 —t, y = 3+, po dosazeni do funkce f dostavdme pomocnou
funkci

Priklad: Uvazujme funkci f(z,y) =

. Podivame se, jak vypada fez jejim grafem

5t — 10t + 50 5 _; 5
22 _10i+25 2 —-245 (t—1)2+4
Posledni tvar ukazuje, ze graf funkce ¢ méa tvar kopecku, jehoz vrchol je v case t = 1.

To znamena, ze kdyz se podivame na odpovidajici fez grafem funkce f, tak tento fez ma tvar
kopecku, ale ne pfesné stejné tvarovaného, protoze ||i| = v/2, neni to jednotkovy vektor. Oviem
meéni se jen vodorovné méritko obrazku, nikoliv tvar fezu. Mtzeme tedy konstatovat, ze fez ma
néjaky tvar kopecku, také plati, zZe jeho vrchol je v bodé odpovidajicim casu t = 1, tedy v bodé
(1,4).

Situace je tedy hodné podobna tomu obrazku vyse, kde sice graf funkce nesouhlasi, ale bod a,
vektor « a primka p jsou na spravnych mistech a fez méa viceméné spravny tvar. Mimochodem,
obrazek ukazuje, Ze se snadno muze stat, Ze sice na fezu vidime kopecek (tedy lokélni maximum),
ale funkce jako takova tam extrém nemd, fezeme skrz bodi.

Poznamenejme, Ze pokud bychom chtéli dostat presny tvar rezu, tak bychom museli uvazovat
smérovy vektor ﬁ = %(—1, 1). Vypocty jsou pak obdobné, jen drobet méné piijemné.

A

o: t f(2—t,341) =

Nejcastéji pouzivame primky rovnobézné s osami, protoze to zjednodusi analytickou praci a
vysledky se dobfe interpretuji. Naptiklad pokud jsme v R? v bodé (zo, 3o, 20) a chceme se pohybovat
ve smeéru osy ¥y, pak ostatni proménné ztstavaji konstantni a popis pohybu se tedy velmi zjednodusi.
Vzhledem k tomu, Ze preferujeme smérovy vektor o velikosti 1, vychézi velmi pfijemny popis piimky
(a pohybu) ve tvaru t — (xg,yo + ¢, 20). Podobné pomoci t — (xg + ¢, yo, 20) popiSeme pohyb ve
sméru osy x a tak dale.

Abychom mohli takto pracovat obecné, pouzijeme soufadnicové vektory e; = (1,0,...,0,0),
é; = (0,1,...,0,0) az €, = (0,0,...,0,1), jde tedy o obvyklou kanonickou bazi v R™. Pohyb z
bodu ¥y ve sméru i-té souradnice pak lze vyjadrit parametrickym vzorcem t — g + té;. Protoze
lle;]] = 1, tvary se nedeformuji, takze naptiklad vySetfenim grafu funkce t — f(xo + ¢, ¥0, 20)
ziskdme presny tvar fezu grafem funkce f nad primkou, ktera je rovnobézna s osou x a prochézi
bodem (zg, Yo, 20)-

V situaci, kdy pracujeme se zndmym a rozumné malym poctem proménnych (coz je skoro vzdy
kromé obecnych tvrzeni), se ¢asto vzorce déle zjednodussi tim, Ze se vzdame jinak rozumné pred-
stavy, ze pro t = 0 nas parametricky popis umisti do vychoziho bodu. Misto toho pouzivame jako
parametr pfimo proménnou vybraného sméru, tedy prosté pracujeme se vzorci x — (z,¥o, 20),
y — (x0,y, 20) atd., pficemz do vychoziho bodu se dostaneme volbou = = xg, y = yo atd. Je to
prirozené a zaroven funkcni, ziskdvame tak informaci o vlivu jednotlivych proménnych na chovani
funkce.

322 + 10z + 292
422 + y?

Priklad: Uvazujme funkci f(z,y) = . Jaky je vliv jednotlivych proménnych

[1b] 6 [1b]
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okolo néjakého bodu (xg,yo)? Odpovéd nam daji dvé funkce jedné proménné,
322 + 10z + 292

T flx, =
322 + 10z + 242
— f(xo,y) = .
y = f(xo,y) PP

Pokud bychom napiiklad chtéli védét, co se déje na okoli pocatku (ve kterém funkce neexistuje, ale
existuje vSude jinde), pak bychom pracovali s vychozim bodem zy = 0, yo = 0 a tedy s funkcemi

322410z 3 b
— 0)=——=-+—
= f(@,0) 17 17 %
292
ny(O,y):?:Z
Prvni vzorec popisuje tvar grafu f nad osou z, druhy nad osou y. Nase zjisténi lze zachytit nasle-
dujicim nacrtem:

== TmmmTmAT T TN
N
N
N
N
N
Y
N
Y S
=

- e o e o e e o e e g o = e = =

=

Uplné piesnou predstavu o grafu funkce f z toho jesté neziskdme, ale uz tusime, Ze to okolo
pocatku bude zajimavé.

A

Tento pohled se d& zobecnit tak, ze si zafixujeme urcity pocet proménnych a hybeme s ostat-
nimi, ¢imz si snizujeme pocet dimenzi, se kterymi pracujeme, podle toho, co nas zrovna zajima.
Pfedstavme si na chvili funkci T'(z,y, z) tfi proménnych, naptiklad popisujici teplotu v ruznych
mistech v pfednaskarné, a urcity bod @ = (zo, Yo, 20)-

Pokud si zafixujeme hodnoty y = yo a z = zp, dostavame jednorozmeérny objekt neboli piimku,
kdy se z bodu @ pohybujeme jen ve sméru osy x a sledujeme teploty. Jde o jednorozmérnou situaci
x — T(x,y0, 20), kterou snadno prozkoumame a znazornime.

Pokud si zafixujeme pouze proménnou z = zp, pak mame dva stupné volnosti, pohybujeme se
tedy na (vodorovné) roviné prochazejici bodem @, kterd je kolmé na osu z. Vznika tedy funkce
dvou proménnych (x,y) — T'(z,y, 20), jejiz graf si porad jesté dokazeme pii trose Stésti pfiblizit v
perspektivé (tfeba stinovanim).

Dostavame tak dalsi nastroj ke zkoumani funkci. Nejcastéji ovSem pracujeme pravé s pohybem
po pfimce a dvourozmérnymi fezy.

[1b] 7 [1b]
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Standardni tvary

V pripadé funkce jedné proménné ¢asto nahlizime na graf jako na analyticky objekt v roviné dany
rovnici y = f(x), mnohé z téchto objektii umime poznat. Naptiklad graf funkce f(x) = 1 — 2z je
utvar popsany rovnici y = 1 —2x neboli 2z +y = 1 a my vime, ze jde o pfimku. Toto ¢asto vytecné
funguje i v pripadé vice proménnych.

U funkci n proménnych dostdvame objekt v R™*! dany rovici y = f(Z). I zde lze doufat, Ze
takovy utvar pozname, napiiklad funkce f(x,y) = 22 + y — 5 vede na rovnici z = f(x,y) neboli
2z 4y — z = b, coz definuje rovinu v R3.

Neékdy si vzniklou rovnici musime upravit, pak ale musime dat pozor, Ze tim miize vzniknout vétsi
mnozina. Na to uz jsme ostatné museli davat pozor i u funkci jedné proménné. Vime napriklad,
jak vypadé4 tvar grafu funkce f(z) = \/x. Pokud si rovnici y = /= prepiSeme jako z = 3?2,
hned rozpozname parabolu, jen ma prohozené role proménnych, tudiz to bude parabola, ktera jde
smérem vpravo, nad a pod osou z. Graf funkce f(r) = \/x je ovSem jen horni polovina tohoto
Gutvaru, pfi umocnovani rovnice jsme zaroven piisli o jednu z podminek omezujicich y.

Takova zména mnoziny nastava, pokud pfi zméné rovnice provedeme neekvivalentni tpravu, coz
je napriklad ono umocnéni. Zkusenost napovi, kdy je tfeba dat si pozor.

Aby mélo rozpoznavani tvart tspéch, musime znat zakladni geometrické objekty. Jde zejména
o ploché utvary (pfimky, roviny) a tGtvary s kvadratickymi rovnicemi, coz je ve dvou rozmérech
znamé rodinka kuzelosecek (parabola, kruznice a obecnéji elipsa, hyperbola), ve vice rozmérech se
to d& zkombinovat bohatéji. Je samoziejmé jasné, ze by ¢lovek musel mit opravdu velké stésti, aby
se pri vybéru z nekonecné mnoha moznych funkci trefil zrovna do jedné z téch par rovnic, které
zna, ale ono to nastava castéji, nez by se Cisté na zékladé pravdépodobnosti dalo ¢ekat, a kdyz to
vyjde, tak to velmi potési.

Priklad: Zde si ukdzeme jednotlivé metody na funkci f(z,y) = /9 — 22 — y2.

Defini¢ni obor: D(f) = {(z,y) € R?; 2% 4+ y* < 32}. Je to kruh o poloméru 3 se stiedem (0, 0).
Graf tedy bude nad nim, viz f(x,y) > 0. MaZeme si také vSimnout, ze f(z,y) < 3 a do vSech
hodnot mezi 0 a 3 se dostat umime, takze obor hodnot je R(f) = (0, 3).

Zacneme hladinami konstantnosti. Jak jsme jiz poznamenali, hladiny konstantnosti budou zaji-
mavé jen pro hodnoty mezi 0 a 3, ostatni jsou prazdné. Jak pro ¢ € (0,3) hladina konstantnosti
H_. vypada?

Je to mnozina dana vztahem f(z,y) = ¢ neboli 22 + y?> = 9 — 2, toto specifikuje kruZnici o
poloméru /9 — ¢2 lezici v defini¢nim oboru. Pro vétsi hodnoty ¢ (tedy vétsi hodnoty funkce) jsou
kruznice mensi, blize ke stredu, a naopak, pro hodnotu ¢ = 0 dostavame jako hladinu konstantnosti
pfimo kruznici o poloméru 3, tedy hranici defini¢niho oboru.

Zavér: Funkce je nulova na krajich defini¢niho oboru, nejvétsi v jeho stredu, tak vypadaji kopecky.
Na obréazku je carkované nékolik trovni hodnot funkce, v defini¢cnim oboru odpovidajici hladiny
konstantnosti.
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pH: Funkce vice proménnych Funkce

Protoze jsou hladiny coby kruznice rotacné symetrické vici stfedu, mizeme usoudit, ze dotycny
graf je symetricky vzhledem k rotaci okolo osy z. Lze to i potvrdit. Funkci si 1ze totiz prepsat jako

2
f(z,y) = \/9 — /22 4+ y? , tedy jeji hodnota zalezi jen na vzdalenosti /22 + y2 bodu (z,y) od
pocatku, nikoliv na konkrétni pozici na odpovidajici kruznici.

Nyni se podivame na fezy. Zvolime-li z = 0, pak se ptame, jak vypada graf nad osou y. Dostavame
f(0,y) = /9 — 42, grafem je horni ptlkruznice. Pro jind pevné zvolend x = a jsou grafem mensi
ptlkruznice f(a,y) = /(9 — a?) — y2. Takto tedy vypadaji fezy svislymi rovinami rovnobéznymi
s osou ¥.

Funguje to i symetricky, takze také svislé fezy grafem rovnobézné s osou z jsou horni pulkruznice.
Nejde tedy patrné o kopecek ledajaky, ale o kopecek sférického tvaru.

Zkusime to potvrdit rozpoznanim kiivky. Graf je dan rovnici z = /9 — (22 + y?), coz si hravé
piepiseme jako 22 +y? + 22 = 32 a dostavame rovnici sféry. Graf funkce uréité nebude celé sféra (ta
nabizi dvé ruzné hodnoty pro jeden bod (x,y)), ale néjaka jeji podmnozina. Protoze D(f) je kruh
v roviné zy o poloméru 3, bude graf zabirat celou rozlohu oné sféry, a ze vztahu f(x,y) = /*x > 0
vyplyva, ze jde jmenovité o jeji horni polovinu, coz ostatné naznacily jiz hladiny konstantnosti a
rezy.

Zavér: Grafem je horni polosféra (dém).

A

Piiklad: Uvazujme f(z,y) = 2% + 2. Evidentné D(f) = R2.

Hladiny konstantnosti: z2 4+ y? = ¢, jsou to kruznice, jejichz poloméry se zvétsuji se zvétsujici se
hodnotou funkce. Tedy ¢im dél jsme od stfedu, tim vétsi je funkce, to vypada na jamu. Protoze
jsou vSechny hladiny konstantnosti rota¢né invariantni (po otoceni okolo svislé osy vypadaji porad
stejné), bude takovy i graf.

Rezy: Zvolime-li + = 0, dostdavame f(0,y) = 2, grafem je parabola. Pro jind x jsou grafem
paraboly posunuté nahoru tim vice, ¢im dale jsme od pocatku, f(zg,y) = 23 + y?, vrcholy téchto
parabol jsou samy na parabole. Funguje to i symetricky.

Kdyz k tomu pfiddme pozorovani o symetrii, zavér je jasny. Graf je rotacni paraboloid.
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pH: Funkce vice proménnych Funkce

Piiklad: Uvazujme f(z,y) = y? — 2%. Zjevnd D(f) = R2.

Hladiny konstantnosti: y?> — 22 = ¢ neboli hyperboly se zvétsujicim se polomérem.

Rezy: Zvolime-li z = 0 (¥ez nad osou y), dostavame f(0,y) = y?, grafem je standardni parabola.
Pro jind z jsou grafem paraboly posunuté doli tim vice, ¢im déle jsme od pocatku, f(xg,y) =
y? — x. Vrcholy téchto parabol jsou na parabole otocené dolti z = —x2.

Zvolime-li y = 0 (¥ez nad osou ), dostavame f(x,0) = —z%, grafem je parabola otocend dolf.
Pro jina y jsou grafem paraboly posunuté nahoru tim vice, ¢im déle jsme od pocatku, f(z,yo) =
—x? + 2, vrcholy téchto parabol jsou na parabole z = 32

Pomocné metody: Rotacni symetrii neméame. Rovnice z = z
znamy utvar. Nezbyva nez si o tvaru udélat predstavu z rezi.

Zaver: Je to zvlastni graf, ktery stoji za nakresleni.

2

— 2% nepopisuje néjaky vSeobecné

Vlastné je to dost znamy tvar zvany sedlo.

A

Na zavér si dame jesté jedno zobecnéni uzitecného pojmu.

Definice.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.

Rekneme, 7e f je omezend, jestlize existuje K > 0 takové, ze |f(%)| < K pro
v8echna & € D(f).

Necht M C D(f). Rekneme, 7e f je omezena na M, jestlize existuje K > 0
takové, ze | f(¥)| < K pro vSechna ¥ € M.

Graficka interpretace je jednoduchéa. Pro funkci dvou proménnych to znamena, ze se jeji graf da
seviit mezi dvé vodorovné roviny. Ve vyssich dimeznich je to obdobné, jen si to moc neumime
predstavit.
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

2. Predstavujeme limitu a spojitost

Pojem limity méa ve vice dimeznich prakticky identickou definici jako v jedné proménné:

Definice.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.

Necht @ je bod takovy, Zze f je definovano na néjakém jeho prstencovém okoli,
necht L € R*.

Rekneme, 7e L je limita f pro & jdouci k @, znac¢eno _1'1_)111_’ (f(@)) = L, jestlize pro

kazdé okoli U hodnoty L existuje prstencové okoli V' bodu a takové, ze f[V] C U.

Pro ilustraci tohoto pojmu je lepsi si funkce predstavit zptisobem, ktery se pouziva pro obecné
zobrazeni, tedy Sipkovy graf D(f) — R.

4/;\11{
/]U

Co se zménilo prechodem do vice proménnych? Evidentni modifikaci je, Ze okoli v defini¢nim
oboru jsou ted vicerozmérna. Porad ale jde o okoli prstencové, tedy hodnota funkce v samotném
bodé @ je irelevantni a dokonce ani nemusi existovat.

Ptechod do vice dimenzi se odrazi i v klasické epsilon-deltové formulaci podminky:

e Pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze |f(Z) — L| < € kdykoliv 0 < ||& — @]| < 0.

V defini¢nim oboru jsme museli pouzit vicerozmérnou vzdalenost mezi vektory, je to klasicka
Euklidovska vzdalenost.

Podstatny rozdil oproti svétu jedné proménné je, ze existuji dva nézory na to, jak ma vypa-
dat limita pro funkce vice proménnych. Zde jsme zvolili variantu, ktera je pfimym zobecnénim
jednorozmeérného pripadu, vystaci ve vétsiné pripadu a je jednoducha. Jeji nevyhodou je, Ze nam
neumozni spocitat nékteré zajimavé limity. Naptiklad funkce f(z,y) = /x + y existuje na polo-
roviné {(x,y); x > 0} a jisté by bylo zajimavé spocitat si limitu v bodé (0,13), ale bohuzel lezi
na hranici defini¢niho oboru, takze funkce neexistuje na zadném jeho okoli, at uz prstencovém ¢i
plném. Definice nam tedy nedovoli se na limitu v tomto bodé zeptat. Nékteré lidi to trapi a tudiz
néktefi autori voli obecnéjsi a také komplikovanéjsi definici, ktera by vypocet této limity umoznila.

Nas pristup zde vychazi z predstavy, ze je lepsi mit jednoduchou zakladni definici limity a pro ty
komplikovanéjsi pripady jsme si v jedné dimenzi vymysleli pojem jednostranné limity. Udélame to
i tady, ale ve vice dimenzich se to podstatné zkomplikuje. Pokud méame bod @ ve vicerozmérném
prostoru, pak nema smysl mluvit o tom, Ze se k nému blizime ,zleva® ¢i ,zprava“. My se totiz k
nému muzeme blizit z nekone¢né mnoha smért, pohybujice se po mnoha riiznych kiivkach, dokonce
mizeme uvazovat situaci, kdy se k nému blizime v ramci vyseci, kuzeli a po dalsich zajimavych
utvarech. Podivejme se na néasledujici situaci.

Na obrazku vidime defini¢ni obor jisté funkce (asi nebude zcela obvykla) a
mozna by nés zajimala limita v bodech b a & Podle definice to nepijde (nejsou
obklopeny defini¢énim oborem), ale smysl to dava. Naptiklad k bodu ¢ vede v
ramci defini¢niho oboru ,,ocasek®, takze je mozné se po ném pohybovat. Obrazek
naznacuje, ze se po ném umime dostat libovolné blizko k ¢, a celou tu dobu
mame k dispozici hodnoty funkce f, takze méa smysl se zeptat: Jdou ty hodnoty ¥4
k néjakému ¢islu (k limité)?

b D(f)
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

Obdobné se dokazeme dostat k bodu l;, dokonce ma hned vedle sebe ,,plnou* mnozinu nabizejici
spoustu cest, jak se k b dostat, ale to nestaci na to, aby Sla pouzit nase definice limity, i zde budeme
potfebovat ten novy pojem. Naopak u bodu @ definici limity aplikovat mtizeme, ale i zde se mtizeme
rozhodnout, Ze bude z néjakého diivodu zajimavé zkusit jit k a@ tfeba po nakreslené ktivce, a nebo
mozna v rdmci naznac¢ené mnoziny N. V takovém piipadé vlastné pracujeme s restrikci funkce na
néjakou podmnozinu definiéniho oboru (tu kfivku ¢i mnozinu N).

Kdyz se hodlame ptiblizovat k néjakému bodu @ pomoci néjaké mnoziny, na které je f definované,
tak musime zajistit, Ze nam ta mnozina dovoli dojit libovolné blizko k @, aby mélo smysl ptat se
na limitu v @ Matematicky tento pozadavek zachycuje pojem hromadného bodu (viz zékladni
topologické pojmy v apendixu).

Uvazujme zvlastni funkci f(x), kterd mé definiéni obor
{t; neN}={1,3,4,1,...}.
K bodu 0 se umime pomoci této mnoziny dostat libovolné blizko, tudiz je to hromadny bod a méa
smysl se tam ptat na limitu.

y

° .f

_Orl'ﬂlll

Obdobné to funguje i ve vice dimenzich.

= —
N|>—t—
[,

Definice.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.
Necht @ € R™ a N C D(f) jsou takové, Ze @ je hromadny bod N. Necht L € R*.
Rekneme, ze L je limita f pro Z jdouci k @ vzhledem k N, znaceno

lim (f(%)) = L,

r—a

ZeN
jestlize pro kazdé okoli U hodnoty L existuje prstencové okoli V' bodu @ takové,
ze f[VNAN]|CU.

Mnozina N miize byt néjaka oblast, miize to byt kiivka, nebo prosté jen mnozina néjakych bodii.
Vzhledem k omezenim diskutovanym u definice limity se jako zajimavé jevi brat pfimo N = D(f),
protoze pak nam tato definice umoznuje hledat limity na hranici definicniho oboru. Vratime-li se
k tomu tvodnimu piikladu, ted mé smysl ptat se na limitu lim (\/E + y).

(z,y)—(0,13)
x>0

Pro funkce jedné proménné plati, ze pokud limita v néjakém bodé existuje, pak tam jednostranné
limity musi dat stejnou odpovéd. Totéz plati pro nase nové pojmy. Méli jsme také dvé tvrzeni, kterd
vedou v jistém smyslu v opacném sméru. Oboji mé vicedimenzionalni verze.
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

Véta.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.
Necht @ je bod takovy, Ze f je definovano na néjakém jeho prstencovém okoli,

necht L € R*.
(i) lim (f(%)) = L pravé tehdy, kdyz lim (f(#)) = L pro vSechny N C D(f)
r—a m—)a
ZeN
takové, Ze d@ je hromadny bod N.
(ii) (Heineho véta) hm ( f(Z)) = L préavé tehdy, kdyz 11 ( (Z(k))) = L pro
vSechny posloupnostl {a:( )} € D(f) — {a} takové, ze a:(k) — d.
Tato véta je silnym néstrojem pii zkoumani limity.
Priklad: Uvazujme funkci
1, y=2x222>0;
x? = .o
f(z.) { 0, jinde.
Jeji graf je vlastné planina na trovni 0, nad kterou se tyc¢i strmy ttes 4
ve tvaru velice uzké lavice nad parabolickou stopou v defini¢nim oboru. 1

Jak to vypada s limitou v poc¢atku? Piipadna limita L by musela apro-
ximovat hodnoty funkce f na okoli poc¢atku s libovolnou pfesnosti. Z ob-
razku je zjevné, Ze zadna takova hodnota existovat nemuze, protoze at /\\10 y

X

uz si vezmeme jakkoliv malé okoli pocatku, tak tam vzdycky najdeme
v defini¢nim oboru body s funkéni hodnotou 0 a také body s funkéni

hodnotou 1.
Pro zpestieni se zeptame na limitu vzhledem k mnozinam a kiivkam. <

Na obrazku je zvyraznéna vysec 1
N ={(z,y) €eR?; =<0,y > —x}.

Pro tuto mnozinu je 0 hromadnym bodem, tudiz ma smysl ptat se na ‘ N
limitu. Protoze funkce f je na této mnoziné vzdy nulovéa, pak je i limita /\\1 y

v 0 vzhledem k N rovna nule. N

Ted vyzkousime mnoziny N ve tvaru kiivky, jmenovité se podivame na pfin)fky jdouci do pocatku.
Takovéto ,paprsky* lze kédovat pomoci smérnice, takze nas zajimaji mnoziny bodt typu (z, kz)
pro x > 0, popiipadé pro z < 0. To ale nezahrne dva specidlni paprsky, jmenovité kdyz se k
pocatku blizime po ose y, takze jesté pfiddme mnozinu bodu typu (0,y) pro y > 0, popiipadé
y < 0. Na obrazku nékolik takovychto mnozin vidime, Sipkou naznacujeme, Ze se v ramci téchto
mnozin blizime do pocatku. Jaké hodnoty funkce pritom potkédvame?

Je zjevné, ze Sipky ze tii kvadrantii, véetné téch jdoucich podél os x a y, se s tou parabolou v
definiénim oboru viibec nepotkaji. Takze i na téchto mnozinach je f vzdy rovna nule a vychazi
limita nulova. Zbyvaji piimky z prvniho kvadrantu. Ty se sice s doty¢nou parabolou protnou, ale
jen jednou. To znamend, ze u kazdého z téchto paprski existuje néjaké okoli pocatku, na kterém
uz se s parabolou nepotkéa, ,vidi“ jen hodnoty nula a takovou také urci limitu. Zavér tedy je, ze
vSechny limity po primkach vychézeji nulové.

Zajimavé je, ze také skoro vsSechny limity po parabolickych kfivkach vyjdou nulové, protoze i
paraboly rizné od té nasi se s ni neprotnou bud viibec, nebo jen v jednom bodé, to pokud bychom
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

pripustili obecné paraboly typu y = ax(z — b) a x = ay(y — b), viz zelené kiivky. Nékdo by si mohl
zacit myslet, Zze funkce ma limitu nula v pocatku.

Je jen jedina ,,jednodussi“ cesta, jak zjistit, ze je s limitou v poc¢atku problém, a to pustit se do
néj po kli¢ové parabole y = 22, x > 0. Pak vidime jen hodnoty funkce jedna a takova bude i limita
vzhledem k této mnoziné N. Dokazali jsme najit dvé mnoziny, vici kterym dava limita v pocatku
dva rtzné vysledky, coz dokazuje, Ze limita jako takova (dle prvni definice) neexistuje. VSimnéte si
nicméné, ze pokud by nas nenapadla ta specialni cesta, tak bychom o problému s limitou nevédéli.

Ve skutecnosti je téch moznosti vic, postacila by libovolna kfivka, ktera se s nasi parabolou
protne libovolné blizko k poc¢atku, tfeba y = z2 + Sin(%), ale to by asi bézného vysetiovatele limit
nenapadlo.

A

Toto ,,chozeni po krivkach® je nejsilnéjsi a nejcastéji pouzivany nastroj na zkoumani limit a také
oblibeny typ dtikazu, ze zkoumana limita neexistuje. Bohuzel ma sva omezeni. Je zjevné, Ze neni
problém najit si namisto paraboly néjakou vhodnou opravdu necekanou priserku jako zaklad pro
nasi funkci, a dostaneme funkci dvou proménnych, ktera se v pocatku tvari, jako ze ma limitu nula,
at uz se blizime po snad jakékoliv kiivce privétivého tvaru, ale ve skutecnosti limitu nema. Je to
tedy nastroj, ktery muze snadno selhat, ale nic lepsiho neméame.

U funkci jedné proménné jsme vysledek casto dostali prostym dosazenim. Na to jsme potfebovali
pojem spojitosti, ktery se také snadno zobecni.

Definice.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.
Necht @ € D(f). Rekneme, ze funkce f je spojitéd v @, jestlize
e @ je hromadny bod D(f) a lim (f(Z)) = f(a)
FeD(f)
e nebo @ je izolovany bod D(f).

Druha podminka je opét néco, co ne vsichni autofi délaji. My jsme zde vyhlasili automatickou
spojitost, protoze to usnadnuje formulaci nékterych tvrzeni a ma to smysl i logicky. Spojitost
se vyjadiuje k souladu mezi hodnotou funkce v bodé a hodnotami na jeho bezprostfednim okoli.
Pokud funkce existuje v izolovaném bodé, pak na bezprostfednim okoli neexistuje a tudiz se soulad
nemuze pokazit. Néktefi autori to ovsem vidi tak, zZe tam tim padem soulad neni, a taky jim teorie
funguji. Mi ten jejich pristup ptijde o trosku lepsi, ale pro tento text jsem zvolil variantu souhlasici s
ucebnicemi pouzivanymi na nasi Skole. Nastésti v aplikacich funkce s izolovanymi body defini¢niho
oboru v zasadé nepotkavame, takze nas pak nemusi trapit, kterou teorii vlastné pouzivame.

Od definice spojitosti v bodé je uz jen krtucek ke spojitosti globalni.

Definice.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.

Rekneme, Ze funkce f je spojitad na mnozingé M C D(f), jestlize je restrikce f
na mnozinu M spojita ve vSech bodech M.

Rekneme, ze funkce je spojita, jestlize je spojit4d ve viech bodech svého defini¢-
niho oboru.

Pojem spojitosti ve vice rozmérech odpovida svymi vlastnostmi své jednorozmérné inspiraci.
Pfedstavujeme si je zase jako funkce, jejichz grafy (napfiklad ty plachty ve t¥irozmérném prostoru)
nejsou ,,potrhané®.



pH: Funkce vice proménnych Limita,

Priklad: Uvazujme funkci
1, y>u
€T =
f(2,y) {07 ) <.
Defini¢ni obor je zjevné R2. Mnozina danid podminkou y > z je ,nekoneény trojthelnik“ nad
diagonalou v defini¢nim oboru, tam je grafem funkce vodorovna ,plachta“ na trovni 1. Na zbyvajici
¢asti defini¢niho oboru je grafem vodorovna planina na zakladni trovni 0.

X

7 obréazku se zd4 zjevné, Ze tato funkce je spojita na mnozinach {(z,y) € R?; y >z} a
{(x,y) € R?; y < x} a nespojita v bodech na piimce y = .

Zastavme se jesté u bodu (1,1). Na obrazku jsme vyznacili t¥i mnoziny N, vucéi kterym se
zamyslime nad limitou.

Je doufejme zjevné, ze limita vzhledem k modré mnoziné Nj je 1, zatimco limita vzhledem k
tyrkysové Ny je 0. Protoze tyto dvé relativni limity nesouhlasi, podle jedné z vét vySe nemiize
existovat ani limita v (1,1) jako takova, proto tam také nemame spojitost. Obdobné usoudime, Ze
limita vzhledem k Cervené mnoziné N3 neexistuje.

A

Pro spojitost plati klicové analytické véty. Za prvé, plati, ze elementarni funkce jsou spojité na
svych defini¢nich oborech, coZ zejména zahrnuje polynomy (i vice proménnych). Déle pak plati, ze
kdyz vytvorime ze spojitych funkci novou funkci pomoci algebraickych operaci, poptipadé skladani,
tak je na svém definiénim oboru spojita.

Diky tomu ziskame velkou zasobu spojitych funkci. To je klicové, protoze tim také ziskame snadny
zpusob, jak hledat celou fadu limit: Prostym dosazenim do vzorce.

Priklad: Protoze je exponencidla spojitd a polynomy také, je slozend funkce f(z,y) = e vty
spojitd na svém definiénim oboru, coZ je evidentné R?. MtZeme tedy snadno podéitat limity ve
vech bodech R?, napiiklad
lim (emzyﬂ’z) = ¢ 16+16 — 1
(z,y)—(2,—4)

A

Samoziejmé se neda cekat, ze by to takto krasné vyslo vzdy, konec koncti, seznam neurcitych
vyrazu je platny i pro tyto limitni vypocty. A zde se véci silné komplikuji, protoze neexistuje
vicerozmérna nahrada za 1’Hospitalovo pravidlo, tedy nejmocné€jsi nastroj na neurcité limity v
jedné proménné. Z praktického pohledu to znamena, Ze i kdyz je pojem limity pro vice proménnych
teoreticky obdobny pfipadu jedné proménné, tak p¥i vypoctech to je tplné jina (a horsi) situace.

Hlavnim problémem je dokéazat, ze néjaké L je opravdu limitou. Podivame se na nékolik zajima-
vych slepych ulicek, které nicméné nabidnou alespon néco. Nabizi se tfeba myslenka, ze kdybychom
chodili k @ po Fezech (k¥ivkach), tak uz jde o jednorozmérné situace, kde I’'Hospitalovo pravidlo
lze pouzit. Bohuzel, existenci limity takto potvrdit neumime, protoze podle Heineho véty bychom
museli prozkoumat Gplné vSechny mozné kiivky jdouci do @, coz neni prakticky mozné. Jak uz
jsme vidéli, pomoci limit po kiivkéch 1ze dokdzat (pfi trose Stésti) jediné neexistenci limity.
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

Existuje jesté jeden zajimavy napad, jak se dostat k praci s jednou proménnou, jmenovité tzv.
yopakované limity“. Tim se mysli proces, kdy se u vicerozmérné limity neblizime s body ¥ k @
ve smyslu prostorovém, ale postupné po jednotlivych souradnicich. Moznych poradi je vice, jak
ukazuje ptiklad dvou proménnych.

lim <lim (f(z, y)))

lim  (f(zy) = ¢
(0.0) ) tim (tim (/. )

Podivejme se na tu prvni opakovanou limitu. D4 se ukézat, ze pokud limita ( %Hn( )( f(z,y)) (ta
z,y)—(a,b
standardni, v této souvislosti se o ni nékdy mluvi jako o ,dvojné limité*) existuje a je rovna L

a pro viechna yo z néjakého okoli b existuji také limity lim (f(z,yo)), pak uz nutné existuje také
Tr—a

opakovand limita lim <lim (f(z, y))) a je rovna L.
y—a \r—a

Obdobné tvrzeni plati i pro druhou opakovanou limitu. To znamené, ze pokud ty dvé opakované
limity vyjdou rtizné, pak to dokazuje, ze zkoumana dvojna limita neexistuje.

2

Priklad: Vysetfime limitu funkce f(z,y) = v bodé (0,0).

x? + y?
Tato funkce existuje na mnozing R? \ {(0,0)}, hlavné tedy na prstencovém okoli bodu (0,0) a
pocitani limity mé tedy smysl. Zkusime opakované limity.
2

. . x . 0 .
Jﬁ%)(i%(m» = ;%(owz) = lim(0) =0,

zatimco

x? x?

lim <hm<2—>> — lim (—) — lim (1) = 1.
z—0\y—=0\x* + y2 r—0 $2 r—0

72

Protoze to vyslo rizné,  lim (—) neexistuje.
(@.9)—(0,0 \z? + y?

JAN

Bohuzel, ta implikace spojujici dvojné a opakované limity neplati naopak. Pokud opakované
limity vyjdou stejné, tak to nepomtze s dvojnou limitou.

Urcovani limit pro funkce vice proménnych je evidentné adrenalinovy sport, ne nepodobny inte-
grovani. Spolehlivy algoritmus neexistuje, ale jsou vcelku G¢inné postupy.

VysSetirovani limity

e Mizeme zkusit dosadit limitni bod @ do dané funkce f a pokud to vede k vysledku, pak mame i
hodnotu limity. U zkouskovych piikladi je pravdépodobnost blizka nule. V typickém piipadé dosta-
neme neurcity vyraz, coz bohuzel na rozdil od funkci jedné proménné nevede na vcelku primocary
postup.

e Pokud mame podezieni, Ze limita neexistuje, mizeme to potvrdit tim, ze dokdZeme najit dva
rozdilné vysledky, kdyz se k @ blizime po rfiznych kiivkach. Casto nejprve zkousime jit po piimkach
(paprscich), nékdy dokonce jen po soufadnicovych osach, protoze je to jednodussi. Kdyz to porad
vychazi stejné, mizeme v zoufalstvi chodit i po komplikovanéjsich atvarech. Ve dvourozmérném
pripadé je také zajimavou moznosti zkusit opakované limity. Pokud vSechny pokusy vychézeji
stejné, tak zacneme mit podezieni, Ze jsme moznd nasli limitu a bylo by treba jeji existenci dokazat.

e Pokud mame podezieni, ze limita existuje, pak je potfeba to potvrdit. Bohuzel, néjaka casto
fungujici metoda neexistuje, je tfeba premyslet nad riznymi ptistupy. Nékdy se podaii zkratit
algebraicky. Nékdy pomitize srovnavaci kritérium, které ve vice dimenzich funguje obdobné. Néekdy

2] 16 [2]



pH: Funkce vice proménnych Limita,

zase pomuze substituce, zejména kdyz se vydaii takova, kterd vyrobi jednorozmérnou limitu. Ob-
vykle docela pomitze, pokud se podafi do situace néjak zahrnout vzdalenost mezi ¥ a a, protoze
ta pak jde béhem limiténi k nule. No a kdyz vSechno selze, je vidy mozné jesté zkusit dokazat
vysledek z definice.

Protoze dokazovani spravnosti odpovédi na limitu je naro¢ny tkol, tak se v pfednaskach limity
casto spisSe jen proleti a mnohdy viibec nejsou zkouseny.

Pojdme se blize podivat na jednotlivé nastroje potvrzovani existence limity. Co se ty¢e srovnava-
ciho kritéria, uvedeme si verzi vzhledem ke mnoziné, ze které pak volbou N = R" vyplyne i verze
pro standardni limitu.

Véta. (o sevieni)
Necht f: D(f) — R, g: D(g9) — R a h: D(h) — R jsou funkce,
kde D(f), D(g), D(h) C R".
Necht @ € R™ a N C D(g) jsou takové, ze @ je hromadny bod N. Necht L € R*.
Predpokladejme, ze N C D(f)ND(h) a f <g<hnaN.
Jestlize lim (f(Z)) = lim (h(Z)) = L, pak také lim (¢(Z)) = L.
enN TenN FeN

Co se tyce substituce, funkce f: R™ +— R lze napsat jako slozenou funkci vicero zptisoby, takze
je i vicero moznych vét. My se zde podivame na situaci, ktera se objevuje Casto, a to kdyz mame
f = h(g) pro n&jaké g: R” — R a h: R — R. Pak mtzeme pocitat limitu jako

y = g(%)
lim (h(g(%))) = : -\ | = lim (A
i (h(9(2)) ’ b= lim (9()) | = 1 (A(¥)).
ovSem vyzaduje to jisté predpoklady. Popularni je podminka, Ze h je spojita v bodé b. Dalsi moznost
je ovérit, ze hodnoty g(&) nejsou rovny b pobliz @. Viz tvrzeni nize v sekci Fakta o limitach.

Jako ukéazku postupt a situaci se podivame na nékolik limit.

x2y2

x* + yt

Priklad: Vysetfime limitu funkce f(z,y) = v bodé (0,0).

Funkce existuje na R? \ {(0,0)}, tedy limita mé& smysl.

Pokusime se o dosazeni zadaného bodu do funkce a zjistime, Ze neni v definiénim oboru, déle
vidime, ze dosazeni vedlo na oblibeny neurcity vyraz %.

Nejprve zkusime jit do zadaného bodu po souradnicovych osach. Po ose = se pohybujeme volbou
y=0ax— 0, jde tedy o limitu pro (z,0) — (0,0).

x2qy? 0
lim (—) — lim (—) — 1im (0) = 0.
(2,0)—(0,0) \z? + y4 z—0\zt + 0 z—0
Obdobné po ose y:
2,2

0
lim (&) - lim< ) = 1im (0) = 0.
Oy \zt +yt/  y=0\0+yt/)  y=0
Mohla by byt limita rovna nule? Zkusime dojit do pocatku po ptfimkach. Typickd primka skrz
pocatek je dana rovnici y = kz, takZe nas zajimé limitni proces pro (z, kz) — (0,0).

lim ( 'y ) - hm(ﬂ) - lim< K ) _ B
(z,kx)—(0,0) \ x* + y* z—0\x? + ktxd c—0\1 + k4 1+ k4
Vidime, zZe vysledek zalezi na k, tedy na tom, z které strany se po pfimce blizime k pocatku. Zaveér:
Limita f v (0,0) neexistuje.
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Mimo jiné z toho vyplyva, ze funkce definovana vzorcem

2, 2
Fa) = { st (@) #(0,0);
0, (xay) = (070)
neni spojita v pocatku.
Pro zajimavost si jesté vyzkousime opakované limity.
2,2

. : %y L 0 )_ . B
b (b () = () = im0 =0

také

i () - () - 0 -
.Z‘:L>H10 ygl%) x4—f—y4 _m% 24+ 0 _mgl%) -
TakzZe z nich bychom se o problémech s limitou nedozvédéli.

A

Jak si mame predstavit situaci, kdy vysledek limity zalezi na sméru, ze kterého se blizime? Asi

nejjednodussi je podivat se na funkci f(z,y) = Y na kvadrantu D = {(x,y) € R?; x,y > 0}.
x

Podivame-li se na vzorec, vidime, Ze hodnota funkce zalezi ¢isté na tom, jakéd je smérnice primky,
na které se bod (z,y) nachazi. Pro vSechny body lezici na piimce y = kx je tedy f(x,y) = k. Jak
vypada graf? Tak trochu jako kousek tocitého schodisté, kde se jednotlivé schody postupné otaceji,
ten dolni je ve sméru osy x a horni ve sméru osy y. Pak ty schody jesté zbrousime, aby se nam
lépe klouzalo dolt.

Protoze smérnice jdou do nekonec¢na pro body velmi blizké ose y, nakreslim radéji graf funkce
fla,y) = arctg(y). Pro body velmi blizké ose z se pak hodnoty f bli# nule, zatimco pro body

velmi blizké ose y md funkce hodnoty blizké 7.
<

——
\

S

Piiklad: VysSetfime limitu funkce f(z,y) = /222 + y* v bodé (0, 0).

Protoze je (0,0) v defini¢nim oboru této zjevné spojité funkce, hravé dostaneme vysledek dosa-
zenim, je to 0.

To byla nuda, zkusime néco mirné komplikovanéjsiho, ale porad se stastnym koncem:

4_ .4 2 2Y( .2 2
lim (5525) = lim ((x )@~y )> —  lim (2 —y?) =0,
(z,9)—= (0,00 \T% + Y (z,y)—(0,0) e +y (z,y)—(0,0)

Zadan4 funkce existuje na R?\ {(0,0)}, tedy na jistém prstencovém okoli po¢atku a tudiZ je mozné
tam o limité uvazovat.

A

22 4 gy

/4:1;2 + y2
Pokusime se o dosazeni zadaného bodu do funkce a zjistime, Ze neni v defini¢nim oboru, déle
0

vidime, Ze dosazeni vedlo na oblibeny neurcity vyraz g.

Pokus o pfistup do (0,0) po souradnicovych osach:

2 4 2 2
lim (ﬁ = lim () = im ( :hm(m)zo.

(2,0)=(0,0) \ | /472 +y2> - x%O(«/zle) - x¥o<ﬂ) Z0\ 2
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pH: Funkce vice proménnych Limita,

Obdobné
2, .4 4
. 7ty . Y . 2
lim (—) = hm(—) = lim . =0.
(1,0)=(0,0) \ \ /422 + y? y—=0N\/y? y—>0(|y| v)

Zkusime to po primkéach:

5 ( 2+t > . ( r? + kit ) ) <x2(1+k4a:2)) I (|x|(1—|—k4x2)> 0

im —— | =lm| —m—— ) = lim | ———* | = — ) =
(2,kx)—=(0,0) \ y /422 + y? z—=0\\/4x? + k222 z=0\ |z|v4 4 k2 V4 + k2
Co kdybychom zkusili jit po parabolach? Pro zjednoduseni jen po téch snadnych, y = kx2.

_ z? 4+ y* _ x? 4 k428 . (x| (1 + K2t
(VY gy (R (R
(2.kz2) (0,00 \ \ /422 + 12 =0\ \/4x2 + k224 V4 + k222
Coz otocit jejich orentaci, tedy pouzit kiivky (ky2,vy) — (0,0)?
i < @ +y ) I ( Kyt +y* > . ( yt(1+ k%) )
im — | = ——— ) = lim
(ky?,y)—(0,0) \ \ /422 + 2 y=0N /4Kyt + y2 y=0\ |y|\/4k2y? + 1
2 1 k2
— lim <|y|y(—+)> —0.
VAak?y? +1

Koho to bavi, zkusi si jesté dojit do poc¢atku po sinusoidach (z, ksin(z)) ¢ dalsich kiivkéach, ale
mozna je na cCase smifit se s tim, Ze ta limita by opravdu mohla byt nula, a zacit premyslet nad
tim, jak by se to dokazalo. Nezda se, ze by slo néjak algebraicky zkratit vyrazy, které vytvareji ty
neurcité nuly. Substituce se také nenabizi, protoze vyrazy v Citateli a jmenovateli nemaji zpolecny

zéklad. Co zbyva? Srovnani. Dobré by bylo najit néjaké, ktere pracuje se vzdalenosti bodu od
pocatku, protoze pro (z,y) — (0,0) nutné plati \/x2 + y2 — 0, mozna by to $lo vyuzit.

o r—0

o x—0

y—0

Jaké odhady potifebujeme? Abychom vynutili f — 0, sta¢i vynutit | f| — 0, tedy pouzit srovnavaci
vétu ve verzi s absolutni hodnotou. Hleddme tedy horni odhad pro funkci |f|, ovSem vzhledem
k tomu, ze evidentné f > 0, tak ndm vlastné staci najit vhodny horni odhad pro samotné f. To
znamend, ze bychom potifebovali dolni odhad pro jmenovatel, pokud mozno aby néjak zahrnul
vzdalenost od pocatku. Vyzkousime:

VAaz2 +y2 > 22 4y =

1 < 1
VAZ2+ 2 T 2ty
To vlastné bylo lehké. S ¢itatelem to az tak snadné nebude, zlobi tam to y*. Kli¢em je uvédomit
si, ze kdyz (x,y) — (0,0), tak jsou x,y malé, zejména pak nakonec musi platit |y| < 1. Pak ovSem

y* < y? a odhadujeme
2
2yt <oyt = a2 4 y?

Déame to dohromady:
2
z? +yt Va2 +y?
f(z,y)| = = < === = V2 + ¥’ = h(z,y).
4$2 +y2 1.2 + y2
Protoze h(z,y) = v/x% + y?> — 0 v pocatku, podle srovnavaciho kritéria plati, ze f(x,y) — 0 v
(0,0).

A

Jen mirné pozménénym postupem bychom ukazali, ze
VEITE 1
N
Je evidentni, ze ty odhady nam vysly jen diky peclivé pripravenému ptikladu, jinak bychom se
zapotili.

— 00 pro (z,y) — (0,0).
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$2y

xt + y?

I tato otdzka ma smysl a vede na limitu typu %. Rovnou zkusime jit po primkach.

Piiklad: VysSetfime limitu funkce f(z,y) = v bodé (0,0).

fim () =t () = i () = = O
(z,kz)—(0,0) \x* + 12 e—0\ x4 4 k222 z—0\x2 + k2 0+k k
Opravdu? Co kdyz k = 07 Pak ten vypocet v poslednim kroku ztroskotid. My ale pii zkouméni
pripadu k£ = 0 tu informaci méame uz od zacatku, takze ji mizeme vyuzit jesté dfive, nez na ten
osudovy posledni krok dojde.
lim (fi) = lim (ﬂ) = lim (L) = 1im (0) = 0.
(,0-2)—(0,0) \ &zt + 92 (2,0)—(0,0) \x* + 12 z—0\z% + 0 z—0
TakzZe to ta nula byla, ale museli jsme to spravné odivodnit.

Ze by limita vychézela nulova? Pro jistotu se jesté podivame na paraboly, tieba tu nejjednodussi
2

Yy =z
: %y , z? /1 1
lim (—) = lim <—> = lim <—> = —.
(z,22)—(0,0) \ x* + 12 c—0\ % 4 z—0\2 2
Vyslo to jinak, takze skvélé, mame hotovo.
Zavér: f nema limitu v (0,0).

A

e ty?

1
v bods (0,0).

Priklad: Vysetiime limitu funkce f(z,y) = e
T Yy

Prekvapivé, i tato otdzka ma smysl a vede na limitu typu %. Ted tam neméme jen polynomy, tak
zacneme opatrné po osach.

;L‘2—|—y2 _ 1 22 _ 1 0 2 z2
lim <6—> = lim(e ) £ lim( re ) = lim(e$2) =1.
(2,0)—(0,00\ x2 + 12 0\ 12 I'H z—0\ 2z 0

Tu jednorozmérnou limitu $lo také poéitat pres Taylortiv rozvoj, substituci ¢t = x? a nékteii si tento
typ dokonce pamatuji.

Diky symetrii by limita vzhledem k ose y dopadla stejné. Jak dopadnou piimky?
6m2+y2 . 1 6m2(1+k2) i 1
(Y gy (S 1y
(z,kx)—(0,0) \ 22 + 92 z—0\ z2(1+ k?)
obdobnym vypoctem.

Kdo chce, vyzkousi si tfeba pohyb po paraboléach, ale asi je nacase zamyslet se, jestli zkoumana
limita ndhodou neni rovna 1. Jak bychom to dokézali? Jedna moznost je pouzit Tayloruv rozvoj,
ale neni jasné, zda jsme na to pro vice proménnych pripraveni. Co se tyce srovnani, tak se tam
néjaké uzitecné nenabizi. Zato si vSimneme, ze proménné se vyskytuji vzdy ve stejném vyrazu, coz
napovida substituci:

e |
i (S
(@.9)—(0,0\ 7%+ y?

r=a 4yt —lim<er_1> 0 lim(e") =1
(z,y) = (0,0) = r—0| TH -

A

Fakta o limité a spojitosti

Pro uplnost zde strucné pripomeneme néktera klicova tvrzeni.
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Véta. (o limité a operacich)

Necht f: D(f) — R a g: D(g) — R jsou funkce, kde D(f), D(g) C R™.
Predpokladejme, ze f,g jsou definovany na néjakém prstencovém okoli jistého
bodu d. Pak plati:

() i (( +9)(&) = T ((2)) + L (4(2)),

() Tm ((f ~ 9)@) = T (7)) ~ m (¢(2)),

() 1, (7 - 9)(&)) = lm (£(2)) - I (o(2))
L Im)

@) b (5 @) = gy

() tim ((£9)(@) = im (@) 7",

pokud maji pravé strany smysl.

Véta. (o limité slozené funkce)

Necht g: D(g) — R je funkce, kde D(g) C R".

Predpokladejme, Ze g je definovana na néjakém prstencovém okoli jistého bodu
a, ze existuje b = lim (g(a?’)) a Ze existuje prstencové okoli P C D(g) bodu @

takové, ze g(¥) # b pro ZeP.
Predpokladejme dale, ze h je redlna funkce definované na néjakém prstencovém
okoli b. Pak

%L)I%((h 0 9)(Z)) = lim(h(t)).

t—b

Limita

Nékdy je také praktické formulovat zévér jako lim (h(g(Z))) = h[lim (9(Z))], coz plati, pokud mé
r—a Tr—a

vyraz na pravé strané smysl. Ve vypoctech se ¢asto stane, ze je h spojita v b, které neni izolovanym
bodem D(h), pak uz se nemusi kontrolovat podminka g( ) # b.

Heineho véta a obecné myslenka zkoumat limitu prechodem k podmnozinam plati také obecné
pro situaci, kdy zkoumame limitu vzhledem k jisté mnoziné.

Véta.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™.

Necht @ € R™ a N C D(f) jsou takové, Ze d je hromadny bod N. Necht L € R*.

(i) lim (f(Z)) = L pravé tehdy, kdyz lim (f(Z)) = L pro viechny M C N
Ten Tenr

takové, ze d@ je hromadny bod M.

(ii) %1_% (f(Z)) = L pravé tehdy, kdyz kli)n;o (f(Z(k))) = L pro viechny posloup-
ZeEN

nosti {Z(k)} C N — {a} takové, ze (k) — d.

Ve vice dimenzich plati i véta o souvislosti konvergence a omezenosti.

Véta.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Necht @ € R™ a N C D(f) jsou
takové, Ze a@ je hromadny bod N.

Jestlize limita f v @ vzhledem k N existuje a je konec¢na, tak existuje okoli U
bodu a takové, ze f je omezena na U N N.

Ted néco o spojitosti.
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Fakt.
Funkce vytvorené pomoci elementarnich funkci, algebraickych operaci a skladani
jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

Véta. (o extrémni hodnoté)
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R". Jestlize je M omezena uzaviena
podmnozina D(f) a f je spojitd na M, pak f nabyva svého minima a maxima
na M, tedy existuji Zmin, Tmax € M takové, Ze f(Zmin) = inf{f(Z¥); ¥ € M} a
f(Zmax) = sup{f(¥); ¥ € M}.

Véta. (o mezihodnoté)
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R"™. Jestlize je f spojitd, pak pro
kazdou souvislou M C D(f) jei f[M] souvisla.

Koutek pro pokrocilé V mnoha aplikacich se ndm na spojitych funkcich libi, Ze kdyz jsme v
néjakém bodé d a o kousek se pohneme, tak se f také zméni jen o kousek. Nékdy ale potfebujeme
védét, jak maly ten kousek je, a mohou se objevit problémy, dokonce v jedné proménné. Vime
napiiklad, ze funkce arctg(z), % a x2 jsou spojité. Ted si predstavme, Ze jsme v bodé a a posuneme
se o Az =0.1.

U funkce arctg(x) je tplné jedno, kde je a, hodnoty funkce se prosté pfi tom malém posunu
nemiizou zménit o vic nez o 0.1. Toto ale neplati o dalsich dvou funkci. P¥i pohledu na graf y = %
vidime, ze kdyz bereme a blizko poc¢atku, tak posun o Az mize znamenat velkou zménu hodnoty
funkce, pfi¢emz pro tuto zménu neni horni mez. Cim blize k 0 se a dostane, tim vétsi zménu
funkénich hodnot vyvola posun o 0.1, pricemz miizeme dosdhnout libovolné velké zmény. U funkce
y = 22 je podobny problém u nekonecna.

D4 se nicméné ukézat, Ze naptiklad na intervalu (0, 13) uz se 22 chova rozumné, tam posun o 0.1
nikdy nevyvolad zménu vétsi nez 2.6. Podobné je 1 pékn4 tieba na intervalu (1,00).

Funkce, jejiz zmény lze mit pod kontrolou, si zaslouzi specialni jméno.

Definice.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Necht M C D(f).

Rekneme, Ze f je stejnomérné spojita na M, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje
d > 0 takové, ze || f(Z) — f(¥)|| < € pro vSechna Z,y € M spliwujici ||Z — 7| < §.

Neékteré funkce jsou stejnomérné spojité na celém defini¢nim oboru, tfeba onen vysSe zminény
arctg(x), také tfeba sin(x) ¢éi a;%“ Nem4 to ale nic spole¢ného s omezenosti, napiiklad sin(z?) je
omezeny, ale neni to stejnomérné spojita funkce na R. Naopak funkce /x sin(\/i ) nebo tieba 13z
nejsou na (0, 00) omezené, ale stejnomérné spojité tam jsou.

Velice mnoho uzite¢nych funkci neni stejnomérné spojitych na R (tfeba e® ¢i mocniny), ale podle
nasledujici véty se dokazeme ke stejnomérné spojitosti dostat prechodem na podmnoziny, coz ¢asto

staci.

Véta.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Jestlize je M omezena a uzaviena
podmnozina D(f) a f je spojitd na M, pak je f stejnomérné spojita na M.
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3. Predstavujeme derivace

Nejprve si pfipomenme hlavni vyznamy derivace u funkce jedné proménné. V aplikacich vyznamné
pouzivame fakt, Ze derivace f’(a) udava rychlost zmény hodnoty funkce f, pokud prochézime
proménnou pres zvoleny bod a. Geometrickéd interpretace fika, Ze f’(a) udava smérnici teény ke
grafu f v bodé a, coz charakterizuje sklon grafu v bodé (a, f (a)).

y

L

0 a

Treti uzitecny pohled je, ze derivace umoznuje aproximovat hodnoty funkce na okoli bodu a
pomoci te¢ny, vzorec je (ve dvou podobéach)

f@)~ f(a)+ f(a) - (x—a),  flat+h)= f(a)+ f(a)h

3a. Derivace ve vyssi dimenzi

Je zjevné, ze pokud budeme chtit tyto myslenky aplikovat na funkce vice proménnych, tak bude
potfeba je vyrazné modifikovat. Vidime to na obrazku funkce dvou proménnych: Pokud zvolime
bod @ € D(f), pak rychlost klesani ¢i rustu grafu pfi priachodu pfes @ zalezi na tom, kudy ptjdeme,
a na rozdil od situace s jednou proménnou se ted nabizi spousta smért a tedy i odpovédi.

Z

X

Touto tvahou jsme se nicméné dostali k jednomu z klicovych pojmi. Pokud ndm nékdo fekne,
kterym smérem se z a vydat, pak uz méa otazka na rychlost rustu grafu smysl, stejné tak pak
ma smysl i pfilozit ke grafu pfimku coby teénu a tou pak hodnoty funkce aproximovat (v daném
sméru).

Piiklad: Uvazujme funkci f(x,y) = 22 +y?, jsme v bodé @ = (1, 2). Co se stane, kdy# se vydame
v uréitém sméru « = (h, k)?
Pohybujeme se na pfimce dané parametrickou rovnici (z,y) = (1,2) + t(h, k), pfitom potkavame
funkéni hodnoty
o(t) = f(1+th,2 +tk) = (1 +th)* + (2 + tk)* = (h® + k*)t* + (2h + 4k)t + 5.
Jde samoziejmé o situaci s fezem, kterou jsme jiz vidéli v iivodni kapitole. Graf funkce f jsme

protali svislou rovinou nad pfimkou danou vzorcem t — a + tii a o¢ekavame, Ze dostaneme snadno
zvladnutelnou dvourozmeérnou situaci popsanou pomoci jedné proménné.

[3a] 23 [3a]
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|
|
|
|
|
|
o *r—>
g u —_—
x a a
Presné takovy popis ndm poskytuje nase funkce ¢. Muzeme ji tedy zderivovat, v bodé a@ jsme v
case t = 0 a hodnoty ¢ se v té chvili méni rychlosti

¢'(0) = 2t(h* + k?) + (2h + 4k) |, = 2h+4k.
A

Jak tento vysledek miizeme interpretovat? Pokud se napiiklad vydame z bodu a ve sméru v =
(—1,1), tak ndm vysledek derivovani funkce o(t) = 2t2+2t+5 v case t = 0 dava ¢islo 2. Jaky je jeho
vyznam? Je to rychlost, s jakou se pro nas (subjektivné) méni hodnota funkce pfi priichodu bodem
a. Tato pozorovana rychlost zmény ovsem zavisi na tom, jak rychle se po pfimce pohybujeme, tedy
na velikosti smérového vektoru . Ono ¢islo 2 tedy nenese geometrickou informaci, kterou bychom
radi méli pro hratky s te¢nami ¢i aproximacemi.

Aby se pozorované a geometrické vlastnosti shodovaly, je potfeba pouzit smérovy vektor velikosti
1. V nasem pripadé bychom pouzili vektor

( 1,1) 1 L 1),
=L~ vz

Podle vypoctu vyse dostavame, ze v tomto sméru se graf funkce méni rychlosti f( 2+4) =2

U=

Toto uz je také geometricky vyznamna informace, naptiklad to opravdu souhlasi se smérnici
yteény ve sméru“, tedy tecny, kterou bychom v bodé a sestrojili na skutec¢ném fezu grafem. Pokud
bychom ze dfeva vyrezali dfevény model grafu, tak bychom mohli méfenim potvrdit, Zze v daném
sméru graf svird s vodorovnou rovinou thel arctg(v/2).

Budeme pochopitelné v matematice preferovat smérové vektory velikosti 1. Teorii ale vybudujeme
obecné, protoze smérové vektory libovolnych délek maji své misto v aplikacich, naptiklad ve fyzice
(vektor rychlosti).

Poznamka: Pomoci te¢ny bychom dostali i moznost aproximace hodnot funkce ve sméru 4. Pro
funkei ¢ plati p(t) = ¢(0)+¢’'(0)t. Pokud toto pouzijeme s normalizovanym vektorem # a piejdeme
zpét k funkci f, dostavame vzorec
1
1,2) + —(~1,1 t) ~ 5+ V2t

F(2)+ (1)
neboli

f(1 t2+—t>~5—l—\/_t

\/_ \/_

Substituci s = \%t dostavame rovnocenny, ale mnohem pfijemnéjsi vzorec

f(1—5,2+5)~5+2s.
Zajimavé je, ze presné totéz bychom totiz dostali pfimo, pokud bychom pouzili ¢ s ptivodnim
smérovym vektorem ¢. Takze pokud nas nezajima presny tvar grafu, ale jen hleddme aproximaci,
tak vlastné nemusime normalizovat. Kazdopadné zavér je, ze pokud se chceme z bodu @ pohybovat
jen v doty¢éném sméru, pak lze hodnoty funkce aproximovat (pro mala t) vzorcem

faA—t,2+1¢) ~ f(1,2) + 2t.
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A

Rychlost zmény funkce f v bodé @ jsme nasli jako ¢’(0). Co jsme to vlastné pocitali?
t) — (0 a+tu) — f(a
0) = i (FO =20 (HE410 — f@)
t—0 t t—0 t
K informaci se tedy umime dostat pfimo, bez pomocné funkce ¢. Ta posledni limita je doufejme
¢tenari povédoma a neprekvapi nas v nasledujici definici.

Definice.

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™. Necht 4 je vektor
z R".

Rekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé @ ve sméru , jestlize limita
1im<f(6+tﬁ)—f(6))
t—0 ¢

Pak definujeme (smérovou) derivaci f v bodé @ ve sméru « jako

(f(67+ti)—f(5)>.

existuje konecna.

Da’f (Ei) = lim

t—0

Mimochodem, pfi udavani sméru evidentné potrebujeme nenulovy vektor #. V definici jsme toto
omezeni neuvedli, ale nevadi to. Pro @ = 0 vychézi z definice Dgf = 0, coz v praxi nevyuzijeme,
ale nepokazi to rizné véty.

Jeden z vysledkt onoho piikladu vyse je nyni mozné zachytit vzorcem D(_; 1)f(1,2) = 2. Tento
priklad také naznagcil, Ze dost mozna nezalezi na tom, ve které fazi vypoctu provedeme normalizaci
smérového vektoru. Nasledujici tvrzeni to potvrzuje.

Fakt.

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu d@ € R"™. Necht 4 je vektor
z R™ a predpokladejme, ze f je diferencovatelna v bodé @ ve smeéru .

Pak je také f pro libovolné A € R diferencovatelnd ve sméru \u a plati

Daf(@) = ADaf (@).

D& se ukazat mnohem vice. Kdyz si pevné zvolime néjaky smér u, tak se prislusna smérova
derivace chova jako bézna derivace funkce jedné proménné, zejména plati bézna vypocetni pravidla
typu soucinového vzorce. Dokonce plati i véta o stfedni hodnot€, viz kapitola Vice o derivaci.

Ovsem zkoumat funkci jen v jednom smeéru asi nedé dostatecné informace o jejim chovani. Selsky
rozum napovida, ze pokud chceme rozumét chovani funkce v néjakém bodé, pak bychom se asi méli
podivat na derivace ve vSech smérech. Kupodivu se ukaze, ze to jesté nestaci. Ukazeme si jeden
zajimavy zadrhel.

L - . 1, y=a%z>0;
Piiklad: Uvazujme funkci f(z,y) = 0 ind
, jinde.

Jiz jsme ji potkali v kapitole o limitach, graf vypada takto:
Z
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Zjistili jsme, ze v pocéatku (0,0) neexistuje limita, ted se tam podividme na smérové derivace.
Vezméme libovolny vektor @ # 0. Jak uz jsme diskutovali pfi minulém setkéni s touto funkef,
piimka prochazejici po¢atkem ve sméru @ se s parabolou y = x2 bud neprotne viibec, nebo jen
jednou, kazdopadné na néjakém okoli pocatku plati, ze kdyz jdeme po na$i primce, tak vidime
hodnoty funkce nulové. To znamené, ze vnimame f jako konstantni, tudiz Dz f(0,0) = 0.

My se ale hlavné zaméfime na to, ze v bodé (0,0) existuji ve vSech smérech smérové derivace,
dokonce jsou stejné, ale f neni spojita v (0,0).

JAN

Pro smérové derivace tedy neplati obdoba véty ,diferencovatelna, pak spojita“, tudiz to neni to
spravné zobecnéni pojmu derivace z jedné proménné. To ale neznamenad, ze by smérové derivace
nebyly uzitecné, jak zahy uvidime.

V Gvodni ¢asti jsme uvedli, ze nejjednodussi fezy jsou v souradnicovych smérech, protoze nemu-
sime zavadét novy parametr, pracujeme s funkcemi = — (x, o, 20,--.), ¥ — (Z0,¥, 20,...) atd,
kde navic mame smeérovy vektor o normé 1, ¢ili vSe je v nejlepsim mozném stavu.

Jak by vypadala derivace ve sméru €7, tedy ve sméru osy z? Pracujeme s parametrickym vyja-
dfenim z — (z,yo, 20, - - - ), mame tedy funkci ¢(x) = f(z,yo, 20, ... ), kterou chceme zderivovat
podle x. Vidime, Ze vlastné ani zadnou novou funkci nepotiebujeme, staci si ve funkci f zafixovat
ostatni soufadnice a derivovat podle x béznym zptisobem.

Piiklad: Vratme se k funkci f(x,y) = 22 +y?, zajima nas derivace ve sméru osy y v bodé (1, 2).

Nejprve to udélame podle definice. Pohybujeme se po parametrické pfimce ¢ — (1,2) +¢(0,1) se
smérovym vektorem « = (0, 1), vznika funkce p(t) = 1% + (24 ¢)* = ¢* + 4t + 5. Pak Dz f(1,2) =
¢'(0) = 4.

Alternativni ptistup: Do funkce f(z,y) dosadime za z ¢islo 1 a vysledny vzorec f(1,y) = 12 + 4?2
zderivujeme ,podle y* béZnymi pravidly: [1 + y?]’ = 2y. Nakonec dosadime y = 2 a mame stejny
vysledek.

A

Je vidét, Ze takto snadno ziskdme derivace obecné v libovolném bodé @ = (xg, y), napiiklad ve
sméru z ta derivace vychazi derivovanim funkce 2 +y2, kde ted o je konstanta (nezndmé, ale pevné
zvolené ¢islo), a protoze derivace konstanty y2 (at uz je jakdkoliv) je nula, vychézi [22 + 3]’ = 2z,
tedy derivace v bodé (x,yp) ve sméru osy z je 2xo.

V praxi se ty nulky nepiSou, prosté se prohlési, ze derivace f(z,y) = x? + y* ve sméru z je
2z a mysli se tim v libovolném bodé (x,y), podobné derivace ve sméru osy y je 2y. A to je celé
tajemstvi. Protoze se tyto derivace pocitaji tak snadno a zaroven jde o klicové sméry, neni divu,
ze tato myslenka mé specialni jméno.

Definice.
Necht f je funkce definovand na néjakém okoli bodu @ € R™. Uvazujme jednot-
kové vektory €; ve sméru soufadnicovych os, €; = (1,0,0,...,0),
& = (0,1,0,...,0), ..., &, =(0,0,0....,1).
Pro:=1,... ,n definujeme parcialni derivaci f vzhledem k z; jako
gxf (@) = D¢, f(a@), pokud tato existuje.
7

. , v ‘. o =\ o -\ =\ 7\ — =
Alternativni znadeni: 8—;2((1) = 55-Lf1(@) = D f(@) = [f;,(@) = fz,(@).

V praxi se parcialné derivuje podlé dané proménné tak, ze si predstavujeme, ze vSechny ostatni
proménné jsou konstanty (a tudiz i vSechny vyrazy, které vytvoii), a derivuje se podle dané pro-

meénné béznymi pravidly.
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Piiklad: Najdeme vSechny parcialni derivace funkce f(z,y,2) = 22y + sin(y® + 22). Za¢neme
pomalu a s detaily.

Parcialni derivaci podle x ziskame tak, Ze si predstavujeme, Ze y a z jsou néjaka konkrétni cisla,
3
tteba /2 a 7, pak je i sin(v/2" + 27) éslo neboli konstanta. Derivovanim tudiz vyjde

[2%V2 + sin(\/§3 +2m)] =2z -vV2+0.
Tohle jsme samoziejmé nechtéli, ale tento pomocny vypocet nam ukazuje, jaky osud postihl pro-
ménné y a z, kdyZ se s nimi zachézi jako s konstantami. Vsimnéte si, ze v prvnim ¢lenu ta /2
reprezentujici néjakou zvolenou hodnotu y ztistala, slo o nasobici konstantu. Presné stejnou roli
bude v soucinu x%y hrat y, kdyz predstirame, Ze je konstantni. Podobné pokud bereme ,y“ a ,,z“
jako konstanty, bude konstantni i vyraz sin(y>® + 2z) a stejnou tivahou jako pred chvili odvodime

0
fa(z,y) = a—i(:ﬂ,y) =2z-y+0=2xy.

Obdobné si pro parcialni derivaci podle y muzeme predstavit, ze namisto x a z jsou konstanty,
tteba /5 a m, a poéitime

2 2
(V5 y +sin(y® + 27)] = V5~ + cos(y> + 2) - 3y
neboli
of 2 3 2

fylz,y) = 5,—y(:v,y) = x” 4 cos(y” + 2z) - 3y~
Samoziejmé zkuseny borec si ¢isla nepisSe, jen se nauci dobfe predstirat, Ze nékde je konstanta, a
trochu si to rozmysli. Jesté chybi derivace podle z, na to si bereme x a y jako konstanty, pak je
ovsem cely ¢len z2y konstantni. Proto

of 3
f 5, 0 + cos(y” + 22)

Ted jsme u derivaci vynechali to (z,y), lidé to ¢asto délaji.

A

Asi bychom preferovali to krasné stru¢né znaceni indexem f,, ale neni tak flexibilni jako to

zavedené v definici s kroucenickem, které kupodivu nemé néjaké jméno kromé ,,znacky pro parcialni

derivaci“. Znacka % se da pouzivat stejné prijemné jako derivacni ¢arka k indikaci derivovani
1

konkrétnich vyrazi, jen se piSe zleva. Naptiklad u té posledni derivace mlizeme pouziti pravidla
pro derivovani slozené funkce vyznacit zapisem

%[cos(y3 +22)] = cos(y® + 22) - %[y?’ + 22] = 2cos(y® + 22).

Budeme se tedy tohoto znaceni drzet.

3b. Vyznam parcialnich derivaci

Jiz vime, Ze parcialni derivace dava informace o tom, jak rychle se funkce méni (roste, klesd) v
klicovych smérech.

(3] 27 [3b]
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Zdalo by se, ze v ostatnich smérech si funkce miize délat, co chce, a je to pravda.

2,2
x
Piiklad: Uvazujme f(z,y) = Tyz; pro (z,y) # (0,0) a f(0,0) = 0.
L Y
Nejprve si jen tak cviéné spocitame derivaci v bodech (z,y) # (0,0). Tam je vzdy funkce defino-
vana na néjakém okoli konkrétnim vzorcem, tudiz staci pouzit klasické vzorce.

of  2ay*(a* +y*) — 2?y? - 4a®  2xy8 — 2292

O (2% + y4)2 T (@A A2
of  22%y(a* +y*) —2?y? - 4y® 220y — 22%y°
dy (z* +y*)? o (et )2

To podstatné se bude dit v bodé (0,0). Tam funkce neni definovana onim algebraickym vzorcem,
proto musime pocitat podle definice:

97 (0,0) = lim(f(x’o) —f(0,0)> — nm(O_O) — 0.

ox z—0 T z—0 T

Podobné 3£(0,0) = 0.

Parcialni derivace tedy v pocatku existuji, ale derivace v ostatnich smérech prekvapivé ne.
Abychom se presvédcili, zvolime k # 0 a posuneme se z pocatku po primce y = kx pro x > 0, tfeba
se smérovym vektorem 4 = (1, k). Potkdvame pak funkéni hodnoty f(z,kz) = Hk—% pro x # 0,

zatimco f(0,0) = 0. Smérova derivace proto vychazi
. (f(hkh) = £(0,0)\ . Y1y 1
per00 - )~ bl )

h T hoo\l+ K+ RO
Tato smérova derivace tedy neexistuje.
JAN

To ukazuje, Ze obecné nestac¢i znat parcialni derivace k urceni derivaci smérovych, funkce muze
zlobit. Pokud ovsem po funkci f pozadujeme, aby se ,nelamala“, pak tuto svobodu ztraci. Ponékud
prevapivé staci docela malo, aby byl riust ¢i klesani funkce ve vSech smérech jednoznac¢né urcen
tim, jak se chova v soufadnicovych smeérech.

Véta.
Necht f je funkce definovand na néjakém okoli bodu @ € R™. Jestlize existuje
néjaké okoli bodu d, na kterém pro vSechna ¢ = 1,... ,n existuji g—gi(:f) a jsou
spojité v @, pak ma f v a derivace ve vSech smérech a pro kazdé « plati

k=1 "
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Pozadavky na spojitost derivaci jsou splnény casto, v zasadé kazda funkce zadana vzorcem toto
splnuje, a pro takovéto funkce tedy derivaci v libovolném sméru urcime Cisté ze znalosti parcialnich
derivaci. To ukazuje, Ze podminka spojitych derivaci ma docela velké dopady. Proto se zavadi
uZiteéné znacdeni, pro oblast G v R” je C'(G) mnozina vsech funkci na G, které maji na G spojité
prvni parcialni derivace. S témi pracujeme nejradéji, napriklad jsou uz automaticky spojité.

Pro lepsi manipulaci byva zvykem schovat parcialni derivace do jednoho balicku.

Definice.
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™. Jestlize existuji
vSechny parcialni derivace %(6) pro = 1,...,n, pak definujeme gradient f

v a jako vektor

Vfw):(554mw”,§%ﬁm)

Alternativni znaceni: V f(@) = V f(@) = grad(f)(a@).

Znaceni ,nabla®“ V je univerzalné pouzivané, varianta V se nékdy ¢te ,del“. Znacka grad(f) je
dobra v tom, ze ¢tenafi napovi, ale je to dlouhé. Budu proto tady nablovat, ale obcas pripomenu
tu alternativu.

Je dobré si uvédomit, ze gradient je vektor z R"™, tedy vniméame jej jako objekt ze svéta defini¢niho
oboru funkce, na symbolickém grafu jej vidime v rdmci vodorovného znézornéni D(f) (viz obrazek
nize).

Pro funkci se spojitymi derivacemi (tedy pro naprostou vétsinu bézné potkavanych funkci) se
zaver vety da elegantné napsat pomoci skalarniho soucinu jako

Daf(@) = V(@) o i.

Priklad: Uvazujme zase f(z,y) = xz? + y2. Parcidlni derivace jsme jiz podcitali, tudiz hravé
dostavame gradient V f(z,y) = (2z, 2y).
V bodé @ = (1,2) pak Vf(1,2) = (2,4) a novy vzorec dava
Dy f(1,2) = Vf(1,2) e (h, k) = 2h + 4k,
presné jak jsme to méli vyse vypoctem podle definice.

A

Gradient ma zajimavé teoretické vlastnosti, naptiklad spliuje povédoma pocitaci pravidla c¢i
pro néj plati povédomé tvrzeni, ze pokud ma dostatecné hladka funkce na néjaké oblasti nulovy
gradient, pak musi byt konstantni. To ale nechame do kapitoly Vice o derivaci, zde nas zajima,
jakou uzitecnou informaci gradient umi poskytnout. Ukaze se, ze je to jeden z klicovych pojmi pti
zkoumani funkci.

Gradient a spad

Predstavme si, ze jsme v bodé d, sedime na grafu a rozhlizime se, jak ten povrch vypada. Podle
toho, kterym smérem se divame, tak stoupa c¢i klesa, rychlost stoupani ¢i klesani je dana smérovou
derivaci. Jinak feceno, je ddna vyrazem V f(d) e i, kde @ jsou jednotkové vektory.

Podle znamého vzorce plati

V(@) ed=|[Vf(@]- [l cos(a) = [V f(@)] cos(e),

kde « je uhel mezi vektory V f(d) a 4.

Zajimaji nas extrémni hodnoty této smérové derivace. Vidime, zZe stoupame nejrychleji, pokud se
vydame tak, aby cos(a) = 1, coz je pro @ = 0 neboli v sméru gradientu. Naopak nejvétsi klesani
nastane v ptipadé cos(a) = —1, tedy pfesné v opa¢ném sméru.
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Ty
A
a

Fakt.

Necht f je funkce, kterda mé na okoli bodu @ spojité prvni parcialni derivace.
Pak gradient V f(@) udava smér nejvétsiho rastu funkce v bodé @, funkce tam
roste rychlosti ||V f(d)]).

Vektor —V f(a@) udava smér nejvétsiho spadu v bodé a.

Gradient a hladiny konstantnosti

Jsme stale v bodé @ a sedime na grafu. Toto misto na grafu ma jisté néjakou troven (nadmotskou
vysku), jmenovité urovenn ¢ = f(@), a bod @ pak nutné patii do piislusné hladiny konstantnosti
(kterd lezi v defini¢nim oboru). Pokud chodime po této hladiné, pak se nase vyska nebude ménit.
Pfedpokladejme, Ze se v bodé @ hladina konstantnosti nelame (jako kiivka je diferencovatelna,
tedy hladka), takZe mé smysl mluvit o teéné k této hladiné v @. Uvazujme smérovy vektor @ této
tecny.

Pokud se vydame z bodu @ v tomto smérem « neboli po te¢né, pak se na malou chvili od nasi
hladiny konstantnosti témét neodchylime, a proto také hodnota funkce zlstane v zasadé stejna.
To znamena, ze Dy f(d) = 0 neboli ||V f(a@)|| cos(a) = 0 neboli a = 7.

Z

X

Praveé jsme nahlédli, ze smér, kterym prislusna hladina konstantnosti vychazi z bodu @, je kolmy
ke smeéru, ktery tam ma gradient. Jinak feCeno, smér, ve kterém bychom sli, abychom ztstali ve
stejné vysce, je vzdy kolmy na smér, kterym v tom misté svah roste neprikieji. Potvrdime si to.

Fakt.
Ma-li funkce f na okoli bodu @ spojité prvni parcialni derivace, pak je gradient
V f(a@) kolmy na hladinu konstantnosti prochéazejici bodem da.

Toto je velice uzitecné. Mnohé utvary lze reprezentovat jako hladiny konstantnosti vhodné funkce,
gradient pak umoznuje snadno ziskat kolmice k doty¢nému ttvaru, coz se hodi v fadé aplikaci.

Priklad: Uvazujme elipsu danou rovnici %2 + % = 1, chceme najit jeji te¢nu v bodé (2,1).
Jedna moznost je pouzit pfistup pres grafy. Dany bod lezi na horni poloviné elipsy, kde ji lze

vnimat (pokud vzorec fesime pro y) jako graf funkce f(z) = 4/3 — %2 K nalezeni teény pro z = 2
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potiebujeme derivaci f'(x) = —=2—, smérnice tecny je proto k = f'(2) = —1. Dostdvame pfimku
o
y—1=—(x—2) neboli z +y = 3.

Alternativni p¥istup: Danou rovnici upravime na piijemnéjsi tvar 22 + 2y? = 6 a rozhodneme
se, Ze je to vlastné hladina konstantnosti funkce F'(x,y) = x? + 2y? odpovidajici ¢ = 6. Najdeme
gradient v bodé (2,1): VF = (2z,4y), proto VF(2,1) = (4,4).

Tento vektor je kolmy na hladinu konstantnosti prochézejici bodem (1,2) neboli nasi elipsu,
proto je i kolmy na jeji te¢nu. Rovnice pfimky kolmé na (4,4) a prochézejici bodem (2,1) je
4(x —2) +4(y — 1) = 0 neboli x + y = 3.

A

Gradient a tecny, aproximace

Intuitivné vzato, te¢na ke grafu funkce f(z) je objekt stejného typu (graf je zakiivend cara,
teCna je pfima céara), ktery se dotyka a splyva s grafem v daném bodé. To naznacuje, jakym
zpusobem budeme tuto myslenku adaptovat pro pfipad vice proménnych. Predstavime si graf
funkce dvou proménnych, to je jakasi dvourozmeérna plachta vznasejici se ve tiirozmérném prostoru,
a je prirozené prilozit k ni rovinu, tedy plochy dvourozmérny objekt.

Podobné bychom pro funkci t¥i proménnych hledali te¢né t¥irozmérné prostory (které vypadaji
»plose*, kdyz jsou zasazeny do Ctyfrozmérného prostoru, ve kterém zije graf) atd. Obecné néas
zajimaji nadroviny v prostoru R"*!, coz jsou afinni linedrni prostory o dimenzi n. My hledame
jisté specidlni.

Jak je najdeme? Tim, Ze se na chvili oprostime od geometrie a podivame se na te¢ny analyticky.
Vime, Ze u funkci jedné proménné je tecna v bodé a takova primka, ktera nejlépe ze vsech primek
aproximuje chovani f okolo bodu a,

fla+h) = f(a)+ f'(a)h.

Jak bychom co nejlépe aproximovali hodnoty funkce f(x,y) okolo bodu @ = (a,b)? Predstavme
si, ze se z néj o kousicek posuneme, jmenovité o vektor @ = (h, k). Jak se zméni funkce?
Namisto pohybu jakoby diagonalniho se do stej- Z
ného mista (a + h,b + k) dostaneme, pokud nejprve
popojdeme o h podél osy x a pak o k podél osy y.
Ten prvni pohyb je jednorozmérna zalezitost, mé-
nime jednu proménnou, a tam uz odhadnout zménu
funkce umime, pouzijeme derivovani v prislusném

smeéru:
fla+h,b) = f(@) + Z-(a)h.
Vidime to na obrazku ¢ervenou barvou, namisto hod-

noty v krouzku bereme hodnotu v plném kolecku.
Z bodu (a + h,b) se ted posuneme ve sméru osy y o k a obdobné odhadujeme

f(a+h,b+k)%f(a+h,b)+g—£( bk

X

Dame to dohromady:

flathbt k) = 1@ + L@+

Neptijemné je, ze v poslednim ¢lenu nepouzivame derivaci v a. Pokud ale budeme predpokladat,
Ze tato derivace existuje na néjakém okoli @ a je v @ spojita, pak je mozné v pripadé velmi malého
h ten posun o h zanedbat v nadéji, ze se jim hodnota af prilis nezméni. Dostaneme

flathbt k)~ /(@ >+g< i+ G @

Jyt(a + h,b)k.

ox
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Dostali jsme aproximac¢ni vzorec, ktery je linearni, a tedy popisuje rovinu ve tfidimenzionalnim
prostoru. Abychom to lépe vidéli, pouzijeme obvyklou substituci z = a 4+ h, y = b+ k a obdrzime
druhou populérni podobu aproximacniho vzorce

Fa) = @) + L@@~ )+ @ - b,

Vyraz napravo lze definuje funkci, jejiz graf 1ze popsat vzorcem

o, 9f of
2= @)+ @@ —a)+ @)y =),

ve kterém jiz rozpozname rovnici roviny, nasi hledané te¢né roviny. Mtzeme ji zjednodusit na tvar

L+ FLiay-:= 1@+ L@ar Law

neboli

0
a;:(“)x + a—y(c‘z’)y —z=d

Principidlné to dava smysl i na intuitivni Grovni. Pfedstavme si te¢nou rovinu umisténou na
vrcholku onoho kopce. Pak by méla byt vodorovna a jeji normélovy smér svisly, predstavme si ho
smérem doli a s pfirozenou velikosti 1, jde tedy o vektor (0,0, —1). Pokud chceme pfiloZit te¢nou
rovinu k bodu na svahu, pak tu rovinu musime z vodorovné polohy vychylit, a zda se zjevné, ze
rovinu a tedy i jeji normalovy vektor musime vychylit smérem, kterym onen svah roste. A to je
pravé smér gradientu (ktery vidime v roviné defini¢niho oboru). Cim je svah piikiejsi, tim vice
musime normaéalovy vektor vychylit, ale prikiejsi svah také znamenéa vétsi gradient, to souhlasi.

Obdobna tvaha plati i ve vice rozmérech, mame aproximacni vzorec

f(Z+h) =~ +Z (@)h; = f(@) + Vf(@)eh

popripadé verzi

Potvrdime si to oficialné.
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Fakt.

Necht funkce f ma spojité prvni derivace na okoli bodu d@. Jestlize vektor V f(a)
roz§ifime o jednu soufadnici navic, jmenovité pfidame —1 jako soufadnici (n+1),
tak dostaneme vektor v R"*! kolmy na teénou nadrovinu ke grafu v bodé a.

Piiklad: Uvazujme f(z,y) = 22 + y* a bod (1,2). Najdeme te¢nou nadrovinu ke grafu f v
odpovidajicim bodé.

Spocitali jsme vyse, ze Vf(1,2) = (2,4). Normélovy vektor ke grafu je tedy napfiklad 77 =
(2,4, —1).

Skrz jaky bod ma teénd rovina jit? Protoze f(1,2) = 5, je to bod (1,2,5). Mdme bod a normalovy
vektor, z toho napiSeme rovnici roviny snadno:

0=1ie ((z,y,2) — (1,2,5)) =2(x — 1) +4(y —2) — (= 5) = 2z +4y —z=5.

Alternativa: Rovina kolmé na vektor (2,4, —1) mé rovnici 2z + 4y — z + d = 0. Dosazenim bodu
(1,2,5) dostaneme d = —5, odtud 2x + 4y —z — 5 = 0.

Dalsi alternativa: Graf je dan rovnici z = z? + y2. Po prepisu na tvar 22 + y? — 2 = 0 toto lze
vnimat jako hladinu konstantnosti funkce F(z,y,z) = x? + y?> — z odpovidajici hodnoté ¢ = 0.
Snadno najdeme VF = (2z,2y,—1) a vime, Ze vektor VF(1,2,5) = (2,4,—1) je kolmy na tuto
hladinu, tedy i na nas graf a potazmo na hledanou te¢nou rovinu. Jeji rovnice je proto

2 —-1)4+4(y—2)—(2—5)=0
a jsme hotovi.
Zavér: Tec¢na rovina ke grafu f v bodé daném @ = (1,2) méa rovnici 2z + 4y — z = 5.

Jesté si na tomto prikladé zopakujeme dalsi poznatky o gradientu.

Funkce poroste nejrychleji, pokud se z bodu (1,2) vydame ve sméru V f(1,2) = (2,4) neboli ve
sméru (1,2) (kazdy kladny nasobek ma stejny smér), rychlost ristu funkce pak bude ||V f(1,2)| =
12,4)] = V20 = 2V5.

Bod (1,2) € D(f) lezi na hladiné konstantnosti f(1,2) = 5 neboli na kruznici dané rovnici
y? + 22 = 5. V bodé (1,2) je vektor Vf(1,2) = (2,4) kolmy na tuto kiivku, diky ¢emuz hravé
ziskame rovnici tecny k této kiivce:

0=Vf(1,2)e((x,y) —(1,2)) =2(x — 1) +4(y —2) = 2z + 4y = 10.
Z norméalového sméru (1,2) dostaneme znadmym trikem k nému kolmy vektor v R?, t¥eba (2, —1)

coby smér tecny k oné hladiné konstantnosti.
A

3c. Parcialni derivace vyssiho radu

Podobné jako u funkci jedné proménné, i funkce vice proménnych lze derivovat vicekrat, pokud
nam to dovoli. Predstavte si naptiklad, Ze mame funkci f, smérovy vektor u a zjistime, ze Dgzf
existuje na néjakém okoli bodu @. Pak tato smérova derivace vlastné vytvaii funkci & — Dz f(Z) na
okoli @ a tu lze zase derivovat v @, napfiklad ve sméru ¥. Dostaneme DDz f] = DDz f. VSimnéte
si poradi diferencidlnich operatort ve vyrazu napravo. Aplikuji se zprava doleva, takZe nejprve
derivujeme ve smeéru .

Dala by se takto rozvinout obecné teorie, ale my se prirozené zaméfime na parcialni derivace.
Daji se aplikovat opakované (pfinejmensim pro dostatecné pfijemné funkce), a je jasné, Ze mame
na vybér, jaké derivace chceme aplikovat. U funkce dvou proménnych mame % a 2—1; a obé tyto
derivace muzeme nasledné derivovat podle x ¢i podle y, ¢imz vzniknou celkem ¢tyfti rizné parcialni
derivace druhého tadu, napiiklad nasledujici dvé. Ukazeme nejprve podrobny zapis postupu a pak
standardni kondenzované znaceni:

o710 _88f_82f Jr0 _86f_82f
or [8:}0[ H - Oz [Gx} [ [ﬂ] - Ox [&y] -~ Oxdy’

dy

022’ or
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Vsimnéte si poradi derivovani, symboly ve jmenovateli se berou zprava doleva, tedy zacneme

3
proménnou nejvice vpravo. Naptiklad parcialni derivaci tretiho fadu % bychom ziskali tak,
3
ze nejdrive derivujeme f podle x, vysledek pak podle y a to zase dle x, zatimco pro ziskani %

bychom nejprve derivovali podle y a pak dvakrat dle x.

Definice.
Uvazujme funkci f definovanou na okoli bodu a € R".
Necht i1,i9,... ,im € {1,2... ,n} jsou indexy soutadnic. Definujeme odpovida-
jici parcialni drivaci fadu m funkce f indukci jako
amf B o 8m_1f
3xim 890%_1 cee 8xi28xi1 N 8xim 8xim_1 cee 8xi28xi1]

za predpokladu, Ze vSechny potfebné derivace existuji.
Pokud nejsou vsechny indexy souradnic iy stejné, pak se takova derivace nazyva
smisena.

Aby to bylo zajimavéjsi, i pro opakované derivovani existuje velmi pfijemné alternativni znaceni

2
dolnim indexem, u kterého je ale naopak pfirozené psat pofadi zleva doprava: [fz], = fzy = aé; gm.
Pokud si nejste jisti poradim, obvykle pomtize rozepsat si kompaktni zapis do podoby opakovaného

derivovani a to pak naznaci postup, napriklad
orororo ot f
fozzy = [[[fa]a]:ly = oy [& [@ {@[f]}” = 902022
V obou ptipadech tedy nejprve derivujeme dvakrat podle z, pak podle z a nakonec podle y.

Obecné mé funkce o n proménnych celkem n™ parcidlnich derivaci fadu m. Je snadné najit
priklady, kde na poradi opravdu zalezi, ale pokud tak ¢tenar ucini, tak uvidi, ze obvykle nejde
o zrovna pratelské funkce. Jinak feceno, pro pékné funkce na poradi derivovani nezalezi. To nam

vvvvv

Véta.

Jestlize ma funkce f vSechny parcialni derivace fadu m na néjakém okoli bodu
a a jsou vsechny spojité v a@, pak pfi vypoctu konkrétni parcialni derivace az po
rad m nezalezi na poradi derivovani.

Co to znamena? Parcidlnich derivaci je obecné docela dost, naptiklad pokud pracujeme s funkci
t¥i proménnych, tak je teoreticky celkem 3* = 81 parcialnich derivaci étvrtého fadu. Pokud jsou
ale derivace ¢tvrtého Fadu spojité (naptiklad kdyz je naSe funkce zadand vzorcem posklddanym
z elementarnich funkci), tak sta¢i najit jen 10 derivaci tfetiho fadu namisto 27 a 15 derivaci
¢tvrtého radu namisto 81. Popravdé feceno to je spise tspora teoreticka, protoze v praxi si vétSinou
vystacime s prvnimi dvéma fady, ale potési.

Podobné jako u derivaci prvniho fadu, i vyssi derivace se daji sebrat do jednoho celku.

Definice.
Predpokladejme, ze funkce f mé vSechny parcialni derivace druhého radu v bodé
a. Pak definujeme jeji Hessovu matici v bodé a jako

9%f %f o o%f
Ox10x1 Ox20x1 Ox,0x1
o T S i
H(a’) — < > — 0x10xo Ox20xo Ox, 0o
O0x;j0x;/ij=1,..n : : :
o°f o°f . o°f
Ox10xy, 0x20% 0xn 0T
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Prakticky feceno, zderivujeme funkci f dle prvni proménné, tuto derivaci pak zderivujeme znovu

postupné podle vSech proménnych a z vysledkl vytvorime prvni fadek matice. Tento pr;fni radek

je tedy vlastné V(a—f>, obdobné pak dalsi. Na diagonale vidime nesmisené derivace a—, mimo
O0x1 Ox?

ni pak ty smisené.

Pokud je dana funkce trochu rozumné, aby na poradi derivovani nezaviselo, pak je Hessova matice
symetricka, takze to zabere jen zhruba polovinu prace. Pro funkce dvou proménnych je nicméné
dobry napad pocitat smiSené derivace nezavisle, protoze to neni zase tolik prace navic a jejich
rovnost pak slouzi jako ovéfeni spravnosti.

Pro shrnuti derivaci tretiho fadu bychom potirebovali tfirozmérnou matici, jakousi krychli, ¢imz
se dostavame k tenzorum, které tady rozhodné nechceme probirat. V mnoha (vétsiné?) aplikacich
si vystacime s prvnimi dvéma derivacemi, spokojime se s nimi i zde.

Protoze se funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi dobte chovaji, ¢asto se v teorii omezujeme
jen na né. Abychom si usnadnili zapis, zavedeme si uzitecné znaceni.

Definice.

Necht G je oteviend mnozina v R"™. Pro m € N znaéime symbolem C™(QG)
mnozinu vSech funkci definovanych (alespoil) na G, které maji ve vSech bodech
GG vSechny parcialni derivace fadu m a ty jsou na G spojité.

Jako u funkei jedné proménné i zde plati, ze pokud mé funkce spojité vSechny parcialni derivace
radu m, pak musi byt také parcialni derivace vSech nizsich rada spojité.

3d. Vyznam derivaci vysSiho radu

U funkci jedné proménné obvykle nabizime interpretace prvnich dvou derivaci, ta prvni ukazuje
smérnici te¢ny ¢i rychlost zmény funkce, ta druhé intenzitu zakriveni grafu schovanou pod jménem
konvexita a konkavnost. O parcialnich derivacich prvniho fadu jsme jiz hovorili, takze se podivame
na vyznam parcialnich derivaci druhého radu.

Nejjednodussi je to s nesmisenymi derivacemi, protoze pokud opakované derivujeme podle stejné
proménné, pak ty ostatni sméry lze ignorovat. Pracujeme pak vlastné s fezem nasi situace, se
kterym lze zachazet jako s funkci jedné proménné. Pokud napiiklad graf funkce fizneme ve sméru

2
osy x, tak ndm % urcuje konvexitu fezu, presné jak jsme zvykli, obdobnou informaci podavaji

8%f  8%f PUP PR
P52 9% atd. To nam 7ika néco o tvaru grafu.

AN

X

Nalevo vidime pripad, kdy maji nesmisené druhé parcialni derivace v jistém bodé rozdilna zna-
ménka, tedy funkce je tam v jednom sméru konvexni a v druhém konkavni. Dokazeme si to docela
dobre predstavit. Napravo je pak situace, kdy je v obou smérech konkavnost.

Tento druhy priklad inspiruje otazku obdobnou té, kterou jsme jiz polozili ohledné prvnich de-
rivaci. Tam nam vyslo, ze pokud u hladké funkce zndme gradient, tedy rychlost ristu v sourad-
nicovych smérech, tak to jiz jednoznacné urcuje rist ve vSech smérech. Plati podobné, ze kdyz u
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hladké funkce zname nesmisené druhé derivace, tedy konkavnost v souradnicovych smérech, tak uz
) )
je tim urcéena konkavnost i v dalsich fezech? Odpovéd zni, Ze ne, pro posouzeni vypouklosti grafu
je potieba znat vSechny parcidlni derivace druhého fadu. Cimz se dostavame k vyznamu smiSenych
derivaci. )
o0°f 0 [8 f

= — —} a predstavme si situaci, ze je kladna. Mame
oyox 0Oy

ox

0
funkci —f a derivujeme ji podle y, takze se pohybujeme ve sméru y. Predpokladali jsme, zZe tato

ox

0
druhé derivace je kladna, coz nam 1ika, ze funkce —f roste, kdyz se pohybujeme ve sméru osy y.

ox

Geometricky, pohybujeme se ve sméru osy y a divame se na smérnice tecen ve sméru x, tedy v
kolmém sméru. Zjistujeme, Ze tyto smérnice rostou, tedy tecény se staceji smérem nahoru.

Umite si predstavit situaci, kdy se pohybujete ve sméru osy y a pritom se tecny ve sméry x
otaceji smérem k vétsimu rustu? Takovy graf je zkrouceny. Ukazeme to na obrazku, na kterém se
podivame, co se déje okolo poc¢atku. Abychom to vidéli 1épe, otocili jsme osy a = jde doprava, jak
jsme zvykli pfi zndzornovani smérnice tecny. Osa y pak nutné musi jit smérem od nas.

Nejprve se podivejme na derivaci

Z

|0 X

Vsimnéte si, ze fezy grafem ve smérech = a y jsou pfimky. To je mozné (naptiklad jednoducha

funkce f(z,y) = zy to spliuje) a to dilezité na tom je, Ze pro funkci na obrazku plati g—i{ =
g—;é = 0. Jinak Teceno, parcialni derivace g—iﬁ a g—;fQ pak neovlivnuji tvar grafu, takze muizeme
primo pozorovat vliv smisené druhé derivace.
: L , y . 0°f Pf
Pokud je funkce dostatecné hladké, tak by meélo platit = , méli bychom tedy dostat
0yodx  O0xdy
0 10
stejny obrazek i pfi interpretaci vyrazu I [8_f} > 0: Pokud se pohybujeme ve sméru osy x, tak se
T Loy

smeérnice tecen ve sméru y staceji nahoru. Obrazek toto odrazi, vétsi smérnice ,,ypsilonové tecny*
znamenad priktejsi riist ve smeéru osy y, tedy smérem od nas.

Vidéli jsme, ze vyznam smisené druhé derivace je smér a mira zkrouceni grafu. Praveé tako-
véto zkrouceni grafu miize zptsobit, ze konvexita v souradnicovych smérech jesté neznamené tvar
doliku, pfi zkoumani zakfiveni grafu je tfeba (matematickym zptisobem) posoudit vzajemné puso-
beni konvexity v souradnicovych smérech a zkrouceni grafu indikované smisenou derivaci, na coz
samoziejmé narazime v ¢asti o lokalnich extrémech. Z této kratké sekce si odneseme poznani, ze
informaci, kterou u funkci jedné proménné hleddme pomoci druhé derivace, najdeme v ptipadé vice
proménnych v Hessové matici, kde vSechny slozky (vSechny derivace druhého Fadu) hraji stejné
dtlezitou roli.
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4. Predstavujeme lokalni a globalni extrémy

Lokalni i globalni extrémy se pfimo zobecni pro vice dimenzi. Ac¢koliv definice vypadaji stejné,
pii vySetfovani extrémi narazime na podstatné rozdily.

4a. Lokalni extrémy

Definice lokalniho extrému prosté zkopirujeme a nahradime body znackami vektort.

Definice.

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R".

Rekneme, 7e f ma v @ lokalni maximum nebo Ze f(@) je lokalni maximum,
jestlize existuje okoli U bodu @ takové, ze f(@) > f(Z) pro vSechna z € U.
Rekneme, 7e f méa v @ lokalni minimum nebo Ze f(a@) je lokdlni minimum,
jestlize existuje okoli U bodu d takové, ze f(d) < f(Z) pro vSechna x € U.

Obrazek nize pro pripad dvou proménnych ukazuje vlevo dvé lokalni maxima a vpravo jedno

lokalni minimum.
<

y

X

Podobné si to predstavujeme ve vice dimenzich. Lokalni maximum maé vlastnost, ze kdyz skrze
néj fizneme graf v libovolném sméru (¢imz se z toho stane situace funkce jedné proménné), tak
na tom fezu mame lokalni maximum v klasickém vyznamu. Obdobné vlastnost plati pro lokalni
minimum.

Existuje jesté jeden zajimavy typ chovani, ktery na obrazku vidime mezi onémi dvéma kopci.
Pokud tam graf fizneme svislou rovinou jdouci od vrcholu k vrcholu, pak v tom tudoli mezi nimi
vidime na fezu lokdlni minimum. Kdyz ale fizneme graf ve sméru kolmém jdoucim mezi vrchy,
tak v tom udoli uvidime na fezu lokalni maximum. Takovymto bodéim fikdme sedlo ¢i sedlovy
bod a pri zkoumani extrémi se také priplétaji do hry, takze se bézné berou jako soucast zkoumani
extrémd.

Jak lokalni extrémy najdeme? Postup je obdobny vysetfovani lokalnich extrému pro funkce jedné
proménné. Zhruba feceno, nejprve najdeme kandidaty pomoci prvni derivace, pak je posoudime
pomoci druhé.

Kdyz graf fizneme libovolnou svislou rovinou skrz néjaky lokalni extrém, bude extrém i na fezu,
tedy derivace v tomto sméru musi byt nulova. Zejména to plati pro fezy rovnobézné s osami, tedy
parcidlni derivace musi byt nulové. Jinak feceno, gradient musi byt nulovy (jako vektor).

Jind tvaha: V lokalnim extrému je tecna nadrovina vodorovnd, musi tedy mit norméalovy vektor
svisly. Normalovy vektor je ovsem (aa—gi(d’), cee (%—];((i), —1) a ten je svisly, pokud g—mfi(c?) = 0 pro
viechna i neboli V f(a@) = 0.
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Véta.
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™. Jestlize ma f v d
lokalni extrém, pak V(@) = 0, pokud gradient v @ existuje.

Bodtim, kde V f(#) = 0, ikdme stacionirni body. Najdeme je pii trose §tésti feSenim soustavy
n rovnic %( £) = 0 o n neznamych x1, ..., x,.

Jako obvykle neplati naopak, ze stacionarni body davaji lokalni extrémy. Napiiklad typicky sed-
lovy bod u funkce dvou proménnych je také stacionarni bod. Vyznam véty je nasledujici: Pokud
budeme hledat lokalni extémy jen mezi stacionarnimi body (popfipadé témi bez derivace), tak ndm
urcité zadny neunikne.

Kdy7 tedy shromézdime kandidaty (body s nulovym ¢i zadnym gradientem), je potieba je jesté
klasifikovat. To neni snadné pro body bez gradientu, takze si usnadnime zivot a od ted v této
kapitole pracujeme jen s hladkymi funkcemi. Pak jsou jedinym zdrojem kandidatt stacionarni
body, pro které existuje vcelku spolehlivy test zvany Sylvestrovo kritérium. Je mnohem snazsi si
jej pamatovat, pokud nam dava smysl intuitivné, takze se podivame, odkud prichazi.

Predstavme si, ze funkce f ma v bodé€ @ lokdlni maximum (kopecek). Pokud graf fizneme ve
sméru osy x, pak v Fezu opét vidime kopecek, tedy funkce = — f(z,as,as,...) ma v bod€ a; také

lokalni maximum. Jeji druhé derivace, coz je vlastné g—;é(a), tedy musi byt zaporna (nebo nulova).
Protoze soutadnice x neni ni¢im specialni, usoudime, ze pokud méa funkce f lokalni maximum
v bodé a, pak nutné gjﬂ (@) < 0 pro vSechna i. Jinak Feceno, a pokud vynechdme velmi fidky
pfipad nul, da se ocekavat, ze v bodé lokalniho maxima bude mit Hessova matice zaporna cisla na

diagonale.

Podobné u lokalniho minima zase o¢ekdvame, Ze plati aam—ifz(c?) > 0 (poptipadé zridka i nula) pro
vSechna i, tedy mame kladné cisla na diagonale Hessovy matice. Kdyz se podivame na oba pripady
najednou, vidime, ze existence lokalniho extrému znamena, zZe nesmisené druhé parcialni derivace
(neboli diagonalni ¢leny Hessovy matice) museji mit stejnd znaménka. Je zajimavé se zamyslet, jaka
situace by vedla na pfipad, kdy mame na diagonale Hessovy matice ¢isla s rozdilnymi znaménky.
To by znamenalo, Ze na nékterych fezech grafu mame konvexitu a na jinych konkavnost, neboli jde
o sedlo.

Zda se, ze nam tu vznika pekny test na rozeznavani lokalnich extrémi a sedel zalozeny na diago-
nale Hessovy matice, ale bohuzel to tak snadné nebude. Je potfeba vzit také v tivahu kroutivost
grafu, jinak fe¢eno smisené derivace také maji vliv. Abychom to méli snadnéjsi, zaéneme piipadem
dvou proménnych.

Tam lze shodu ¢i neshodu znamének vyjadrit elegantné soucinem. Vime tedy, ze lokalni extrémy

maji spliovat 3 o f > (a) gé( @) > 0, zatimco sedla maji spliiovat —f(a) gé( @) < 0. Mimochodem,

vlastné jsme se dlvah na soucin diagonaly Hessovy matice

&f o%f
me = (00 D)

0 0
axgy (aj y) Byf (:U y)

Pokud chceme, aby toto fungovalo i v opa¢ném sméru, tak tento vyraz musime obohatit i o zbyvajici
cleny této matice. Zname néjaky matematicky vzorec pro matice 2 x 2, ktery zahrnuje vsechny cleny,
pricemz diagonala se nasobi? Ano, determinant, a kupodivu jsme se trefili. D4 se dokazat, ze pro
stacionarni body funkci dvou proménnych dokéaze znaménko det(H) poznat lokalni extrémy a sedla.

KdyZz uz mame lokalni extrém, potfebujeme rozpoznat minima a maxima. Ale to je snadné,

2
staci se podivat na tvar néjakého fezu, napiiklad pohledem na znaménko %(6). Dostavame tak
nasledujici algoritmus.
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Algoritmus. (VySetfovani lokalnich extrému pro f(x,y))
1. Resenim rovnice V f(x,y) = 0 neboli soustavy

O () =0
of B
E%;(xay)'_'o

najdeme stacionarni body.
2. Pro kazdy stacionarni bod (a, b) najdeme odpovidajici Hessovu matici H = H(a, b).
e Jestlize det(H) < 0, je v (a,b) sedlovy bod.
2
o Jestlize det(H) > 0, je v (a,b) lokalni extrém. Je to lokalni maximum pokud 2% (a,b) < 0, a je

T 9%f
to lokalni minimum pokud 7-%(a,b) > 0.
A

Tento specificky algoritmus neni jen inspiraci pro to, co zahy pfijde, ale miize byt pro studenty
uziteény sam o sobé, protoze mnozi z nich se potkaji pouze s funkcemi o dvou proménnych, pak je
tato specialni verze prijemna. Poznamenejme, Ze v pripadech, kdy vychazi v klicovych okamzicich
nuly, rozhodovaci algoritmus selhava, nic nevime a je tfeba pouzit pokrocilejsi metody, které jsou
za ramec tohoto tvodu.

Pokud budeme chtit tento proces zobecnit pro vice proménnych, musime oba testy sjednotit.
Nejprve jsme se divali na determinant celé matice, v pripadé lokalniho extrému jsme se pak roz-
hodovali podle g—;é(a, b), ale to je vlastné také determinant, jmenovité determinant levé horni
submatice 1 x 1. Pracujeme tedy se stejnymi objekty, subdeterminanty Hessovy matice, coz se da
snadno zobecnit na vétsi matice.

Aby nam podminky, které dostaneme, davaly smysl, predstavme si zatim jednodussi situaci, kdy
smisené parcidlni derivace jsou nula, tedy Hessova matice je diagonalni a determinanty se pocitaji
jednoduse.

i
— 0 ; 0,0
6%% 1 1 1
Ap-p-e--- K A
PTTT T g o
A 89@2 1 1
D] S v o2p !
0 0 (9_]; v 0
Ag -f-mmemeaao T3,
Jak se takovd matice bude chovat v bodé lokalniho maxima? Ocekavame g—j};(ﬁ) < 0 pro vSechna

1. Budeme ted postupné pocitat levé horni subdeterminanty ¢ x 7 tradi¢né znacené A;.

e Prvni subdeterminant je dan levym hornim rohem H, tedy A; = g—g(&’) < 0.
1

e Druhy subdeterminant je dan matici 2 x 2 v levém hornim rohu H,
2 2
tedy Ay = 24(a) - 25 (a@) > 0.

O] o3
e Tieti subdeterminant je ddn matici 3 x 3 v levém hornim rohu H,
2 2 2
tedy A = 24(a) - 2L (@) - 24(@) < 0.

Ox? ' 2 ' 0z
Ctenaf si jisté hravé domysli, jak to funguje dal. Pro lokalni maxima se stéle stfidaji znaménka,
obecny vzorec je sign(A;) = (—1). D4 se to také vyjadiit jako (—1)*A; > 0.
Pro lokalni minima jsou vSechny parciadlni derivace na diagonale kladné, a proto také vsechny
subdetetminanty vyjdou kladné.
Pokud nastane jina konstelace znamének, pak maximum ani minimum nenastava. Pokud nékde
vysko¢i nuly, pak tento rozhodovaci proces neuspél a nevime, co se v @ déje.
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To, co jsme pravé odvodili pro piipad diagonalni H neboli nulovych smisenych derivaci, plati i
obecné.

Véta. (Sylvestrovo kritérium)

Necht f je definovano a mé spojité derivace druhého fadu na néjakém okoli bodu
da, ktery je pro f stacionarni, tedy Vf(d@) = 0. Necht H je Hessova matice f v
a, necht A; jsou jeji levé horni subdeterminanty, i = 1,... ,n.

Jestlize A; > 0 pro vSechna i, pak je f(@) lokalni minimum.

Jestlize A; < 0, Ay > 0, Az < 0 atd. az (—1)"A,, > 0, pak je f(d) lokalni
maximum.

Vydatnéjsi vysvétleni podame po zavedeni vhodnych nastroji v sekci 7d.

Algoritmus. (hledani a klasifikace lokalnich extrému pro f(Z))
1. ReSenim rovnice V f(%) = 0 neboli soustavy

of

——(z1,...,2,) =0

81‘1

;—wfn(xl,... ,Tp) =0
najdeme stacionarni body.
2. Pro kazdy stacionarni bod @ najdeme odpovidajici Hessovu matici H = H(d) a spocitame
subdeterminanty A; neboli determinanty levych hornich submatic velikosti 7 X 1.
e Pokud A; > 0 pro vSechna i, je v bodé d@ lokalni minimum.
e Pokud se znaménka stfidaji A; < 0, As >0, A3 <0, ..., je v bodé @ lokdlni maximum.

A

Priklad: Najdeme a klasifikujeme lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = 2zy? — 4oy + 22 + 22 — 22.
Nejprve najdeme stacionarni body.

%:2y2—4y+2x:0
ox

g—§:4xy—4m:0

of

— =2z-2=0.

55 z 0

Je to soustava tfi rovnic o tfech nezndmych, to zni nad€jné, ale rovnice nejsou linearni, tudiz cela
ta krasna teorie nepomuze. Jak fesime obecné soustavy?

My si hned vSimneme, ze tfeti rovnice je nezavisla, tudiz jisté z = 1. Co dal? Nejspolehlivejsi
metoda je elimina¢ni, kdy si postupné vyjadiujeme proménné a snizujeme pocet rovnic. Slo by
napiiklad vyjadiit z prvni rovnice x = 2y — y? a dosadit do rovnice druhé, vznikla by tak rovnice
tfetitho stupné s y jako nezndmou a to se pfi trose $tésti a chytrém vytykani da umlatit (zkuste
to). Vypadé to nicméné dobrodruzné a je dobré znat alternativy.

Zaméfime se na druhou rovnici, kterou si pfepiSeme do tvaru 4z(y — 1) = 0. Pokud se nam
podaii vytvofit soudin na strané jedné a nulu na strané druhé, byva to velky bonus. V tomto
pripadé napiiklad vidime, Ze jsou dvé moznosti, x =0 a y = 1.

V pripadé y = 1 dava prvni rovnice —2 + 22z = 0 neboli x = 1 a mame prvni stacionarni bod,
(1,1,1).

V piipadé x = 0 prvni rovnice zni 2y? — 4y = 0 neboli y(y — 2) = 0 a mame dvé feseni, y = 0 a
y = 2. Vzniknou dalsi dva stacionarni body, (0,0,1) a (0,2, 1).
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Ted je tieba vSechny t¥i staciondrni body prozkoumat, tedy potfebujeme Hessovu matici. Pri-
pravime si druhé parcialni derivace, diky symetrii u smisenych staci Sest:

2 2 2
0x? Oyox 0z0x
f f 0°f
-5 — 4%, = 0’ — =2,
0y? 0z0y 022
Hessova matice je
2 dy—4 0
H(z,y,z)=4y—4 4z 0
0 0 2
A jdeme na to:
2 0 0 2 0
Bod (1,1,1): H= [0 4 0], tedy A; = 2, A22d6t<0 4) = 8 a Ag = det(H) = 16.
0 0 2
Znaménka jsou postupné +, +, +, v bodé f(1,1,1) = —2 je proto lokalni minimum.
2 —4 0 _—
Bod (0,0,1): H=| -4 0 0 ,tedyA1:2,A2:det(_4 0)2—16aA3:det(H):
0 0 2
—32. Znaménka jsou postupné +, —, —, v bodé f(0,0,1) = —1 proto neni lokdlni extrém. Podle

znamének to vypada, ze v nékterych smérech je minimum a v nékterych maximum v fezu, u funkce

dvou proménnych bychom hovorili o sedlu.
2 4 0

Bod (0,2,1): H=|(4 0 0|, tedy A; =2, Ay = det (i 3) = —16 a Az = det(H) = —32.
0 0 2
Znaménka jsou postupné +, —, —, v bodé f(0,2,1) = 3 proto neni lokalni extrém, viz predchozi
bod.
A

Priklad: Najdeme a klasifikujeme lokdlni extrémy funkce f(x,y) = zy er=v’/2,
Nejprve najdeme stacionarni body.

0
8_f — yex_y2/2 + Ty ex_y2/2 1= (y 4 my)em_y2/2 =0
x
of z—y?/2 z—y2/2 2\ x—y?/2
Fg = L€ Vit taye®™ ¥ /% (—y) = (z —ay”)e” ¥/ =0.
Yy
Exponenciala je vzdy kladna, mohou se ji rovnice vydélit a staci FeSit soustavu (1 + z)y = 0 a
2(1 — y?) = 0. Rovnice jsme upravili do piiznivého tvaru soucinu a prvni davd dvé moZnosti.
Jestlize y = 0, pak z druhé rovnice x = 0. Jestlize x = —1, pak z druhé rovnice y = +1. Mame

stacionarni body (0,0), (—1,-1), (—1,1).
Pripravime si druhé parcialni derivace:

82
axé‘ =y V2 (y+ay)e” V2 1= (x4 2yt V2,
*f x—y?/2 z—y?/2 2\ x—y>/2
Seoy = AT DV H ey Aoy = @+ 1A -y,
2
g_y]; = -2y eV 2 (x — :L‘yz)ex_yzp(—y) = ay(y? — 3)69”_:"2/2.

Hessova matice je

H(z,y) = ( (¢ +2)yer v /2 (z4+1)(1 - 2)eﬂc—zf/z) :

y
(x+1)(1—y2)e* v /2 ay(y? —3)es v /2
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Clen e*—v"/2 je vzdy kladny, proto jeho vytknuti ze vSech ¢lenti neovlivni znaménka determinant,
zajima nés tedy spise matice
7 +2)y (x+1)(1—y2)>
H(x,y) = ( .
N (TR
Protoze jde o funkci dvou proménnych, pouzijeme prvni algoritmus, kdy nejprve posoudime As.

Bod (0,0): H = <(1) (1)), tedy Ay = —1<0a f(0,0) =0 je sedlo.

Bod (—1,1): H = ((1) g), tedy Ay = 2 > 0 a mame lokalni extrém. Protoze Ay =1 > 0, je
f(=1,1) = —e~3/2 lokélni minimum.

Bod (—1,—1): H = (_01 _02) tedy Ag = 2 > 0 a mame lokdlnf extrém. Protoie Ay = —1 < 0,
je f(=1,—1) = e~3/2 lokalni maximum.

A

4b. Globalni extrémy

Definice.
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Necht Q C D(f).

Rekneme, 7e M je (globalni) maximum f na Q, znaceno M = 111&(}2(( f(
7€

8y
N—"
SN—

jestlize plati:
e f(Z) < M pro viechna 7 € Q a
e f(d) = M pro néjaké @ € Q.

Rekneme, Ze m je (globalni) minimum f na Q, znadeno m = mlslll( f(
re

8y

),

jestlize plati:
e f(Z) > m pro vSechna Z € Q2 a
e f(d) = m pro néjaké a € Q.

Nékdy také piseme jen mgx(f) a mén(f) Pokud néjaky bod a@ € Q2 spliuje f(@) = ms%tx(f), pak

fikdme, Ze f nabyva své maximum v d, obdobné se nabyva minimum. Obréazek ukazuje typickou
situaci.

M-

X

Vysvétluje také, pro¢ by mélo platit nasledujici tvrzeni.
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Véta.

Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Necht Q C D(f).

Jestlize f nabyva své maximum nebo minimum na 2 v @, pak f méa lokalni
extrém v @ nebo a lezi na hranici 92 mnoziny Q.

Jde o zcela stejnou formulaci jako u funkci jedné proménné, a stejné jako u nich je to i zde
vychodisko pro algoritmus urcovani globalnich extrém.

Hlavni kroky:

1. Najdeme kandidaty.

2. Porovname hodnoty f v téchto kandidatech a vybereme nejvétsi a nejmensi.

Druhy krok by mél byt pohoda, takze se podivame na prvni. Podle véty ptripadaji v ivahu lokalni
extrémy a body na hranici. Lokélni extrémy urcovat umime, ted nas navic nezajimé klasifikace.
Pokud totiz pfidame mezi kandidaty bod navic, tak jej stejné vyloué¢ime v druhém (porovnavacim)
kroku. Takze mezi kandidaty nepridavame ptresné body lokalnich extrémi, ale body, které jsou z
toho podezielé. Staci tedy pridat vsechny body z mnoziny €2, kde je gradient nulovy nebo neexistuje.
Forméalné bychom meéli brat jen body z vnitiku 2, ale zase to nemusime fesit, pfidanim par bodi
z hranice nic nezkazime (jen si pfidame praci v druhém kroku).

S hranici je to komplikovanéjsi. Kdyz jsme hledali globéalni extrémy pro funkce jedné proménné,
tak byla mnozina {2 obvykle interval a jeho hranice byly krajni body, které jsme pfidali do mnoziny
kandid4tt (pokud nebyly nekonecéno). U funkei vice proménnych je to uplné jinak, protoze typicka
mnozina v R” mé nekone¢nou hranici. Napiiklad hranice ¢tverce v R? je jeho obvod, hranice koule
v R3 je jeji povrch, tedy sféra.

Rozhodné nechceme ke kandidatim pridavat nekonecné mnoho bodi, ale nastésti nemusime.
Vezméme si néjakou hodnotu, kterou 1ze dosdhnout na hranici. Pokud neni v rdmci hodnot z hranice
nejvétsi nebo nejmensi, tak také nemiize byt nejveétsi nebo nejmensi vzhledem k celé mnoziné, tudiz
je zbytecné ji uvazovat. Proto kdyz hledame kandidaty na globalni extrémy z hranice, tak se staci
zabyvat pouze témi, které jsou extrémni vzhledem k této hranici.

To znamend, ze kdyz zkoumame hranici, tak vlastné resime novy podproblém, kdy hledame
globalni extrémy (¢i presnéji body, které jsou z toho podezielé) dané funkce, ale pouze na hranici
zadané mnoziny. V typickém pripadé ma tato hranice o dimenzi méné nez ptivodni mnozina a coby
mnozina nizsi dimenze méa sviij vnittek a hranici, takze na tento podproblém aplikujeme obecny
algoritmus: Shroméazdime stacionarni body z vnitiku a prozkoumame hranici.

Napftiklad hranice ¢tverce se sklada ze ¢tyr stran. kazda z nich je v zasadé jednorozmérna mno-
Zina, segment, a jako takova ma vnittek a hranici, jmenovité koncové body. Mize se stat, ze tato
hranice hranice je zase nekonecné, pak bychom na ni vysettovali globalni extrémy neboli piesli na
podproblém podproblému. Protoze pokazdé snizime dimenzi, difive ¢i pozdéji musi tento proces
skoncit.

Piiklad: Predstavme si néjakou funkci t¥i proménnych f(z,y, z). Hleddme extrémy na mnoziné
), coz je horni polokoule o poloméru 2, matematicky
Q={(z,y,2) €ER3 2>0az*+y*+ 22 <2%}.

P1i hledani kandidatt nejprve najdeme body podezielé z lokalniho extrému a vybereme jen ty,
které jsou v (2. Pak se podivame na hranici, coz je povrch polokoule.

Ten se sklada ze dvou casti, zakladny a horni polosféry. Oba dva objekty jsou v zasadé dvou-
dimenzionalni, a my u nich budeme hledat globalni extrémy dané funkce, tedy prejdeme na dva
podproblémy.

Co se tyce zakladny, je to kruh o poloméru 2 v roviné zy, tedy opravdu dvoudimenzionalni
objekt. Ma vnitfek, na kterém bychom hledali lokdlni extrémy, a hranici, jmenovité obvod. Ten
je nekonecny, takze prejdeme na dalsi podporoblém: Hledame globalni extrémy dané funkce na
obvodu zéklady. Je to kruznice, coz je svou podstatou jednorozmérny objekt (1ze jej popsat jednim
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pH: Funkce vice proménnych Extrémy

parametrem), a je zajimavy tim, Ze coby takovy nemé hranici (pfesnéji feGeno je prazdnd), a
vSechny body kruznice jsou jejimi vnitinimi body. Stac¢i tedy hledat lokalni extrémy na kruznici.

Pokud ctenafi neni zcela jasna ta zalezitost s dimenzemi a prazdnou hranici, tak se nemusi
bat, uvidime to presné, az se pozdé€ji k tomuto prikladu vratime a jednotlivé objekty popiSeme
matematicky.

Druhy hlavni podproblém, zkouméni funkce na vrchliku, je obdobné. Ma vnitfek, jmenovité
otevienou horni polosféru, na které budeme hledat lokalni extrémy. Pak je potfeba podivat se na

hranici, ale to je presné tataz, na kterou uz jsme se divali pii zkouméani podstavy.
V4 IR

Jak vlastné vySetfujeme funkce na mnozinach nizsi dimenze? My ty mnoziny parametrizujeme
(popiSeme je matematicky) a pocet parametri, které na to potfebujeme, ur¢i dimenzi. Tyto para-
metry se pak také objevi v nasi funkci jako nové proménné, takze vlastné pracujeme s pomocnymi
funkcemi s niz§im poc¢tem proménnych. Ukazeme, jak to funguje.

Piiklad: Najdeme globalni extrémy funkce f(z,y) = 2? + y? na mnoziné ), coZ je mnozina
vymezené kiivkami y = 1 — |z| a 2% + (y — 1)? = 2 obsahujici pocatek.

Nejprve identifikujeme oblast 2. Nakreslime krivky, prvni je zalomena c¢ara, ta druha je kruznice
se stfedem v (0, 1) o poloméru v/2. Rozdéli rovinu na ¢tyfi oblasti, my vybereme tu, ktera obsahuje
pocatek.

y

,ﬁfi\\\\\\\~____—’//////ﬁf\i”
1-2

Nyni najdeme globélni extrémy f vidi této mnoziné. Ted budeme trochu podvadét a ukaZeme,
jak vlastné situace vypada. Zajima nas kus rotacniho paraboloidu nad nasi oblasti.
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To bychom normaéalné nevédeéli, budeme tedy dale predstirat, Ze tento obrazek nevidime, a vyresime
vSe Cisté matematicky, nicméné pro ¢tenare miize byt uzitec¢né si jednotlivé kroky ukazovat na tomto
nacrtu.

1. Nejprve shromazdime kandidaty.

a) Lokalni extrémy: Rovnice Vf = 0 znamené (2z, 2y) = (0,0), tedy x = 0 a y = 0. Bod (0,0)
lezi v oblasti €2 a je to tedy kandidat.

b) Extrémy na hranici: Potfebujeme prozkoumat tfi ¢asti hranice.

Zacneme useckou v kvadrantu napravo nahote. Je to ¢ast primky dané vzorcem y = 1—x a je tedy
prirozené ji popsat parametricky jako = — (z,1 —x) pro x € (0, 1). Tato parametrizace potvrzuje,
Ze tento segment je svou podstatou jednorozmérny. Pomoci vzorce y = 1 — x eliminujeme y v f a
dostaneme pomocnou funkci ¢ jedné proménné popisujici chovani f na tomto tseku hranice.

p(x) = f(x,1 —x) =2+ (1 —2)* =227 — 22+ 1.
Timto zptisobem jsme prevedli otazku hledani globalnich extrému funkce f na segmentu na problém
hledani globalnich extrémt funkce ¢(z) na intervalu (0,1). To uz umime.

Nejprve najdeme kritické body z doty¢ného intervalu:

P(z)=0 = d2-2=0 = z=1.

Toto x lezi ve zkoumaném intervalu, je tedy platné, takze do hlavniho seznamu kandidatt pridame
bod z hrani¢niho tseku (navrat do dvourozmérné situace), ktery tomuto = odpovida: y = 1 —% = %,
tedy pridame bod (%, %)

Musime se také podivat na hranici. Pro interval je to jednoduché, hranice jsou krajni body = = 0
a r = 1, takze pfiddme odpovidajici dvourozmérné body (0,1) a (1,0) do seznamu kandidati.
Jsou to vlastné koncové body segmentu hranice mnoziny €2, ktery zde zkoumame, takze to do sebe
zapada.

Vsimneéte si, ze bod (%, %) neni lokalnim extrémem funkce f samotné. Pii zkouméani tiseku hranice
jsme ale tuto funkci omezili pouze na doty¢nou mnozinu a vzhledem k této mnoziné uz je ten bod

lokalnim minimem, viz obrazek.

Nyni obdobné zpracujeme ¢ast hranice Q2 danou vzorcem y = 1+ = pro = € (—1,0). VySetfenim
funkce
o(z) = f(z,1+x) =222 + 2z + 1
najdeme x = —%, kde by mohl byt lokalni extrém, a pfidame bod (—%, %) do seznamu. Pohled na
krajni body poskytne (—1,0) a (0,1), prvni do seznamu pfidame, druhy uz tam je.

Zbyva tieti ¢ast hranice, ten oblouk. Vzorec z2 + (y — 1)? = 2 nabizi dvé moznosti, jak se zbavit
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jedné proménné, zkusime y = 1 — /2 — 22 pro x € (—1,1). Zajimé nas pomocnd funkce

p(x)=f(z,1—vV2—22) =2 +1+(2—2%) —2y/2—22 =3 —2/2— 22

Kde mize mit extrémy na intervalu (—1,1)7 Krajni body x = —1, 1 vedou na body, které uz mame
v seznamu. Zbyva tedy podivat se na lokalni extrémy.
2z
d(r)=0 = ——==0 = z=0.

V2 — 22

Do seznamu pridavame posledni bod (0, 1—+2 )

Alternativa pro oblouk: ProtoZe je to ¢ast kruZnice, nabizi se polarni y
soutadnice. Pouzijeme specialni verzi adaptovanou na nasi situaci. 1/7
x = /2sin(p), ‘/Z/_E&
, 2 (P
y=1-—2cos(p). _i\_". ke
Tteti ¢ast hranice dostaneme tak, ze bereme ¢ € <—§, %> Dostavame

pomocnou funkci a jeji derivaci
¢(x) = f(V2sin(p), 1 — V2cos(p)) =3 —2v2cos(p),  ¢'(x) = 2v2sin(p).

Kandidéti na extrém jsou koncové body ¢ = £7%, davajici (£1,0), které uz mame, a nulovy bod
¢ = 0 derivace, ktery doda bod (O, 1—v2 ), coz potvrzuje nasi predchozi praci.

2. Nyni porovname hodnoty.

F(0,00=0, f(0.1) =1, f(1,0) =1, f(-1,0) = 1, f(3.5) = 3. [(~5.3) = 3.
f(0,1-v2)=3-2V2~0.17.

Zjistili jsme, ze mg%n(f) =0= f(0,0) a mgx(f) =1=f(0,1) = f(£1,0).

JAN

Co vlastné minime pojmem ,lokalni extrém vzhledem k mnoziné“? Uvazujme funkci f(Z) s
D(f) € R™ a mnozinu M C D(f). Bod @ € M je “lokdlni maximum vzhledem k M?”, jestlize
existuje okoli U bodu a takové, ze f(Z) < f(d) pro vSechna & € U N M. Relativni lokalni minimum
se definuje obdobné. Nedélali jsme oficialni definici, protoze lidé se obvykle soustfedi na specialnéjsi
situaci.

Jmenovité nas bude zajimat situce, kdy je mnozina M popséana rovnici, poptipadé nékolika rovni-
cemi. Mlizeme si predstavit tfeba kruznici v rovin€ nebo rovinu v tfirozmérném prostoru. Rovnicim,
které mnozinu M definuji, se fika ,vazby“. Abychom sjednotili znaceni, pfipomeneme, ze kazdou
(algebraickou) rovnici lze pfepsat do tvaru g(z,y,...) = 0. Mnozina M je pak jednozna¢né urcena
vazebni funkci g, popfipadé vazebnimi funkcemi g;.

M ={Ze D; ¢:(¥) =0,...,g,(Z) =0},
zde D je mnozina, na které jsou vSechny vazebni funkce definovany. Velmi casto je vazba jen jedna:
M = {# € D; g(Z%) = 0}.
Co se da od takové mnoziny ¢ekat? Obecné mohou byt takové mnoziny velmi divoké, ale v aplikacich
to obvykle funguje tak, Ze jsme svym pozadavkem na platnost rovnice g = 0 vzali mnoziné jeden
stupen volnosti, tudiz se da ocekavat, ze svou podstatou ptijde o mnozinu o dimenzi n — 1, coz
mimo jiné znamena, ze bychom ji méli byt schopni popsat za pomoci n — 1 parametri.

Napiiklad vazebni funkce g(z,y) = 169 — 22 — y? definovana na dvoudimenzionalnim prostoru
R? vede na vazbu 169 — 22 — y? = 0 neboli 22 + y? = 169, takZe vyslednd mnozina je kruznice o
poloméru 13 se stfedem v pocatku, coz je svou podstatou jednodimenzionalni objekt. Pozname to
tfeba podle toho, Ze k uréeni pozice bodu na kruznici staéi jeden parametr (napiiklad thel).

Nemusi to tak ale vyjit vzdy. Tfeba funkce g(z) = = — V22 je definovéna na R, coz je jednoroz-
mérny svét, a definuje mnozinu bodu spliujicich = = |z|, takze M = (0, c0). Tato mnoZina je také
jednodimenzionalni, takze ndm zadna dimenze neubyla.

[4b] 46 [4b]



pH: Funkce vice proménnych Extrémy

Naopak funkce g(z,y) = (z — 1)? + (y — 13)? existuje na R? a definuje mnoZinu bodi splitujicich
vazbu (z — 1)2 + (y — 13)2 = 0, coz ale zvladne jen jeden bod, jmenovité (1,13). Tato mnozina
tedy neni jednorozmeérna, ale méa dimenzi nula, takze jsme svym pozadavkem ztratili dokonce dvé
dimenze.

Ovsem takové priklady si vymysleji zlomyslni matematici, v aplikacich obvykle funguje to ztraceni
jedné dimenze.

Zajimavé to zacne byt, kdyz se objevi vice vazebnich funkci g;. Pokud poZadujeme soucasnou
platnost vSech rovnosti g; = 0, pak je vyslednd mnozina M vlastné prinik ()M, mnozin M;
definovanych jednotlivymi vazebnimi funkcemi g;. V typickém piipadé ma kazd4 z mnozin M;
dimenzi n — 1 (pokud pfedpoklddéme, Ze se to vSe déje v prostoru R™), takze ¢lovék by ¢ekal, ze
pfi kazdém novém priniku by mohlo dojit k odebrani jedné dimenze a pii p vazbach by odpovidajici
prinik neboli mnozina M mohl mit dimenzi n — p. Ctenaf by mohl néco takového znat z linedrni
algebry. Linearni funkce g = a1x1 + - - - + a,x, + d vede na rovnici, ktera definuje nadrovinu v R,
tedy utvar dimenze n — 1. Pronikdnim ritznobéznych rovin pak postupné ubirame dimenze, diky
¢emuZ jsme schopni dostat piimky, tedy jednorozmérné ttvary. Napiiklad piimka v R? je déna
dvéma rovnicemi.

Ale i v té linearni algebfe vime, Ze se toto mize pokazit, napfiklad prunik dvou rovnobéznych
a ruznych rovin je prazdny, u obecnych utvart se daji cekat i komplikovanéjsi situace, coz je pro
teorii neptijemné. My chceme pracovat se situaci, kdy mé vyslednad mnozina dimenzi n — p, a proto
ve véte, kterd brzy prijde, budeme muset pfidat technicky predpoklad o vazebnich funkcich g;.

Nez se tam dostaneme, popiSeme problém, ktery chceme fesit. Mame funkci f(Z) a mnozinu
M urcenou néjakymi vazbami. Hledame lokalni extrémy vzhledem k této mmnoziné. Takovymto
lokdlnim extrémum se fikd vazané extrémy. V piikladé vySe jsme tento problém fesili pomoci
eliminace proménnych (¢i parametrického popisu mnoziny), ale to u nespolupracujicich vazeb miize
vést ke komplikovanym vypoctim. Nasledujici véta nabizi alternativni pfistup.

Véta. (Lagrangeovy multiplikatory)
Necht D je oteviend mnozina v R" a f € C1(D).

Uvazujme vazebni funkee g1,... , g, € C*(D), ozna¢me
M ={Ze D; ¢:(Z) =0,...,g,(%) =0}
a predpokladejme, ze vektory Vgi(d),...,Vg,(d) jsou linearné nezavislé pro

vSechny body @ € M.
Jestlize je ¥y lokalni extrém funkce f vzhledem k mnoziné M, pak existuji ¢isla
A1y .., Ap takova, Ze

p
Vf(i"o) = Z )\ngj (fo)
j=1

Podminky na gradienty g; zajisti, Ze tyto vazby vytvoli rozumnou mnozinu. Cislim A; se fika
Lagrangeovy multiplikatory. Z hlediska hledani matematickych extrémi vystupuji jako Cisté pra-
covni parametry a obvykle se jich hned zbavujeme eliminaci. Stoji nicméné za zminku, ze maji
prakticky vyznam ve fyzice. Tam se pracuje s tzv. Lagrangeovou funkci

p
L=f=) Xg
j=1
a z&ver véty vlastné ¥ika, ze VL = 0.

Pro¢ by néco takového mélo platit? Pro pripad jedné vazebni funkce se to da docela pékné
nakreslit.
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Na obrazku vidime graf néjaké funkce f, nas ovSem zajimaji pouze hodnoty, kterych se nabyva na
mnoziné M vyznacené v roviné xy neboli v definicnim oboru f. Tyto hodnoty jsme také vyznacili
cervené v grafu funkce. Odhad nejvétsi mozné hodnoty, kterou lze v ramci M nabyt, jsme zaznadili
jak na grafu, tak v samotné mnoziné M, ale to je spiSe jen pro ilustraci. Mnohem dtilezitéjsi jsou
cerné krivky, které ukazuji na grafu f hodnoty 4 a 5. Z nich vyc¢teme, ze hodnota hledaného maxima
na M je nékde mezi 4 a 5. To ale neni to spravné misto, kde mame hledat informace, protoze s
grafy se nepracuje snadno. Pfenesme proto pozornost do definiéniho oboru, kde zcela ptirozené
prejdeme k hladindm konstantnosti, které odpovidaji hodnotam 4 a 5 pro funkci f. Dokazeme
néco rozpoznat Cisté z pohledu na situaci v definicnim oboru?

X

Na prvni pohled vidime, ze funkce v ramci mnoziny M nikdy nedosédhne hodnoty 5, protoze
mnozina M méa nulovy prinik s mnozinou téch #, pomoci kterych se k hodnoté 5 dostaneme.
Vidime také, ze hodnotu 4 ziskat umime, dokonce pomoci dvou riznych 7. Klicova otazka ovsem
je, zda z obrazku pozname, Ze 4 neni nejvétsi mozna hodnota, tedy neni to to, co hledame. Zdalo
by se, ze dilezitou roli bude hrat fakt, ze téch priniki je vice, ale to neni ono. Podstatné je, ze v
bodé pruniku se hladina konstantnosti H4 a mnozina M protinaji pod nenulovym thlem (méteno
jako thel jejich tecen).

Souvisi to s faktem, ze hladiny konstantnosti H. se chovaji spojité vzhledem k hodnoté ¢, pokud
je zkoumana funkce f spojita. Znamena to, ze kdyz zménime c jen nepatrné, tak se také mnozina
H_. v prostoru R™ zméni jen malo. Dobra predstava je, ze kdyz spojitym pohybem otac¢ime ovladaci
knoflik ¢ z hodnoty 4 na hodnotu 5, tak se odpovidajici hladiny konstantnosti plynule pfesouvaji
od H4 k Hs, asi jako popularni morphing. Co to znamené pro nas? Jestlize se mnozina M a hladina
konstantnosti H, protinaji pod nenulovym thlem, pak pii malé zméné konstanty ¢ budou nové
hladiny konstantnosti stale protinat mnozinu M. Z toho pak vyplyva, ze hodnota ¢ = 4 nemiize

byt ani maximéalni, ani minimalni.
c=m+¢€
\/ =m
>\< ; c=m—-E
M

Jak tedy pozname, Ze jsme nasli maximum ¢i minimum? Pfislusna hladina konstantnosti se musi
s mnozinou M protinat tak, aby méli stejné te¢ny. Protoze se blizime k cili, je potfeba zkusit toto
pozorovani naformulovat tak, aby fungovalo i ve vice dimenzich. Pokud mame funkci definovanou
na R3, pak hladiny konstantnosti jsou plochy ve 3D, stejné tak i mnozina M. Aby se neprotinaly
Sikmo, musi byt te¢né roviny totozné. Podobné prejdeme i k vysSim dimenzim.

Jak tedy obecné pozname, ze teéné nadroviny dvou (n — 1)-rozmérnych ploch jsou totozné?
Nejsnadnéji pomoci normélovych vektort, které v tom piipadé musi byt rovnobézné. Jsme skoro v
cili. Jak najdeme normalové vektory k takové plose? Co se tyce hladiny konstantnosti, tam mame k
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dispozici tvrzeni z kapitoly 3, norméalovym vektorem je primo gradient V f. Jak je na tom mnozina
M?

Je to mnozina bodu, které spliuji g(Z) = 0, takze je to také hladina konstantnosti, tentokrate
pro funkci g. Normélovy vektor mnoziny M je tedy Vg. Dosli jsme k nasledujicimu zavéru. Aby
méla funkce f maximum ¢i minimum s hodnotou ¢ vzhledem k mnoziné M v néjakém bodé d, tak
se v bodé @ musi mnozina M protinat s hladinou konstantnosti H. a vektory V f(@), Vg(a@) museji
byt rovnobézné, coz namena, ze pro néjakou nenulovou konstantu A plati V f (@) = AVg(a). Pfesné
to tvrdi véta o Lagrangeovych multiplikatorech.

M
V8
/ vf ¢ vf

Pro tplnost poznamenejme, Ze i tato véta je jen implikace, obdobné c=m+¢§
jako véta o kritickych bodech pro lokalni extrémy. Mtize se stat, ze v c=m
néjakém bodé a jsou V f(a@) a Vg(@) rovnobézné, ale vazany lokalni c=m-§¢

extrém tam neni.

M
V praxi nas to netrapi, protoZe stejné jen shromazdujeme kandidaty, a pokud si pfidame néjakého
kandidata navic, tak jej v druhém, porovnavacim kole stejné vyradime. Hlavni vyznam véty je, ze
kdyz podle ni hleddme kandidaty, tak zadného nevynechame.

Doufejme, Ze nam ted véta dava smysl z hlediska matematického, dalsi dobra otazka zni, zda
dava smysl z hlediska praktického. Podivejme se na priklad.

Piiklad: Vratime se k pifkladu, kde jsme hledali extrémy funkce f(z,y) = 2%+ y2. Jmenovité se
podivame na fazi, kdy jsme hledali extrémy f vzhledem k mnoziné dané vzorcem z2 + (y—1)% = 2.
V prvnim feseni jsme tuto vazbu pouzili k eliminaci jedné proménné a vysetfovali jednorozmérnou
situaci.

Ted zkusime Lagrangeovy multiplikédtory. Vazbu si upravime jako 2 + (y — 1)? — 2 = 0. Mame
tedy vazebni funkci g(z,y) = 2% + (y — 1)? — 2 a sepiSeme si rovnice, které vyplyvaji z Lagrangeovy
podminky a vazby.

2z = 22\

2y =2(y — 1)\
2+ (y—1)2=2.
Dostali jsme tfi rovnice pro tfi neznamé, coz zni nadéjn€, ale bohuzel nejsou linedrni. Nastésti
se nabizeji zajimavé moznosti, naptiklad prvni rovnice vylozené vola po zkraceni. Pak dostaneme
1 = A. Druhé rovnice pak iikd y = y — 1, coz nem4 feseni. Toto je tedy slepa ulicka, ale neni to
jesté konec. Kratit totiz lze pouze za predpokladu, ze x # 0, je tedy tfeba jesté prozkoumat tu
druhou moznost.

Pokud z = 0, pak je prvni rovnice automaticky splnéna. Dosazenim do vazebni rovnice dostavame
(y —1)2 = 2. Pak y = 1 4 /2, oviem ze zadani je jasné, Ze nas zajimaji jen hodnoty y < 0. Proto
nas zajima jen y = 1 — v/2. Vzhledem k tomu, Ze A nepotifebujeme, tak by se zdalo, Ze mame

hotovo, ale jesté musime ovérit, ze druhou rovnici lze splnit, coz se povede pro A = ‘/\5/;.

Vi(z,y) = AVg(z,y) .
g(xz,y) =0

Dostali jsme podeziely bod (0, 1—+2 ), presné jako v predchozim vypoctu. Bylo to snazsi? To
musi posoudit ¢tenar.

A

Jsme pripraveni porovnat strategie. Uvazujme funkci f, kterd ma n proménnych, a p nezavislych
vazebnich funkci g taktéz o n proménnych, kde p < n. Nase pfedchozi (intuitivni) strategie spoci-
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vala v tom, Ze pri trose Stésti je mozné si pomoci vazebnich rovnic vyjadrit nékteré proménné v
zévislosti na jinych, coz po dosazeni do f vede na vznik pracovni funkce ¢ o n — p proménnych. U
ni pak hleddame extrémy, coz mimo jiné vede na podminku V¢ = 0, tedy soustavu n — p rovnic o
n — p neznamych.

Pokud bychom néasledovali postup z nasi nové véty, tak bychom si uchovali ptivodni proménné a
jesté navrch piidali A\, coz dava celkem n + p proménnych. Kolik mame rovnic? Rovnost V f =
>~ A;Vg; porovnava vektory, jde tedy o rovnost vSech slozek obou vektort. Tim vznikd n rovnic,
plus jesté pofad mame vazby g; = 0, tedy dostavame celkem n + p rovnic

of 99 99p
8xl(m1,...  Tp) = Alawl(azl,... , Tn) + +)\paxl(a:1,... , Tn)
of g1 dg
E([El,... ,.Tn) :Alﬁ(l’l,... ,I’n)—f—"'—f—)\pa—af;(l’l, ,In)

gi(z1,...,x,) =0

gp(T1,... ,x5) = 0.
Dobréa zprava je, ze pocet rovnic souhlasi s poctem neznamych, Spatna zprava je, ze mame o 2p
rovnic a 2p neznamych vic nez pri predchozim postupu. Pro¢ bychom tedy méli chtit jit touto novou
cestou? Zalezi na tom, jak komplikovany vzorec jsme predtim dostali pfi vyjadfovani proménnych
z vazeb g; = 0 a jak pékné (¢i Skaredé) zapadly do funkce f. Pokud vznikly nepiijemné vyrazy,
pak by Lagrangetv pristup mohl pomoci a casto také pomiize. Tento piistup je velmi oblibeny v
aplikacich a dokonce nam poskytne nékteré obecné vysledky a dikazy vét.

Piiklad: Najdeme vzdalenost bodu P = (xg, Yo, 20) od roviny ¢: ax + by + cz + d = 0.
Tato vzdalenost se najde jako vzdéalenost mezi P a bodem @ = (z,y, z) z roviny ¢, ktery je k P
nejblize. Hleddme tedy minimum funkce

(Ivya Z) = diSt(Pa ('Ta Y, Z)) = \/(ZIZ‘ - :EO)Q + (y - y0)2 + (Z - Z0)2
pro (z,y, z) z dané roviny. ProtoZe odmocnina je rostouci funkce, sta¢i hledat minimum funkce

flxy,2) = (x—20)* + (y — w0)* + (2 — 20),

a to na mnoziné dané podminkou ax + by + cz + d = 0. Budeme tedy pracovat s vazebni funkci
g(x,y,2) = ax + by + cz + d.

Podle véty se hledany bod skryva mezi feSenimi soustavy vzniklé z Lagrangeovy podminky a
dané vazby

Vf=AVyg
g:
neboli
2(x —x9)=A-a
2(y —yo) = A-b
2(z—2z0) =A-c

ar +by+cz+d=0.
Rovnice jsou linearni, ale standardni pristup Gaussovou eliminaci ¢i Kramerovym pravidlem ne-
chame zvédavému ¢tenari a zamérime se na postupy obvyklé u Lagrangeovych multiplikatori.
Vzhledem k tomu, Ze A nepotfebujeme, muzeme se jej zbavit eliminaci. Predpokladejme, ze a # 0
(alespon jeden z koeficientti a, b, ¢ neni nula, jinak neméme rovnici roviny). Pak z prvni rovnice
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A= %(m — xg) a prvni t¥i rovnice se redukuji na

2 b

2(y — yo) = b—(x — zo) Yy =1yo+ —(x — o)
a ; a
2 c

2(z —20) = c—(x — x0) ZZZo—f—a(x—iEo).
a

Dosadime do vazby:
az + b(yo + 2(z — 0)) + c(20 + £(z — 20)) +d =0
—ad + (a® + b + 2)zg — alaz + byo + czo)

_— I =

a? + b2 + c2
a$0+by0+620+d
e = —
T toma a? + b? + 2
= _ba$0+by0+020+dz_z _Cal’o+byo+020+d
y=t a? + b2 + c2 0 a? + b2 + c2

Toto je nejblizsi bod @ roviny q k bodu P. Nez spocitame zadanou vzdalenost, podivaime se na
dalsi zajimavou moznost, jak vyfesit soustavu. Z prvnich t#i rovnic si vyjadiime z,y, z jako funkce
Lagrangeova multiplikatoru:

T =0+ 5A
Y=o+ 5
2 =20+ 5\
Toto dosadime do vazby a dostaneme
a(zo+ %X) +b(yo + 2A) +c(20 + 5A) +d =0
axg + byg + czo + d

— A=-2 pE U
Takze

m:xo_aax0+by0+020+d

a? + b2 + 2
. _bax0+by0+czo+d

y="% a? + b2 + 2
Z:ZO_CaiL'o-l-by()-i-CZo-i-d

a2+ b2 + 2

Takto to mozna bylo snazsi.

Oba postupy byly tspésné a musely vést ke stejnému bodu (). Pri vypoctu vzdalenosti se hodi
nejprve pouzivat A,

ist(P,Q) = v/(z — 702 + (y — 40)2 + (2 — 20)°

=) (o) +(5) = VT v e

2 2 2
B |ax0 + byo + czp + d|
R
Toto je standardni vzorec pro vzdalenost bodu od roviny: Bod dosadime do rovnice roviny, apli-
kujeme absolutni hodnotu a vydélime velikosti norméalového vektoru spojeného s rovnici roviny.

Stourava otazka: Jak vime, Ze to je minimum a ne maximum? Sofistikovana odpovéd by poukézala
na to, ze f je konvexni funkce. Na této tirovni ale nejsme, zkusime to jinak. Pokud bereme body
Q@ roviny utikajici nékam do nekonecna, tak se i vzdalenost od P bude zvétsovat do nekonecna,
tudiz cislo nalezené vyse nemiize byt maximem. Mohlo by to ale byt lokdlnim maximem. jenze
nase funkce je spojita, omezena zdola a ,na okrajich“ jde do nekonecna, takze musi mit lokalni
minimum. My jsme nasli jen jeden podeztely bod, takze to je on. Neni to matematicky presné, ale
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uplné odpopvéd by byla dost dlouhé.
A

Tento piiklad potvrdil, ze Lagrangeovy multiplikatory umi nabidnout obecné vysledky, a také
ukézal dvé nejcastéjsi strategie pro feSeni rovnic, které dostaneme aplikaci Lagrangeova multipli-
katoru.

e Velmi oblibeny piistup je pouzit rovnice vzniklé z gradientni rovnosti k eliminaci parametrt A;
(stejné nas nezajimaji) a nalezeni dalsich vazeb mezi proménnymi. Pomoci téchto a také ptivodnich
vazeb pak zjistime podezielé body.

e Nékdy se podafi z prvnich rovnic (vzniklych z gradientu) vyjadfit proménné pomoci parametru
A. Po dosazeni do vazebné rovnice ziskdme hodnotu A, nasledné pak hodnoty proménnych. To uz
ale musime mit stésti.

Pokud ani jeden z téchto pristupti nevyjde, tak prosté musime zkusit néco jiného, podle tvaru
rovnic, kterym celime.

Uz jsme potkali vSechny klicové nastroje, mizeme tedy zformulovat algoritmus pro hledani glo-
balnich extrémi, ktery bude spis rdmcovy a rekurentni.

Algoritmus. (VySetfovani globalnich extrému f(Z) na Q)

1. Piipravime seznam kandidatu {z1,...,zn}.

a) Najdeme body z 2, ve kterych V f = 0 nebo Vf neexistuje.

b) Najdeme body z hranice 0f, ve kterych muze f nabyvat globalnich extrémi vici 02. Pfitom
opét aplikujeme zdkladni algoritmus, tedy kroky a) a b), na mnozinu 0f2.

K hledéani lokalnich extrémii na vnittku 0f2 lze pouzit Lagrangeovy multiplikatory, pokud je tato
mnozina zadana pomoci vazebnich podminek, druhou obvyklou moznosti je pouziti parametrizace.
Pokud je hranice mnoziny 92 nekoneénd, tak k jejimu zkouméni pouZijeme rekurzivné krok b).
Tato redukce by méla v typickém piipadé skoncit zkoumanim funkce jedné proménné na uzavieném
omezeném intervalu, kde hranici tvoii jen krajni body, které zahrneme mezi kandidaty.

2. Porovname hodnoty f(z1),..., f(zn), vybereme mezi nimi nejvétsi a nejmensi.

A

Ted uz je ¢as podivat se na poradny piiklad.

Piiklad: Najdeme globalni extrémy funkce f(z,¥, 2) = xyz vzhledem k podminkdm z2 + 3% = 3
ay+z=0.

Nejprve si jen ze zvédavosti rozmyslime, na jaké mnoziné M
vlastné hleddme naSe extrémy. Rovnice x2 + y? = 3 by v R? defi-
novala kruznici o poloméru v/3, ale my zde pracujeme v R?. Pod-
minka nijak neomezuje z, takze se ta kruznice miize posouvat ve
sméru osy z dle libosti a vytvori nekonec¢ny valec.

Rovnice y + z = 0 definuje pfimku v roviné yz. Prochazi pocat-
kem a klesa, je to vlastné vedlejsi diagonala z = —y. Tato pfimka
se pak volné posouva ve sméru osy x a vytvori rovinu. Dobré vi-
zualni predstava je, ze vezmeme rovinu xz a otoc¢ime ji kolem osy
x 0 45 stupnd.

Kdyz vélec a rovinu protneme, dostaneme elipsu, coz je svou
podstatou jednodimenzionalni atvar. To souhlasi, dvéma podmin-
kami jsme odebrali dva rozmeéry z ptvodné tfirozmérného pro-
storu. Uvedli jsme si, ze to tak nemusi vyjit vzdy, zde mame Stésti.

Tato elipsa coby jednodimenzionalni objekt nemé& hranici, takze globalni extrémy na ni musi
nastat v bodech lokalnich extrémiti. Najdeme je pomoci véty o Lagrangeovych multiplikatorech.
Nejprve ovéfime, Ze jsou splnény jeji predpoklady. Mame dvé vazebni funkce, g(x,y, z) = 22 +y>—3
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a h(x,y,z) = y+ z, které definuji mnozinu M. Véta chce, abychom ovéfili, Ze na této mnoziné jsou
gradienty g a h linedrné nezavislé. Tak schvalné:

Vg = (2z,2y,0),

Vh =(0,1,1).
Podle tfeti soutadnice vidime, ze vektor Vh nelze ziskat jako nasobek vektoru Vg, takze mame
nezavislost. Jesté si v§imneme, Ze vSechny zucastnéné funkce maji spojité derivace prvniho fadu,
a vime, ze mame pravo vétu pouzit. Zavedeme dva Largangeovy multiplikatory, A a p (nechce se
mi psat indexy), a piSeme rovnice.

yz=A-2x+p-0

Vf=AVg+ uVh xz=A-2y+pu-1
g=20 — xy=A-0+p-1
h=0 P 4+y*=3
y+2z=0.
Zkusime doporuceny postup a pouzijeme prvni tii rovnice k eliminaci multiplikatori.
yz = 2 \x
2N+ p = yz =220
Tz =
v xz =2y + zy.
Y = [
Ted bychom radi vyjadfili A z prvni rovnice, ale nejprve se musime zeptat: Co kdyz x = 07 Pak z
této rovnice dostavame yz = 0, ale druha vazebna podminka y 4+ z = 0 dava y = —z, coz vede na

y = z = 0. Dostavaem bod (0,0,0), ale ten nespliiuje prvni vazebnou podminku, takze toto neni
platny kandidat.
Pokracujeme tedy za predpokladu x # 0. Pak z prvni rovnice vyjadiime 2\ a dosadime do druhé:

Yz = 2)\x 9

_ Yz _ 2 2
— TZ=—Yy+tary — rz=yYz+ay.
T

rz =2 \y + zy
Eliminaci parametrt jsme ziskali vazbu mezi proménnymi, ted ji spojime s vazbami ze zadani. Z
druhé z nich dosadime z = —y:

—2?y = —y* + 2%y = Y = 227%y.
Je mozné, aby y = 0? Pak i z = 0 a z prvni vazebné podminky vyjde x = ++/3. Mame prvni dva
kandidaty.
Pokud y # 0, pak zkratime a dostaneme y? = 222. Dosadime do prvni vazebni podminky a
dostavame

2?4+ 2% =3 = = +l1, y::I:\/§.
Dostavame dalsi ¢tyti body, kde tieti souradnici doplnime pomoci z = —y.
Vic odbocek k prozkoumani uz neni, seznam je hotov. Nyni porovndme hodnoty pro kandidaty.
f(£v3,0,0) =0,
FLVE V) = =2, F(L—V2,V3) = 2, [(~1,V2,—V3) = 2, [(~1,—v2,V3) = 2.
ZAaver: ms_zlxx(f) =2= f(—l, V2, —\/5) = f(—l, —V/2, \/5)

a m(%n(f) =-2=f(1,v2,—v2) = f(1,—v2,V2).

Alternativa: Co kdybychom vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech neznali? Pak bychom mohli
pouzit vazby k redukci po¢tu proménnych. Pokud se rozhodneme pouzit z jako parametr, pak

y =43 — 22, zjevné —/3 < z < V/3.

Zacéneme verzi y = /3 — x2. Pak z = —y = —v/3 — 22 a potiebujeme vySetfit pomocnou funkci

¢(x) :f($,\/3—$2,—\/3—$2) :x\/3—x2-<—\/3—x2> = —2(3 - 2%) =2° - 3z,
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Méame najit globalni extrémy na intervalu <—\/§, V3 > Rovnou priddme do seznamu kandidata
krajni body = = £v/3, vzhledem k ptivodnimu zadéni tedy vlastné body (j:\/ﬁ, 0, O).

Zbyva najit lokalni extrémy:

P (x)=0 = 322 -3=0 = z==+1.

Dostavame body (1,\/_,—\/5) a (—1,\/5,—\/5).

Obdobné pak vySetiime verzi y = —v/3 — 22, z = —y = v/3 — 22, coz da body (1, —V2, \/5) a
(-1, -v2,Vv2).

Tento postup je tedy mozny a docela prijemny.

A

Tento priklad pékné ukézal, jak pracujeme s dvéma vazbami, ale mozna to neni nejlepsi reklama
na Lagrangeovy multiplikatory. Kapitolu tedy uzavieme poradnym prikladem.

Piiklad: Najdeme globélni extrémy funkce f(z,y,z) = 2y + (2 — 1)? na mnoziné
Q={(z,y,2) €ER3 z>0az>+y?+2° < 2%}
neboli na horni polokouli o priaméru 2.

Jiz jsme si situaci trochu rozmysleli véetné obrazku, ted to udélame poradné.

Z R

X

X
1. Sbér kandidatt.
a) Lokalni extrémy: Mnozina {) mé neprazdny vnitiek, tedy jde o plné n-dimenzionalni mnozinu,
proto lokalni extrémy vici této mnoziné odpovidaji klasickym lokalnim extrémim. Rovnice Vf = 0
vede na soustavu

y=0
=0 = 2=0,y=0,z=1.
2(z—1)=0

Bod (0,0,1) lezi v nasi polokouli, je to tedy validni kandidat.
b) Extrémy na hranici.

Hranice polokoule je jeji povrch a skldada se ze dvou c¢asti, vrchliku neboli horni polosféry a
kruhové zaklady.

bl) Hleddme extrémy funkce f na vrchliku neboli horni polosféie. Jde vlastné o novou podialohu,
kterou vyreSime standardnim postupem, tedy prozkouméame chovani f uvniti této mnoziny a také
na jeji hranici.

Lokalni extrémy: Hledame extrémy funkce f(x,y, z) = zy+(2—1)? vzhledem k vazebni podminkce
22 + 9%+ 22 — 4 =0, tedy s vazebni funkci g(x,vy, z) = 2% + y? + 22 — 4. Pouzijeme Lagrangeovy
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multiplikatory. Sestavime prislusné rovnice:

Yy =2z
Vi,y,2) = AVg(@,y,2) r = 2yA
g(x,y,z) =0 2(z—1) =22\

2?4?42 =4
Je mozné pouzit oblibenou strategii a rovnou eliminovat parametr A, kdyz jej stejné nepotiebujeme?
Réadi bychom jej vyjadrili z prvni rovnice, na to ale potfebujeme z # 0. Pojdme tedy nejprve
prozkoumat pripad x = 0.
Z prvni rovnice pak mame y = 0, vazba pak poskytne z = +2, nas ale zajima jen z > 0. Jesté
ovéfime, zZe pro \ = % plati i tfeti rovnice, a dostavame podeziely bod (0,0, 2), prvni do seznamu.

2y2

Pokud z # 0, pak z prvni rovnice A = 5~. Dosadime do druhé rovnice a dostdvime z = -

neboli 22 = y2. Takze y = +x a proto A\ = jf%

Pripad y =  a A = : Pak t¥eti rovnice ¥{ké 2(2—1) = z neboli z = 2. Pak z vazby z?+2?+2% = 4
vyjde x = y = 0, tento bod uz mame v seznamu.

Pripad y = —2 a A = —3: Pak tieti rovnice fikd 2(z — 1) = —z neboli z = 2. Dosazenim tohoto
a y = —z do vazebni rovnice mame 2x% + % = 4 neboli z = j:% = —y. Dostavame podezielé body
(%7 _%’ %) a (_§7 %’ %)

Ted se musime podivat na hranici vrchliku. Je to vlastné kruznice v roviné xy o poloméru 2.
Pokud bychom to chtéli délat formalné, mohli bychom to vnimat jako k¥ivku v R3, ktera je dana

vazbami x? + y? = 4 a z = 0 neboli vazebnimi funkcemi g(z,y,2) = 22 +y? — 4 a h(x,y,2) = 2.
Sestavime Lagrangeovské rovnice:

y=2xA+0-p y = 2x\

Vi(x,y,z) =AVg(z,y,z) + uVh(z,y,z) r=2y\+0-p T = 2y\
9(x,y,2) =0 — 20z-1)=0-A4+1-p = 20z—1)=p
h(z,y,z) =0 2?2 =4 2+ =4
z=0 z=0.

Z toho z = 0 hned mame p = 2, coz ndm k nicemu neni, dilezité je, ze tfeti rovnice je splnéna.
Obvykle radi eliminujeme parametry, da se vyjadrit A z prvni rovnice? Co kdyz x = 07 Pak z té
rovnice také y = 0, ale tyto hodnoty nesplnuji vazebni rovnici kruznice, tudiz toto nemuze v nasi
soustavé nastat. Pak z prvni rovnice A = 5. Dosazenim do druhé rovnice ziskdme = = % neboli
22 = y? neboli # = +y. Dosadime do vazebni podminky a dostaneme 222 = 4, tedy = = +/2.
Dostavame ¢tyri podezrelé body (:I:\/§, +4/2, 0).

Ctenafe mozna napadlo, Ze jsme soufadnici z vitbec nepouzili, takze $lo v podstaté o rovinny
problém. Ano, mohli jsme zavést pomocnou funkci

o(z,y) = f(z,y,0) =zy +1
a hledat jeji extrémy vzhledem k vazbé 22 + y? = 4. Pak bychom pracovali s vazebni funkci
g(z,y) = 2% + y* — 4 a se soustavou

y = 2xA\
Vé(z,y) = AVg(z,y) -
(2.y) = 0 = T = 2y\
Y= m2+y2:4,

coz jsou presné ty rovnice, které nam vyprodukovaly body (:l:\/i, +4/2, O).

b2) Nyni hleddme extrémy funkce f na zékladné neboli na kruhu v roviné ry daném podminkou
22 + y? < 4. Jde o v podstaté dvourozmérnou tlohu, proto zavedeme pracovni funkci

¢(z,y) = f(z,y,0) = xy + 1.
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Hledame jeji extrémy na kruhu. Opét jde o podproblém, ktery fesime jako samostatnou tlohu,
tedy zkoumame dva zdroje kandidati, uvniti a na hranici.

Hranice naseho kruhu je kruznice, kterou jsme jiz zkoumali, tedy to uz mame hotovo. Zbyva najit
lokalni extrémy funkce ¢ v kruhu. Zde jde o klasické lokalni extrémy, protoze uz diky zavedeni
pracovni funkce zadnou vazbu nemame, takze staci hledat stacionarni body:

S y=20
Vo(r,y) =0 = . — =0, y=0.
Dostali jsme dalsi (a posledni) podeziely bod (0,0,0).

Poznamenejme, Ze zde jsme nemohli pouzit Lagrangeovy multiplikatory, protoze nase mnozina

byla ddna nerovnosti, nikoliv rovnici.

2. Porovnani kandidata.

Nalezli jsme celkem devét podezielych bodt. Hodnoty funkce v

£(0,0,1) = 0, f£(0,0,0) = 1, f(V2,v2,0) = 3, f(-v2,V2,0)
f(_\/ﬁ, _\/57 0) =3, f(07072) =1, f(%’ _%’ %) = _%’ (_%’ %’ %)

Porovnanim zjistujeme, ze

min(f) = 5= /(4. 4.2) = /(-4,4.3

+

échto bodech jsou:

= _1, f(\/iy_\/?;()) - _17
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To byl masakr.
A

Kapitolu uzavieme zajimavou otazkou: Jak by to dopadlo, kdybychom namisto Lagrangeovych
multiplikatori pouzili selskorozumovy ptistup, tedy redukci poc¢tu proménnych a podobné triky?
Zacneme zakladnou, protoze tam pracujeme s piijemnou dvourozmeérnou funkci

Lokalni extrém jsme nagli piimo, ale co ta hranice? Je ddna podminkou x2 + 32 = 4, ktera nabizi
dva mozné zptisoby redukce poc¢tu proménnych.

Jedna moznost je rozdélit si kruznici na dva tseky, jeden dany rovnici y = v4 — 22 a druhy dany
rovnici y = —v4 — 22 pro z € (—2,2). Chovani ¢ a tedy i f na prvni poloviné kruznice popisuje

pomocné funkce
Y(x) = fz,V4—-220) =zvV4—22+ 1.

Hleddme extrémy 1) na mnoziné (—2,2), jde tedy o novou optimaliza¢ni ulohu.

Nejprve najdeme lokalni extrémy.

/ _ 2 _:CQ
V() =0 = V4 —22+ Vi

Dostavame body (\/5, V2, 0) a (—\/5, V2, 0) do seznamu podezielych.

Zbyvéa se podivat na hranici mnoziny (—2,2). Tato hranice se skldda ze dvou hodnot, jmenovité
x = £2, a pfiddme odpovidajici prostorové body do seznamu: (2,0,0) a (—2,0,0).

Podobné zpracujeme druhou polovinu kruznice danou vzorcem y = —v/4 — 22, krajni body =z =
+2 se budou shodovat, pribudou dva kandidati (\/5, -2, ()) a (—\/5, —V2, 0).

Vidime, Ze jsme nasli ty ¢tyfi body jako u Lagrangeova postupu, ale také dva body navic (42,0, 0).
To jsou artefakty parametrizace a znamenaji praci navic v porovnavaci fazi.

Je také mozné pouzit jiné dvé poloviny kruznice dané vzorci x = ++/4 — y2, coz by opét vedlo
na kandidaty (j:\/§, +4/2, 0) a k tomu krajni body intervala (0, £2,0). I zde by tedy zvnikly dva
body navic.

Neprijemna na téchto pristupech byla nutnost vzdy pracovat dvakrat, protoze jsme neuméli
vyjadrit kruznici jednim vzorcem. To nas ponouké, abychom zkusili lepsi parametrizaci, jmenovité
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polarni soutadnice. Pfipomenme, ze hleddme extrémy funkce ¢(z,y) = xy + 1 na jisté kruznici o
poloméru 2. Zkusime parametrizaci x = 2 cos(p), y = 2sin(y) pro ¢ € (0, 27). Zkoumame hodnoty
pomocné funkce

P(p) = f(2cos(p),2sin(p),0) = 4cos(p)sin(p) + 1 = 2sin(2¢p) + 1.
Podezielymi body jsou samoziejmé ty krajni pro ¢, tedy 0 a 27. Obé hodnoty ndm do seznamu
pridaji stejny bod, jmenovité (2,0,0). Zase jde o artefakt parametrizace.
Zajimavejsi je otazka lokalnich extrémi.

P (p) =0 = 4cos(2p) =0 = gng—kkg, ke Z.
Vznikaji tak ¢tyii hodnoty, ¢ = 7, %’r, %”, %’r, po dosazeni do vzorcti dostavame ony ¢tyii podezielé

body (+v2,+v2,0).
Ctenaf si jisté zaveér udéla sam, mi z toho vychazeji ty Lagrangeovy multiplikatory lépe, hlavné
protoze nevyrabély body navic.

Ted uz je ¢as podivat se na hledani lokalnich extrémii na vrchliku. Ukazeme tii pFistupy.
1. P¥i pohledu na rovnici vrchliku 22 + y? 4+ 22 = 4 nés tieba napadne, 7ze by bylo zajimavé si
vyjadiit z = y/4 — 22 + y2. Pak bychom méli hledat lokalni extrémy pomocné funkce

gb(ﬂc,y):f(x,y, v4—902—y2):$y+(v4—$2—yz—1)2

na mnoziné bodi (z,y) spliujicich 22 + y? < 2. Jdeme na to:

422 421 422 421

y—2x — =0 Yy =2z S
S 4 — 22 —q? 4 — 22 — 2

Vo =0 2,2 2,2
R | R |

z — 2y S —2 S

_ T =2y
/4_$2_y2 4_x2_y2
Dosadime-li z druhé rovnice do prvni, dostavame
/4 — p2 — y2 —1\2
y = 4y( ) :
Va4 — 22— 2
Pokud je y = 0, pak vychazi i z = 0 a dostavame dalsi bod (0,0, 2) do seznamu kandidéatu.
Pokud y # 0, mizeme zkratit a dostavame
4 — 12 — 2 —1\2 4 — 12 92 -1 1
1=V ) s VY
/4 — y2 — y2

[A— 22 — 42 2
Pripad, kdy to vyjde +%: Pak z prvni rovnice gradientové podminky mame y = x. Mame také
Vi—a22—y2-1 1 —
L y = - — 4—x2—y2:2i$2+y2:0.
4 — a2 —y? 2
To mé jediné feseni, z = y = 0. Pak také z = 2 a tento bod uz mame v seznamu.

Pripad, kdy to vyjde —%: Pak z prvni rovnice gradientové podminky mame y = —x. Mame také
e — i VR
To nam tika, ze z = % Kdyz tam dosadime y = —x, dostaneme
@:2 — x:i,m—z:if
3 9 3
Dostavame tedy dva nové podezielé body, jmenovité (%, —%, %) a (—%, %, %)

Vyslo to stejné jako pfi prvnim pristupu, z mého pohledu ten Lagrange vedl na jednodussi
vypocty.
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2. Zkuseng¢jsi Tesitel by si mohl prfipomenout, Ze kulova plocha se
dobrte vyjadiuje sférickymi souradnicemi. Pro dany bod na sféfe mame
polarni thel 6 vystihujici, jak se tento bod odklani od osy z. Tim se
ur¢i souradnice z a také kruznice, na které bod lezi. Jeho polohu na
kruznici pak uréime pomoci azimutu ¢.

x = 2cos(p) sin(0)

y = 2sin(yp) sin(6)
z = 2cos(f).

Pracujeme pak s pomocnou funkci
B, 0) = 4cos(p) sin(ip) sin?(A) + (2 cos(h) — 1) = 2sin(2¢) sin(0) + (2cos(h) — 1)

Hledame lokélni extrémy pro 0 < ¢ < 27 a 0 < # < Z. Podivame se zde na lokalni extrémy,

podminka je

NIE

4 cos(2¢) sin*() =0
4 sin(2¢) sin(0) cos(#) — 4(2 cos(f) — 1) sin(f) = 0.
Prvni rovnice nabizi dvé moznosti. Jedna je, ze sin(f) = 0. Vzhledem k rozsahu proménné to nabizi
jen hodnotu € = 0 neboli z = 2. Pak = = y = 0, tedy mame bod (0,0, 2).

V=0 =

Druha moznost je, ze sin(6) # 0, takze jej 1ze zkratit v druhé rovnici a prvni dava cos(2¢) = 0.
Pak 2¢p = § + 2k neboli ¢ = 7 + k.

s

Pripad ¢ = Z nebo ¢ = 2: Pak sin(2¢) = 1, druh4 rovnice tedy iika, ze
cos(f) — (2cos(f) —1) =0 = cos(f) = 1.
Vychéazi z = 2, to uz tu bylo.

Pripad ¢ = ?jf nebo ¢ = %”: Pak sin(2¢) = —1, druh4 rovnice tedy ik, ze

—cos(f) — (2cos(f) —1) =0 = cos() = %

Vychazi z = 2. Co jesté vime? Z cos(¢) = + dostaneme sin(#) = /3 = 21/2. Opét dva podpripady:

&'

Pokud ¢ = %, pak

Y

2 V2
—9.2 9. (Y=
T 3\/_ 5

4
3

Wl ~—r

[l
(\&)
Wl N
(\&]
N
S
(\&]

Wl <

).

: felv 4 4
Méame tedy podeztely bod (—5, 3
Pokud ¢ = %r, pak

2 V2 4
xzz.g\/ﬁ.7:§
\/§> 4

2
=2 = 2-(—— =——.
y=23v2- (=5 3
Méme tedy podeziely bod (%, —%, %)

vevs

3. Zd4 se, ze vypo¢ty ndm komplikovala sloZené funkce ve vyrazu (z — 1)2. Dalo by se tomu
vyhnout, pokud bychom pouzili z jako jeden z parametri. Takto to délaji valcové soutadnice, ale
ty pottebuji tfirozmérny objekt. Budeme to tedy muset vymyslet sami.
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Kdyz si zvolime néjakou hodnotu z, tak to jiz na vrchliku jednoznacné
urc¢i kruznici v této vysce. Bude mit polomér R = v/4 — z2. Bod na ni
pak jednoznac¢né urc¢ime naptiklad thlem, coz se hodi ke kruhové situaci.
Dostavame tak nestandardni parametrizaci

x =14 —22cos(p)
y =114 — z%sin(p)

z =2z,

kde z € (0,2) a ¢ € (0,2m). Pak hleddme lokalni extrémy pomocné funkce
b9, 2) = (4 — 22) cos(ip) sin(p) + (= — 1)? = L(4 — 22)sin(29) + (= — 1)2.
Gradient poskytne rovnice:
(4 — %) cos(2¢) = 0,
—zsin(2¢) +2(z — 1) = 0.
V prvni rovnici méizeme mit 4 — 22 = 0, pak z parametrickych vzorcti dostaneme z = y = 0 a
mame kandidata (0,0, 2).

Jinak musi platit cos(2¢) = 0. Podobné jako u ptfedchoziho feSeni rozebereme pripady.
™

Ptipad ¢ = 7 nebo ¢ = %’r: Pak sin(2¢) = 1, druh4 rovnice tedy fika, ze
—24+2(z2-1)=0 = z=2.

V=0 —

To uz tu bylo.

Pripad ¢ = 2 nebo ¢ = IT: Pak sin(2¢) = —1, druhd rovnice tedy Fiké, Ze
2
z24+2(z2-1)=0 = =3
Dopocitame ostatni proménné. Pro ¢ = %Tﬂ mame
4 V2 4
g ()t
9 2 3
4 V2 4
y = 4 _ s — = —,
9 2 3
Méme tedy podeztely bod (—%, %, %)
Pro p = %T pak
4 V2 4
T = 4 — — . — = -,
9 2 3
4 V2 4
3 P
9 2 3

Mame tedy podeziely bod (%, —%, %)

Vyslo to stejné jako u polarnich souradnic, ale vypocty byly mozné o trochu pfijemnéjsi.
A

Tim jsme probrali vSechny zékladni pfistupy ke zkoumani globalnich a vazanych extrémt. Po-
znamenejme, ze k parametrickym plocham a kiivkdm se vratime z obecného pohledu v sekci 5a a
prakticky v sekci 6d, zatimco k souradnicim se vratime v sekci 7b.
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5. Predstavujeme vektorové funkce
Funkce vice proménnych jsme si uvedli jako pfirozené zobecnéni, kdy se jednorozmérny defini¢ni
obor nahradi vicerozmérnym. Stejné prirozené je provést totéz i s oborem hodnot.
Vektorova funkce je libovolné zobrazeni F: D — R™, kde D C R". Nékdy se také pouziva
nazev vektorové pole, motivaci uvidime v sekci 6c.

— R

3
F R

/—\{

'
-
e
-
-

Jeden priklad vektorové funkce jsme uz potkali. Je-li ddna funkce vice proménnych f(¥), pak
jeji gradient také pouziva proménnou & a jeho hodnoty jsou vektory, je to tedy vektorova funkce.
Napiiklad pro funkci f(z,y) = zy? dostavame gradient V f(x,y) = (y2, 2zy), je to funkce R? — R2.

Protoze hodnoty funkce F' jsou vektory, docela by se hodilo vektorové funkce znacit F, at se to
¢tenari pripomina. Matematikim se ale nikdy nechtélo, tak i zde budeme psat jen F', abychom
to méli jednotné s literaturou. Dalsi dtlezita imluva je, ze hodnoty takové vektorové funkce se
daji napsat po slozkéch, tedy piSeme F (%) = (Fi(Z),...,F,(Z)). Standardné si piedstavujeme v
cilovém prostoru kartézské souradnice, ale neni to nutné. Podstatné je, ze chovani funkce F' je tizce
spojeno s chovanim komponent F};. V fadé situaci je pfirozné pracovat jen s témito komponentami
(viz transformace soufadnic nize), takze pak vlastné pojem vektorové funkce nepotiebujeme. Jsou
ale situace, kdy vektorové funkce poskytuji prirozeny a efektivni pohled na situaci.

5a. Parametrické krivky

V ramci matematiky se lidé asi nejcast€ji setkavaji s vektorovymi funkcemi v podobé parametric-
kych krivek a ploch. Predstavme si letadlo poletujici ve vzduchu, zavedeme si né€jakou prirozenou
kartézskou soustavu, tfeba s pocatkem na letiSti a osami vedoucimi na vychod a sever. Aktualni
pozice letadla je pak déna tfirozmérnym vektorem tradi¢né znacenym 7 zavisejicim na case, jde
tedy o funkci 7= 7(t) neboli vektorovou funkci R ~ R3.

RI[¢] /F\ z
|_—
_/
e
— y
X

Draze, kterou letadlo letélo, presnéji feCeno mnoziné bodi, kterymi proletélo, jesté presnéji receno
mnoziné hodnot vektorové funkce 7(t) fikdme parametricka kfivka. V tomto ptipadé jde o utvar,
ktery je svou podstatou jednorozmérny (lze jim prochéazet jen v jednom sméru, tam nebo zpét
po kiivce), ale je umistén do t¥irozmérného prostoru. V mnoha pfipadech tento ttvar dokdzeme
rozeznat a pojmenovat matematicky. Pokud by naptiklad letadlo krouzilo, pak by vysledna krivka
byla kruznice v R3.

Funkci 7(¢) fikdme parametrizace této kiivky. Nese informaci o jejim tvaru, ale také o fyzikalnim
déji, ktery ji vytvoril, naptiklad rychlosti pohybu po této kfivce a podobné, takze parametrické
kiivky jsou velmi uziteéné v aplikacich. Ctenaie snad napadne, Ze tataz kiivka mfize byt paramet-
rizovana vice zpusoby, naptiklad kazdé z aut snazici se dojet z Prahy do Brna vytvori svou vlastni
parametrizaci kfivky zvané D1 (pokud bychom dalnici s pfimhoufenim oka povazovali za kfivku o
sifce jednoho bodu, jeji propustnost by tomu nékdy ostatné napovidala).
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Obecné vzato, vsechny vektorové funkce typu R — R” lze interpretovat jako parametrické kiivky,
matematické popisy svou podstatou jednorozmeérnych utvart umisténych v prostoru R". Protoze
se v této kapitole soustfedime na vektorové funkce, budeme misto 7(t) pouzivat obecné znaceni
F(t).

Z matematického pohledu je zajimava otazka odvodit, jakou kiivku jista vektorova funkce vlastné
urcuje. Jindy naopak mame matematicky utvar a radi bychom jej popsali. Nékdy to lze pomoci
rovnic (napf. piimka nebo kruznice v roving), ale nékdy se zase hodi popis prostfednictvim para-
metrické kiivky, pak fikdme, Ze jsme ten objekt parametrizovali.

Piiklad: Uvazujme vektorovou funkci F'(t) = (ait+b1, ast+bs2), kde a;, b; jsou zvolené parametry.
Jde o funkci R — R2. Budeme-li pfedpokladat standardni znaceni os v cilovém prostoru, tak vliastné
mame popis pohybu ve formé

xr = alt —+ b1

Yy = ast + bs.

S touto podobou se pracuje docela ¢asto, odvolavame se pfimo na soufadnice bez vyuziti pojmu
vektorové funkce.

Mizeme si predstavit, ze jde o zapis pohybu brouka po stole, ptricemz ¢ je ¢as. Pokud bychom
mu namocili bfisko do inkoustu, zanechal by po sobé trasu, néjaky matematicky objekt v roviné.
Jaky objekt to bude? Klasicky trik spociva v eliminaci parametru.

t= i(ac—bl) — y:azi(:v—bl)%—bg — y= %:IH— (bz—%bl).
ai ai a ai
Praveé jsme zjistili, Zze tento broucek lezl po pfimce. Matematicky feceno, dana funkce je parame-
trizaci pfimky. Rovnou vidime jednu vyhodu parametrického popisu. Vzorcem y = ax + b svislou
primku popsat neumime (neni to tedy univerzalni rovnice pro pfimky v roviné), v parametrickém
popisu to pujde snadno volbou a; = 0.

Stejnou primku piijde parametricky popsat i jinymi zptisoby, nékdy je to jedno, jindy miize
spravna volba parametrizace vyrazné usetfit praci. Napriklad primku o konkrétni rovnici y = ax+b
lze parametrizovat jako F'(t) = (t,at 4+ b) neboli

=1
y=at+b,
ale také jako F'(t) = (13t + 7,13at + 7a + b).
Lze si hrat i zajimavéji. Naptiklad ted uz umime spoéitat, ze F(t) = (2t,t) je pfimka o rovnici
Y= %x, ale tutéz pifmku dokaZeme ziskat i jako F'(t) = (2t3,t3). Geometricky jde o stejny objekt,
ale fyzikalné o velmi rozdilny jev, v druhém piipadé broucek opravdu masivné zrychluje.

y y
) | . /
N X N X
S N /7
012 R[] 012 RI[¢]

Ted si ovSem piedstavme, Ze takto zrychlené jedeme po této pfimkové silnici, ale ona neni po-
stavena na zemi, je kviili mocaliim vedena na pylonech dva metry nad zemi. Pak bychom pozici
popsali jako F(t) = (2t3,13,2), tedy je to jednodimenzionalni parametricka kiivka v 3D prostoru.

A
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Priklad: Kfivka dand vektorovou funkei F(t) = (cos(t),sin(t)) neboli

x = cos(t)

y = sin(t)
se také da rozpoznat eliminaci parametru ¢, zde je asi nejsnazsi obé€ rovnice umocnit na druhou
a secist. Zjistime, Ze jde o jednotkovou kruznici z? + y?> = 1, parametricky popis ovSem Fika

vice. Mlizeme si tfeba predstavit pejska s voditkem pripevnénym na koliku, jak obihé& konstantni
rychlosti v kladném sméru (proti sméru hodinovych ruci¢ek). Pokud by pejsek obihal v opa¢ném
sméru a dvakrat rychleji, vytvoril by parametrizaci F'(t) = (COS(—2t), sin(—2t)) stejné kruznice.

Parametricka ktivka F(t) = (cos(t?), sin(t?)) také popisuje jednotkovou kruznici, v tomto p¥ipadé
se ovSem rychlost obihéni stale zvétsuje. Ted se podivame na nékolik zajimavych modifikaci.

F(t) = (tcos(t),tsin(t)) pro t € (1,00) dava spirdlu, obihd se dokola, pficemz se zvétsuje i
polomeér.

F(t) = (}cos(t), 1 sin(t)) pro ¢ € (1,00) je pro zménu spirala zavinutéd smérem k pocétku.

F(t) = (cos(t),sin(t),t) je pohyb ve tfech rozmérech. Primét na rovinu xy je naSe stard znama
kruznice, ted se ovSem také postupné zvétsuje vyska. Vyslednd kiivka je tedy stoupajici spiréla,
miuzeme si tfeba predstavit vétron, ktery nasel termiku a tak si krouzi a stoupa.

Na z4avér néco trochu jiného, uvazujme F(t) = (¢2,2t,sin(¢)). Prvni dvé soufadnice ndm davaji
primét drahy brouka do roviny xy. Z x = t2, y = 2t eliminujeme ¢ a dostaneme x = %yz. Brouk
se tedy pohybuje nad parabolou otevienou doprava, do sméru osy x. Vyska brouka nad rovinou
xy je ddna tfeti soutadnici, coz je sin(t). Brouk tedy leti st¥idavé nad a pod onou parabolou. Na
otazku proc¢ uz matematika odpovédét neumi.

A

Pro dplnost pripomeneme klasické parametrické krivky:

Kruznice v R?%: = Rcos(t), y = Rsin(t) pro ¢t € (0,2) ¢ n&jaky jiny interval dostatecné délky,
klidné i pro t € R, kruznici je mozné obéhnout vicekrat.

Elipsa v R?: & = Acos(t), y = Bsin(t) pro t € (0,27) & n&jaky jiny interval dostatecné délky,
klidné i pro t € R.

Piimka v R"™ prochézejici bodem @ ve sméru @ je dana funkci F(t) = d + td pro t € R. Zde
vidime jednu z vyhod parametrického zapisu. Pfimku v tfirozmérném prostoru nelze popsat jednou
algebraickou rovnici, musime pouzit dvé (prunik dvou rovin), zatimco parametricky popis stacéi
jeden.

Dalsim zajimavym objektem jsou parametrické plochy. Jsou to objekty, které jsou svou pod-
statou dvourozmérné, ale vyskytuji se v prostoru vyssi dimenze. Budou tedy popsany pomoci
vektorovych funkci typu R? — R™ pro n > 3. Miizeme si piedstavit prostéradlo vznasejici se ve
vzduchu.

Z fyzikalniho pohledu je uzitecné to vnimat jako popis chovani néjakého zafizeni, které se po-
hybuje v tfirozmérném prostoru, ale nikoliv libovolné, takze jsme diky néjakym mechanickym
omezenim schopni jej ovladat pouze dvéma ovladaci, mé tedy dva stupné volnosti. Predstavme
si naptiklad portalovy jerab, tedy vozicek jezdici po primém kusu kolejnice, ¢asto namontované
pod stropem tovarni haly, ze kterého je na kabelu zavésen hak. Operator mize jezdit vozickem
po kolejnici a spoustét ¢i vytahovat hék, tedy méa dva ovladace. Mnozina vSech mist, na kterych
se hak muze nachazet, je svisly obdélnik, tedy v podstaté dvourozmérny objekt situovany ve tii-
rozmérném svété. Pokud je ta kolejnice zatocend, pak mnozina vSech moznych pozic haku uz neni
plocha, ale je to ,ohnuty“ obdélnik, nicméné stale v podstaté dvourozmérny objekt.

Piiklad: Uvazujme rovinu v R3, ktera protina vsechny tii osy v hodnoté 1, tedy prochézi body
(1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1), je dana rovnici x + y + z = 1.
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Pokud si vyjadiime z = 1 —x — y, mizeme to vnimat jako popis toho,
jak vysoko nad (pod) sebou vidime dotyénou rovinu, kdyz stojime v
roviné zy na soufadnici (z,y). Z toho snadno vyrobime parametricky
popis dotyc¢né plochy:

r=u
y=y
z=1—a—uy.
Bude to vypadat lépe, pokud pouzijeme jiné nazvy parametri:
rT=Ss
y=1t
z=1—s5—1.

Jinak Feceno, je to vektorova funkce F'(s,t) = (s,t,1—s—t). Jako obvykle jsou i jiné parametrizace,
naptiklad F(u,v) = (u+v,u—v,1—2u). Shodu bychom povrdili tak, Ze by po eliminaci parametri
U,V Z TOVNiC

rT=u-+"v
Yy=u-—"
z=1-—2u

vysla rovnice x +y + z = 1.

A

S parametrizaci ploch a kfivek jsme se velice zblizka seznamili v sekci 4b, zejména ke konci, a
hodné to vyuzijeme v sekci 6d.

Obecné feceno, kazdou vektorovou funkci F': R™ — R™, kde n < m, si mizeme interpretovat jako
popis né€jakého n-rozmérného utvaru umisténého v m-rozmérném prostoru, jen si to pro m > 3
neumime pfedstavit.

Pripad m = n ma zase jinou uzite¢nou interpretaci, jmenovité zménu souradnic. Naptiklad pokud
chceme v dvourozmérném prostoru prejit mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi, mame v
jednom sméru piijemné vzorce x = rcos(p), y = rsin(y). Jde vlastné o vektorovou funkci F'(r, p) =
(rcos(ip), rsin(p)) z R? do R2.

Lidé v praxi ¢asto pracuji spis s jednotlivymi vzorci pro nové soutadnice z = x(r, ¢), y = y(r, p),
pohled skrz vektorové funkce ale nékdy situaci zjednodusi. Teoreticky se o zméné souradnic mluvi
v sekci 7b, pouzivame ji v sekci 6d.

5b. Zakladni analytické pojmy

Limita a spojitost se daji velice snadno zobecnit, stac¢i uvazovat vicerozmérna okoli v cilovém
prostoru.

Definice.

Necht F' je vektorova funkce s hodnotami v R™ definovand na néjakém prsten-
covém okoli bodu @ € R™, necht L € R™.

Rekneme, 7e L je limita F pro 7 jdouci k @, znaceno ll_)In_‘(F(f)) = L, jestlize

pro kazdé okoli U hodnoty L existuje prstencové okoli V' bodu a takové, ze
F[V]CU.

Vektorovou funkci miizeme psat jako F = (Fi,..., Fy,). Snadno se dokéze, Ze lim (F (%)) = L
r—ra

pravé tehdy kdyz lim (F;(Z)) = L; pro kazdé j = 1,...,m. Bylo by tedy mozné také definovat
r—a
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limitu takto ,,po soutadnicich®.

Ted ten napad pouzijeme a prosté prohlasime, ze vektorova funkce F' je spojita v jistém bodé,
na jisté mnoziné ¢ prosté spojita (tedy na svém defini¢nim oboru), pokud toto plati pro vSechny
komponenty Fj. Jak je zvykem, spojité vektorové funkce jsou piijemné, napiiklad grafy nejsou
y,roztrhané” a plati zobecnéni nékterych vét o spojitych funkcich. Udélejme si struény prehled
znamych tvrzeni.

Véta. (Heineho véta)

Necht F' je vektorova funkce s hodnotami v R™ definovana na néjakém prsten-
covém okoli D bodu @ € R”, necht L € R™.

Pak %1_}1% (F(Z)) = L pravé tehdy, kdy? kli)rlgo (F(2(k))) = L pro viechny posloup-

nosti {Z(k)} C D — {a} spliwjici Z(k) — d.

Véta.

Necht F' je vektorova funkce s hodnotami v R™ definovana na néjakém prsten-
covém okoli bodu @ € R", necht L € R™.

Jestlize limita F' v @ existuje a je konec¢na, tak je F' omezend na néjakém prs-
tencovém okoli bodu a.

Véta.

Necht F: D — R™ je vektorova funkce, kde D C R" je omezend uzaviend
mnozina.

(i) Jestlize je F spojitd na D, pak je F'[D] omezena uzaviend mnozina.

(ii) Jestlize je F' spojita a prostd na D, pak je i inverzni funkce F_q: F[D] +— D
spojita.

Nesmime se ale nechat unést, napriklad véta o mezihodnoté se jiz zobecnit neda.

Piiklad: Uvazujme parametrickou kiivku F(t) = (2t — t%,t) pro t € (0,2).

Jde o kopecek v roviné zy. Snadno spocitame F(0) = (0,0) a R[¢]
F(2) = (0,2), krajni body kiivky tedy lezi na ose y. Rozhodné ale 2
neplati, ze by funkce také nabyvala hodnot mezi nimi. V tomto pfi-
padé by slo o tise¢ku mezi cilovymi body (0,0) a (0, 2), ale funkce se
tam nedostane, i kdyz je spojita.

Plati ale, ze defini¢ni obor (0,2) coby souvisla mnozina se zobrazi
na krivku, kterd je zase souvisla.

A

Véta.
Necht F: D(F) — R™ je vektorova funkce, kde D(F') C R". Jestlize je F' spojita,
pak pro kazdou souvislou M C D(F) je i F[M] souvisla.

Pro vektorové funkce mtizeme zavést i stejnomérnou spojitost.

Definice.

Necht F: D(F) — R™ je vektorova funkce, kde D(F) C R™. Necht M je pod-
mnozina D(F).

Rekneme, ze F je stejnomérné spojita na M, jestlize

pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze ||F(¥) — F(¥)| < e pro vSechna
Z,7 € M splitujici |7 — ]| < 6.
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Véta.

Necht F': D — R™ je vektorova funkce, kde D C R™.

Jestlize je F' je spojitd na D a D je omezend a uzaviend, pak je F' stejnomérné
spojita na D.

Co se tyce derivaci, podobné jako pro funkce vice proménnych, i u vektorovych funkci zacneme
smérovymi derivacemi.

Definice.
Necht F' je vektorova funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™. Necht
u je vektor z R™.
Rekneme, ze funkce F je diferencovatelni v bodé @ ve sméru , jestlize limita
lim ( F(a+tu)—F(aQ) )
t—0 t
Pak definujeme (smérovou) derivaci F' v bodé @ ve sméru 4 jako
<F(6+ ti) — F(EL))
, :

existuje konecna.

DzF(@) = lim

t—0

Vlastné jsme jen v definici smérové derivace zaménili f za F. Ted se ovSem v limité pracuje s
vektory, a proto je i smérova derivace F' vektorem z cilového prostoru R™ funkce F'.

Protoze vsechny operace ve vzorci v definici—od¢itani, déleni skalarem, limitni proces—funguji
po soufadnicich, vidime, Ze vlastné aplikujeme proces pro nalezeni smérové derivace zvIast na
kazdou slozku funkce F' = (F},... , F,,). Z toho plyne, Ze smérova derivace Dz F(@) existuje pravé
tehdy, kdyz existuji smérové derivace DyzF;(@) pro vSechna j = 1,...,m, a v takovém piipadé
muizeme psat

DgF (@) = (DgFy(@), ... , DaF(@)).

Jako obvykle zaujimaji specialni misto mezi smérovymi derivacemi derivace v soufadnicovych

smeérech. Zajimaji nas tedy 5 j, kdei=1,... ,naj=1,... ,m.
X

U funkci vice proménnych jsme parcialni derivace zabalili do objektu zvaného gradient, ktery se
nasledné docela hodil. U vektorovych funkci méme néco podobného.

Definice.
Necht F' = (Fy,...,Fy,): D(F) — R™ je vektorova funkce, kde D(F') C R™.
Definujeme jeji Jacobiho matici

g_g @ ... g% (@)
Jr(d) = : :
%ZT @ ... %%”(c?)

v bodech, kde prislusné parcialni derivace existuji.
Pro pfipad m = n pak definujeme také jakobian jako

Ap(d) = det(Jr(d)).

Jacobiho matice vznikne tak, ze do prvniho fadku umistime vSechny parcialni derivace F}, tedy
vlastné jej vytvorime z gradientu Fj. Stejné plnime dalsi fadky, matice ma tedy m tadkd a n
sloupci. Symbolicky,

VF
Jrp = :
VF,,
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Jak se da cekat, souvislost mezi gradientem a smérovou derivaci se také prenasi do svéta vektoro-
vych funkci. Ve vzorci budeme potfebovat vynasobit Jacobiho matici vektorem, ktery proto musi
byt sloupcovy, takze pouzijeme transpozice.

DgF(@)T = Jp(a)a®.
Jacobiho matice a jakobidn maji velky vyznam pfi studiu parametrickych povrchi nebo tieba pii
substituci v integralu.

Protoze s funkcemi majicimi derivace budeme pracovat casto, zavedeme praktické prostory hlad-
kych funkci také pro vektorové funkce. Pro oblast G znaéi [C'(G)]™ mnozinu vSech vektorovych
funkci G — R™ spojitych na G a [C1(G)]™ je mnoZinou vSech vektorovych funkci G — R™, které
maji vSechny parcialni derivace prvniho fadu (tedy existuje Jacobiho matice) spojité na G.

Zmaceni je vcelku intuitivni, protoze pro obecnou mnozinu M predstavuje M mnozinu vektort
dimenze m se slozkami z mnoziny M. Zde v mnoziné [C(G)]"™ najdeme vektorové funkce, tedy
funkce zapsatelné jako (G1,...,Gy,), a ty lezi v [C(G)]™ pravé tehdy, kdyz jednotlivé slozky G
jsou z C(G). Obdobné to funguje i pro [C(G)]™.

Podivejme se na nékteré zajimavé interpretace derivaci vektorovych funkci. Za¢neme parame-
trickymi k¥ivkami. Uvazujme parametrickou kiivku F'(t): R — R™. Pak n = 1, tedy namisto
parcialnich derivaci derivujeme standardnim zptisobem. Jacobiho matice je pak sloupcovy vektor
F(t)

Jr(t) =1
1340

Lidé v aplikacich ¢asto preferuji fadkovy vektor F’(t) = (Fy(t),...,F,, (t)) a fkaji tomu derivace
F'. Je snadné ukazat, ze

) . (F(to +h) — F(to)
Fi(to) = %ﬂ%( h )

Toto jiz trochu napovidé, jakou informaci nam derivace poskytuje. Podivejme se na zlomek v limité.
Funkci F(t) si predstavujeme jako vektor pozice v ¢ase t. Pohybujeme se tedy po kfivce, rozdil
F(to + h) — F(to) ukazuje, jak se zménila naSe pozice mezi Casy tog a to + h. Tato zména pozice
je také vektor, na obrazku vlevo jej vidime cervené. Z obrazku je p€kné vidét, ze pri pohybu po
kiivce tato zména polohy nemusi odpovidat draze, kterou jsme urazili. Pokud je ale h malé, pak
jde o velmi dobrou aproximaci. Ve zlomku pak délime ¢asem, ¢imz dostaneme priamérnou rychlost
(zelend Sipka v obrazku napravo). Tato prumérna rychlost ma stejny smér jako zména pozice, coz
by pro malé h mélo souhlasit velmi dobfe se smérem, kterym zrovna vede ktivka.

Rty Y F(ty)
F(ty+h) F(ty+h)
0l X ol X

Protoze se da ocekavat, ze pro rozumné pohyby bude zlo- R[¢]
mek aproximovat okamzitou rychlost v £y tim 1épe, ¢im je
h mensi, dostavame nasledujici interpretaci: Derivace F”(tg)

(pokud existuje) udava okamzitou rychlost pohybu po kiivce to
v Case to. Tato rychlost je vektor, ktery je tecny k dané kiivce
v bodé F(ty).

V této souvislosti jsou dulezitou kategorii tzv. hladké krivky, coz jsou parametrické kiivky
F(t) definované na intervalu, na kterém také maji spojitou derivaci a F'(t) # 0 na vnitiku tohoto
intervalu.

Casto se také hodi mit k dispozici normélovy vektor ke kiivce (napiiklad kdybychom se chtéli
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bavit o odstiedivé sile). Najdeme jej vzorcem
[ e }l

Vyplyva to ze zajimavého faktu, ktery pak apllkujeme na vektorovou funkci 7' = F’:

Fakt.
Jestlize je vektorova funkce T'(t) diferencovatelnd na okoli ty a velikost || T'(t)]|
je konstantni na tomto okoli, pak je 7" (to) kolmy vektor k T'(¢o).

.....

jedné proménné F'(t) a zvolme bod a. Zajima nas aproximace vektoru F'(a+h). ProtozZe je vektorova
funkce F' diferencovatelna, mizeme derivovat i jeji jednotlivé slozky Fj(t), coz jsou vlastné obycejné
funkce. Mizeme proto udélat nasledujici:

Fla+h)= (Fila+h),... ,Fynla+h))
~ (Fi(a) + F(a )h - Fin(a) + F},(a)h)
= (Fi(a),...,Fn(a)) + (Fi(a),... ,F,,(a))h

= F(a) + F'(a)h.

Neni to zase tak prekvapujici. Zajima nas, jak se zméni nase pozice F' v prostoru R™, pokud se
proménnd posune o kousek z bodu t = a. Pro hladké funkce F' neboli hladké krivky by ten pohyb
meélo jit velmi dobfe aproximovat pohybem po tecné, a my uz vime, ze smér tecny ke kiivce dané
funkci F je pravé F'(a).

Tento vysledek naznacuje, ze by i pro vektorové funkce mohlo fungovat néco jako aproximace
Taylorovym polynomem. Pro vektorové funkce jedné proménné se to dé snadno odvodit praci
po soufadnicich jak jsme to prave vidéli pro funkce vice proménnych ui je Taylorﬁv polynom

vevs

6d.

5c. Diferencialni operatory

Operator je zobrazeni, u kterého ocekavame néjaké prijemné algebraické vlastnosti, naptiklad
oblibenou linearitu. Diferencialni operator je takovy, ktery funguje pomoci derivovani. Zatim jsme
potkali dva dilezité diferencialni operatory. Pro funkce vice proménnych je to gradient, ktery
vyrabi z funkci vektorové funkce, a pro vektorové funkce pak Jacobiho matice, coz lze vnimat jako
proces, ktery vyrabi z vektorovych funkci maticové funkce. Pro oba operatory plati fada pravidel,
na ktera ovSem v textu zvaném Ilustrovany tvod neni misto a odkazeme ¢tenare na kapitolu Vice
o derivaci; zde jen zminme, ze oba jsou linearni, coz je velmi uzitecné pri praktickych vypoctech.

V této sekci predstavime dva dalsi diferencialni operatory, oba hraji dilezitou roli v aplikacich,
zejména ve fyzice, a také se objevi v né€kolika klicovych vétach integralniho poctu. Oba operatory
vyzaduji u vektorové funkce m = n, tedy omezime se na transformace, i kdyz zde bude vyhodnéjsi
zameérit se na jinou interpretaci.

Spravna predstava pro tuto sekci je, ze vektorova funkce zachycuje proudéni kapaliny. V ptripadé
n = 3 si muzeme predstavit tfeba koryto feky, pak defini¢ni obor D je mnozina pozic, ve kterych
se nachdzi voda, a F'(@) uvadi smér a rychlost ¢astice vody, kterd se nachazi v lokaci @. Vzhledem
k tomu, zZe ve funkci nevidime jako proménnou cas, pak jde o ustalené proudéni.

V pripadé n = 2 si tfeba predstavime vodu tekouci po stole ve velmi tenké vrstvé (opét ustalené,
tedy tece porad stejné). Na tento piipad se zaméfime, protoZe si jej umime nakreslit, s tim Ze nase
pozorovani budou platit také pro vyssi dimenze, kde je obvykle budeme pouzivat.

Nemusi ovSem proudit jen voda, proudit mtze tieba vzduch a dalsi podobna média, dokonce i
teplo nebo miize jit o tok magnetického pole. Pravé v kontextu téchto predstav se pouziva nazev
vektorové pole namisto vektorova funkce.
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Pro uplnost jesté poznamenejme, Ze existuje tzka spojitost mezi funkcemi vice proménnych a
vektorovymi poli. Predstavme si funkci t¥i proménnych zaznamenéavajici teplotu v jednotlivych
bodech mistnosti. Fyzika (¢i selsky rozum) nam fikaji, ze pokud jsou vedle sebe mista s rozdilnou
teplotou, pak dojde k prenosu tepla neboli ke vzniku proudéni. Intenzita souvisi s tim, jak moc se
teploty lisi. Pfesné tuto informaci nabizi gradient. Ten ale dava smér a velikost nejvétsiho ristu,
zatimco teplo proudi smérem nejvétsiho spadu (od teplého ke studentému), tedy piesné opacné.
Vychézi nam tak zajimavy napad, ze pokud funkce T' vice proménnych popisuje rozlozeni teploty,
pak vektorova funkce —VT popisuje tok tepla.

Tento princip lze nalézt v mnoha oblastech fyziky. Ne kazdé vektorové pole vznika pomoci gra-
dientu, ale mnohé ano a pak maji specialni vlastnosti, fika se jim konzervativni pole. To uz se ale
zase dostavame nékam jinam, proto zpét k tématu a uvedeme prvni diferenciadlni operator této
sekce.

Definice.
Necht F' = (Fy,...,F,): D(F) — R" je vektorova funkce, kde D(F) C R™.
Definujeme jeji divergenci jako

n

A(F)@) = 3 @) = S @) + 5 @)+ e+ S @

1 83:1 8562 8xn
1=

v bodech @ € D, kde prislusné parcialni derivace existuji.

Vlastné sc¢itame cisla z diagonaly Jacobiho matice, coz je znama matematicka operace trace neboli
stopa. Pfiznivci linedrni algebry by tedy mohli psat div(F') = tr(Jg), ale obvykle se preferuje jesté
jiné znaceni, viz kapitola Vice o derivaci.

Co nam divergence vektorového pole fika? Standardni interpretace je, ze kdyz div(F)(a) > 0,
tak v tom misté pribyva média, je tam takzvané zridlo. Pokud naptiklad F' popisuje Sifeni tepla,
tak by v bodé @ mohl byt zdroj vytapéni. Naopak div(F)(@) < 0 znamend, Ze tam média ubyva,
je tam tzv. odtok ¢i také propad.

Je mozné to prosté akceptovat, ale zvidavému ctenafi nejspise vrta hlavou nékolik otazek: Jak
tu zfidelnost pozna zrovna tento vzorecek? A jak to, ze tam zcela chybi ostatni derivace, to se
opravdu obejdou tieba bez znalosti g—f;? (To je moje oblibena otazka.)

Vse je samoziejmé mozné korektné odvodit stfedné komplikovanych vypoctem pomoci limity
integralu a pak bychom tomu vérili, ale cilem tohoto ilustrovaného tvodu je, abychom si vyznam
pojmil uméli intuitivné predstavit, aby nam to davalo smysl. Da se to udélat pro divergenci?

Rada autorti piedvadi dvé vyrazné situace pro dvourozmérny tok, aby étenaie presvédéili, Ze
definice poskytuje spravné odpovédi.

y y

N

- 0 — P -

ZIN

>E

X X

Na levém obrazku vidime typicky pripad ziidla, proudéni zachycuji cerné Sipky. Tteba nam na
ten stul créi praminek vody ze stropu, protoze soused nad nami vytopil byt. Z pohledu tenké,
dvoudimenzionalni vody se na stole jakoby odnikud neustale magicky objevuje nova voda.

Voda dopadé na bod @ a pak se rozléva do stran, takze vektory jejiho proudéni v obrazku néas jisté
nepiekvapi. Podivame-li se na slozky jednotlivych vektori ve sméru osy x (u téch sikmych jsme je
vyznaéili modfe v obrazku napravo, jde vlastné o slozku F; vektorové funkce F'), pak si mtuzeme
vsimnout, Ze nalevo od bodu @ ukazuji doleva, tedy maji zaporné hodnoty, zatimco napravo od
bodu @ maji hodnoty kladné. Jinak feceno, kdyz se pohybujeme zleva doprava ptes bod @, tak se
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ty vodorovné komponenty zvétsuji (jde ze zapornych hodnot na kladné), dokonce tomu tak je, i
kdyz se pohybujeme vodorovné kousek nad a pod bodem a. Z toho usoudime, Ze prvni slozka Fj
nasi vektorové funkce je okolo @ rostouci pii posunu ve sméru osy x, tedy % > 0.

Podobné kdyz se pohybujeme ve svislém sméru vzhiru, tak se zelené slozky Fb vektort F' ve
sméru y zvétsuji (ze zapornych se stanou kladnymi), tedy %—1;2 > 0. Dostavame

div(F) = % + %—];2 > 0.
N N2
N ZAN

Ted na levém obréazku vidime typicky odtok, naptiklad kdyz jsme méli vodu na stole a rozhodli
jsme se ji zbavit navrtanim dirky v bodé d. Sméry proudéni nas opét neprekvapuji a tentokrate
se sméry slozek preklapéji z kladnych na zaporné pti pohybu zleva doprava, tedy prvni slozka Fj
vektorové funkce F' se pii pohledu zleva doprava zmensuje, obdobné pro druhou slozku F, pii
posunu zdola nahoru. Zavér: Ony dvé parcialni derivace jsou zaporné a mame

OFy OF;

diV(F)=%+8—y<O.

Toto vysvétleni je mozné nalézt na spousté mist a pokud vam staci, tak méate splnéno, ale mé to moc
nepresvédcilo. Ukazalo to, ze divergence dava u zdroje a odtoku spravné znaménko, ale nevysvétlilo
mi to, proc¢ ten zdroj a odtok musim rozeznavat zrovna timto vzorcem. V obou ptipadech se skokove
méni smér vektoru F' pii prichodu bodem @ a neni jasné, pro¢ by se to mélo testovat zrovna
parcidlnimi derivacemi, jejichZ cilem je poskytovat jinou informaci (rychlost zmény).

Podivejme se tedy na situace, které jsou méné extrémni.

Yy /4 Yy . s y
== L7/ S
O~ (s /

V prvni nam tece feka, koukdme na ni shora, a vidime také misto, kde do ni néjaka tovarna vy-
pousti odpadni vodu (patfiéné vy¢isténou, samoziejmeé). Je to tedy priklad zfidla. Kdyz sledujeme
zmeénu modré prvni slozky Fi funkce F' pii pohybu zleva doprava, popripadé zménu zelené druhé
slozky F5 pii pohybu zdola nahoru, pak to vypada, ze se zvétsuji, takze bychom asi vérili, ze v
tomto pfipadé také div(F)(a) > 0.

Na druhém obréazku tece feka (diagonalné, at mame opravdu poradny priklad, ne néco speci-
alniho), ale nékdo umistil na dno v bodé @ jeden konec mimoprostorového tunelu, kterym ¢ast
vody odcerpava, ale ne moc, aby néco zbylo (zdé se, ze emzakim uZ nesta¢i unaset lidi). Tento-
krate se zda, ze se modra slozka Fj pii pohybu zleva doprava zmensuje, stejné jako zelena slozka
F, pii pohybu zdola nahoru, takze pfislusné parcialni derivace % a %—ZQ vychazeji zaporné a
div(F)(a) < 0.

V obou ptipadech neslo o zménu orientace, ale jen velikosti, ¢ili za¢ina to vypadat, ze ony parcialni
derivace opravdu mohou byt tim spravnym rozeznavacim nastrojem.

Pro tplnost se podivame na tieti obrazek. Tam do feky ani nic nevypoustime, ani neodcerpavame,
jen se tok sto¢i. Mélo by pak platit div(F) = 0. Na obrazku se modra slozka F; pfi pohybu
zleva doprava zvétsuje, zatimco zelena slozka F5 se pti pohledu zdola nahoru zmensuje. Prislusné
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parcialni derivace tedy maji opa¢na znaménka. Ze by se opravdu pokratily na nulu? To z hrubého
nacrtu nepozname, tohle by potiebovalo pfesnéjsi vypocet.
To uz bylo lepsi vysvétleni, ale porad nevime, proc se ve vzorci pro n = 2 vubec nevyskytuji dalsi

dvé parcidlni derivace ‘981; L g ‘9812 2. V této souvislosti je zajimavé vratit se ke vSem situacim vyse

a vSimnout si, ze u slozky Fj je znaménko 2% vidycky stejné jako znaménko 22, obdobné to
’ Oy Ox ?

plati i pro slozku F5. Mozna je tedy zbytecné ty dvé derivace uvazovat, protoze poskytuji stejnou
informaci, kterou uz mame. Ale co si pak mame myslet o tomto obrazku?

Pro zjednoduseni je slozka Fsy vzdy nulova, vSechno se dé€je jen ve sméru y

x. Pohledem zleva doprava snadno nahlédneme, ze % > 0 okolo bodu d,

ale také % < 0 okolo d. Co ted s tim? Opravdu miZeme ten druhy tudaj — —

. y v 7z . v v = . . v /. Id _>._>
ignorovat a prosté prohlasit, ze v bodé a je zdroj? Nebo ze by takovy obrazek —_—

nebyl mozny?

| x

Pro mé je z toho vseho zavér, ze ty obrazky ukazaly, Ze definice divergence, jak ji mame zavedenou,
dokdze v mnoha situacich spravné odpovédét (coz miize nékomu stacit). Pokud ji ale chceme
rozumeét 1épe, tak to chce jesté néjaky jiny pristup. Proto provedeme takzvané intuitivni odvozeni,
coz znamena, ze budeme podvadét, ale jen pfiméfené, a nas pribéh bude mit spravné pouceni.

Vezmeme bod @ a budeme sledovat, kolik média vyprodukuje. Podle toho zjistime, zda je to zdroj,
odtok ¢i treti moznost, kdy se nic neztraci ani neptidava. Aby se nam lépe pocitalo, udélame si
kolem néj malinkaty c¢terecek presahujici ve vodorovném sméru nalevo i napravo o dx, zatimco ve
svislém sméru o dy.

y
“ et
a,- = o ~——
dy_
"dx dx ' X
a;

Spocitame, zda tento Ctverecek produkuje ¢i pozird médium. Nejprve si udélame bilanci vo-
dorovnych stran. Kolik média protece levou stranou za cas dt? To zalezi na rychlosti, kterou
médium vtéka, a ta nemusi byt vsude stejna. Nastésti mame opravdu maly ctverecek, dokonce
nekonecné maly, takze miizeme predpokladat, ze rychlost vtékani je na celé levé strané stejna,
feknéme dand hodnotou uprostied, tedy v bodé (a; — dz,az). Zaroven si vSimneme, Ze svisld
slozka vektoru rychlosti nevede ke vtékani, o tom rozhoduje pouze prvni slozka. Rychlost vté-
kani je tedy Fi(a; — dx,az). Celkovy objem vteceného média pak je rychlost krat velikost strany
krat ¢as neboli Fj(a; — dx,az2)(2dy)dt. Stejné spocitame, kolik vytede pravou stranou ven, vy-
jde Fi(ay + dx,az2)(2dy)dt. Odectenim ziskdme celkovou bilanci, a protoze chceme kladné ¢islo v
pripadé, ze ctverecek k médiu pridava, budeme pocitat

Fi(ay + dx, az)(2dy)dt — Fy (a1 — dz, a2)(2dy)dt.

Jsou tady ovSem dvé dobré otazky. Za prvé, co kdyz proudéni tece zprava doleva? Pak jsou slozky
Fy zadporné a ¢tenar si jisté snadno rozmysli, ze pokud vtékd méné nez vytéka, tak z naseho vzorce
zase vyjde kladné cislo, coz presné chceme. Obdobné dostaneme spravné znaménko, pokud by do
obou stran médium vtékalo (pak je Fy (a1 —dz,az) > 0 a Fy(a; +dz,az) < 0) nebo z obou vytékalo.
Tento vzorec je tedy univerzalni.

Posledni dva pripady nas ovSem privadéji k druhé otazce, kterd je principidlni: Co kdyz cast
média, kterd vtéka levou stranou, opusti ¢tverec nékterou z vodorovnych stran? Odpovéd zni, ze
nas to zde nemusi trapit, protoze pak se prosté zapocita pti zkoumani vodorovnych stran.

Nez se k nému dostaneme, zjednodusime si vzorec, ktery jsme dostali. Protoze je dx hodné malé,
miizeme si dovolit nahradit obé funkéni hodnoty pomoci linedrniho Taylorova rozvoje. VSimnéte
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si, ze v obou pripadech ménime jen prvni soutradnici.

Fi(ay + dzx,a2)(2dy)dt — Fy (a1 — dz, a2)(2dy)dt

- (Fl(al, as) + %(al, as) - dx) (2dy)dt — (Fl(al, as) + %(al, as) - (—dm)) (2dy)dt
- %(@)(2@)(2@)@

Tyto ivahy konecné vysvétlily, pro¢ néas u slozky F} nezajima, jak se méni ve svislém sméru neboli

881; L jen vodorovném.

Nyni naprosto stejnym zptisobem rozebereme bilanci toku skrz vodorovné strany, tentokrate nas
pro zménu nebude zajimat vodorovnéa slozka pohybu, jen svisla Fs.

Fs(ay,as + dy)(2dz)dt — Fy(a1, a2 — dy)(2dx)dt

- (FQ(al, as) + %(al, as) - dy) (2d2)dt — <F2(a1, as) + %—};Q(al, as) - (—dy)) (2dz)dt
— 88—1;2(5)(2@)(2619@)6113.

Kdyz nase dvé castecné bilance sectme, dostaneme c¢islo vyjadiujici, kolik za Cas dt nas ctverec
pridal, popripadé ubral proudiciho média.
OF: 1 OF: 2

5 (@)(2da) 2dy)dt + =5 2(d@) (2dy) (2d)dt = (

@+ 2@ ) 2dy) 2

=div(F)(a@) - dA - dt.
V zavérecném kroku jsme soucin (2dx)(2dy) napsali jako obsah zkoumaného ¢tverce. Pokud bychom
chtéli prinos bodu @ jako takového, pak bychom museli zprumérovat vydélenim onim obsahem dA

a Casem dt a dostavame divergenci F'. Tento vypocet ukazal, ze definice divergence byla udélana
spravné vzhledem k informaci, kterou chceme ziskat.

Stoji za zminku, ze lokalni pfibyvani ¢i ubyvani média nemusi byt zptisobeno vnéjsim zasahem
(topidlo, vodovodni kohoutek, magnet), ale mize také byt zptisobeno zménou hustoty média. Na-
priklad lokalni zahtati plynu znamend, Ze se zaCne rozpinat, tedy vnikne tam ztidlo, ale také se
snizi hustota.

Naopak pokud je nékde médium hustsi, tak to znamend, ze do tohoto mista proudilo vic,
nez odplynulo. Vyplyva z toho intuitivni pravidlo pro médium bez vnéjsiho pfidavani/odebirani:
div(F) > 0 znamené odtok neboli snizeni hustoty, naopak div(F’) < 0 znamena hromadéni neboli
narust hustoty.

Pokud proudi dokonale nestlacitelnd kapalina, pak hustotu meénit nesmi, v ptripadé bez vnéj-
siho ovlivnéni pak mame div(F) = 0. Tato podminka tedy hraje v mechanice proudéni kapalin
vyznamnou tlohu.

Nyni se podivame na druhy operator uzitecny v aplikacich, a to je rotace vektorového pole
(neboli vektorové funkce). Existuje univerzalni definice, ktera je ale pro praktické vypocty v zasadé
nepouzitelnd a vsichni pracuji s jinym vzorcem, kterda ma bohuzel specialni verze v zavislosti na
dimenzi.
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Definice.
Necht F' = (Fy, Fy): D(F) — R? je vektorové funkce, kde D(F) C R2.
Definujeme jeji rotaci jako

rot(F)(@) = 22(2) — 2 ()
v bodech @ € D(F), kde pfislusné parcialni derivace existuji.

Necht F' = (Fy, Fy, F3): D(F) — R? je vektorova funkce, kde D(F) C R3.
Definujeme jeji rotaci jako
. OF; . 0F,,, OF,, OFs;, . OF, .
) @) = (223 — 22(3). &4 @) — Z8(a@). 22 () — &2
rot(F)(@) = (1@ — 52 @), 51 @) = 5@, 52 @) - 5 1)

v bodech @ € D(F), kde pfislusné parcidlni derivace existuji.

V anglické literatufe se tomu Fik4 curl a vic nez znaceni rot(F') se pouziva curl(F).

Jako informaci nam tento operator poskytuje? Standardni odpovéd je, Ze rotace popisuje tendenci
vektorového pole se stacet. Co se tim mysli?

Uvazujme proudici feku. Abychom posoudili jeji toc¢ivy vliv v bodé a, tak tam vlozime virtualni
kulicku, ktera je udrzovana na této pozici (tfeba magneticky), ale mize se volné otacet. Pokud
v tom misté médium proudi rovné, tak plisobi tfenim na povrch kulicky symetricky z pohledu
proudéni (nahote i dole, vlevo i vpravo) a tudiz kulicka nemé diivod se otacet. Pokud se ovSem
proudici médium v misté @ staci, pak mezi silami na riznych stranach kulicky vznikne nerovnovaha.
Ostatné jisté vsichni intuitivné tusSime, ze kdyz se proudéni staci, tak na vnéjsi strané proudi
rychleji, tedy tato strana kulicky bude vice ponoukana k pohybu.

Ted uz tedy vime, co chceme poznat, ale jesté si musime vyjasnit, jak se takové otaceni kulicky
zapise. Ve dvou dimenzich si pfedstavujeme rotujici kotou¢ umistény v bodé a. Jaka data potie-
bujeme znat, abychom jeho rotaci popsali? Jednak smér rotace a druhak bud okamzitou thlovou
rychlost, nebo thlové zrychleni, podle toho, co zrovna zkoumame. Nas zajimé ptisobeni proudéni
na kulicku, coz znamend silu, coz znamené zrychleni. Chceme si tedy schovat velikost tthlového
zrychleni a jeho smér, na coz staci jedno ¢islo. Shodou okolnosti i rotace dvoudimenzionalniho
vektorového pole je vyse definovana jako ¢islo, takze prinejmensim v tomto to dava smysl.

Poznamenejme jesteé, ze ve fyzice se kladnym smérem rotace mysli rotace vedouci od osy = k ose
y, tedy proti sméru hodinovych rucicek, pokud bychom pridali jesté osu z a divali se na rovinu xy
z jejl ,Spicky“.

Ted si predstavme kuli¢ku ve t¥irozmérném prostoru se stiedem v bodé d. Jak bychom zachytili
jeji rotaci? Dilezitou informaci je jisté osa rotace. Jak vime, ze néjaka existuje? To je jednoduché.
Pokud by na kulicce neexistovaly dva protilehlé body, které ztistavaji na misté, pak by neslo o
rotaci, ale o néjaky jiny pohyb.

K uloZeni sméru pottebujeme vektor. Jak zvolime jeho orientaci? Tak, [N
abychom tim zachytili smér rotace. Umluva je orientovat vektor tak, abychom (“j
pti pohledu z jeho Spicky vidéli kulicku rotovat v kladném smeéru, tedy proti ,
sméru hodinovych rucicek. Jesté zbyva vybrat velikost tohoto vektoru, ¢imz
hravé zakdédujeme tthlové zrychleni a vSe potfebné mame ulozeno v jednom
vektoru. Podivame se, ze rotace pro trirozmérné vektorové pole je defino- l

vana zrovna jako trirozmérny vektor, takze tady nam to taky hraje.
Ted uz vime, co hledame, a radi bychom vidéli, pro¢ zrovna ty vzorecky z definice poskytuji

spravnou informaci.

\

Zacneme ve dvourozmérném pripadé. Polozime kulicku o poloméru dxr do bodu @ uvnitt dvou-
rozmérného vektorového pole, takze je to vlastné kotoucek, a prozkoumame situaci. Na obrazku
se proudéni staci doleva neboli v kladném sméru, tudiz bychom ¢ekali snahu o rotaci v kladném
sméru. Podivame se, jakou intenzitou na kotoucek piisobi sily proudéni na riiznych mistech.
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Zacneme bodem dole. Nejprve si na ném zopakujeme klicové fyzikalni poznatky. Intenzita rotac-
niho plisobeni se jmenuje tocivy moment a spocitd se jako moment sily. Ten se nejlépe pocita v
pripadé, kdy je sila kolma na rameno sily, tedy na spojnici stfedu rotace s pusobistém sily. Pak
staci velikost sily vynasobit délkou ramene a mame tocivy moment.

Pokud sila kolm4 neni (coz je obvykly pfipad a vidime to i na dolnim bodu kotoucku), pak je
tfeba silu rozlozit na dvé slozky. Jedna je radialni, vede ke stfedu ¢i od stfedu kulicky (kotoucku) a
k rotaci neprispiva. Druha slozka je kolméa k ramenu sily a tu pak pouzijeme pii vypoctu momentu.

Na obrazku je prislusny rozklad oznacen zelené a modie a shodou okolnosti jsou to prave slozky
F5 a F nasi vektorové funkce, proto jsme také zacali tim prijemnym bodem dole, aby to tak pékné
vyslo. Snadno spoé¢itame to¢ivy moment v tomto bodé, je to Fi (a1, as —dx)-dzx. Znaménko souhlasi,
sila pusobici vpravo ma kladnou slozku F; a tlakem dole chce roztacet kotoucek v kladném smeéru.

V hornim bodé opét uvazujeme jen slozku Fj. Tentokrate ovsem kladnd hodnota F} vede na
rotaci v zadporném sméru, proto zapocitdme to¢ivy moment —Fy(ay, as + dz)dz. Celkova bilance
horniho a dolniho bodu je tedy

Fi(ay,ay — dx)dx — Fi(a1,as + dz)dz.
Dava znaménko smysl? V nasem pripadé je sila dole vétsi nez nahote, ¢ili bychom cekali, ze celkove
bude tendence roztacet kulicku proti sméru hodinovych rucicek, a onen rozdil také vyjde kladny, to
souhlasi. Mizete si rozmyslet, Ze i pro jiné sméry vektorid F' bude tento rozdil vzdy dévat spravné
znaménko.
Vyraz zase zjednodusime linearni aproximaci a dostaneme

Fi(ay,ay — dx)dx — Fy(a1,as + dz)dx

oF oF
= (Fl(al,ag) -+ 8—;(0,1,612) . (—dx))d:r: — (Fl(al,ag) + a—yl(al,ag) d$>d$
= -2— .
5, (@)

Nyni obdobnym zptisobem udélame bilanci toc¢ivého momentu pro bod vlevo a vpravo. Vychazi
to

Fs(ay + dx,az)dx — Fy(ay — dx, as)dx

OF: OF:
= ([Fg(al,ag) + 8—;(a1,a2) . dx)dac - (Fg(al,ag) + 8—;(a1,a2) : (—dm))dm
=2 o (@)(dz)=.
Celkové piisobeni sil je pak
oF; o  SOFy 2 2
2 9y (@)(dx)” + 2 o (@)(dx)* = rot(F) - 2(dx)=.

Pro zjisténi rotac¢niho zrychleni musime vydélit rotacnim momentem setrvacnosti, coz vede ke
zkraceni toho (dz)? a vidime, Ze rot(F) opravdu ukazuje, jaké rotacni zrychleni bude tekoucim
médiem zpusobeno.
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Podobné jako u divergence, i zde toto zjednodusené odvozeni vypada divéryhodné, ale pti blizSim
pohledu se tam najdou zésadni otazniky. Jednim z nich je tradi¢ni otézka, pro¢ nejsou tfeba
derivace % a %. V nasem vypoctu sice nefiguruji, ale to je tim, ze jsme se omezili jen na
pusobeni toku na ctyfi peclivé vybrané body. Kdybychom se podivali na rovnovahu momentt vici
jingm bodtm, napiiklad tomu diagonalnimu vpravo dole, tak uz by slozky F; a F; nedavaly kolmy
a radialni pramét, ¢imz by se cely vypocet znacné zkomplikoval. Museli bychom pocitat spravné
pruméty F' a ve formulkach by se objevily ony dvé chybéjici derivace.

Nakonec se da dojit ke vzorci z definice, ale na to je tfeba udélat podrobnou fyzikalni analyzu,
coz je néco, co v ilustrovaném tuvodu nechceme vidét. Bohuzel, na rozdil od divergence mi neni
znamo zadné relativné snadné obrazkové zdivodnéni vyznamu rotace, které by zcela fungovalo, ale

ten pribéh vyse nam dal alespon néjaky vhled.

Prijméme tedy dvourozmérné vysvétleni a zkusme se na jeho zakladé podivat, nakolik bude davat
smysl tfirozmérna definice.

Zacneme tim, ze se vratime k nasemu dvourozmérnému piibéhu, ale posadime jej do tii rozmért.
Na stole, po kterém néco teklo v tenké vrstvé, nam rotoval virtudlni papirovy kotoucek pripichnuty
spendlikem, ale najednou jsme si vSimli, Zze se to vlastné odehrava ve trirozmérném prostoru.
Formalné muzeme z nasi dvourozmérné vektorové funkce F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) vyrobit
tfirozmérnou predpisem F(z,y,z) = (Fi(z,y), F2(x,y),0), kde do funkce F' forméalné ptipiSeme
i tfeti proménnou, ale neni vyuzita. Vznikne tak situace, kdy se déni na stole zkopiruje smérem
vzhiru a dolti, i kotoucek si pak predstavime jako svisly valec.

Rotace kotoucku neboli valce pak stale probiha v roviné zy, tedy osa rotace je rovnobézna s osou
z. Na nasem obrazku se kotouc otac¢i od osy x k ose y, tedy kladné pri pohledu od osy z. Vektor
rotace tedy musi vést nahoru, jeho velikost je urcena to¢ivym momentem, ktery jsme spocitali jako
dvourozmérnou rotaci. Hledany vektor je tedy

(0.0.x01(F)) = (0.0, %Z L@ - 5 (@)

Ctenaf si mize v§imnout, ze tieti soufadnice souhlasi s tim, jak je rotace definovana pro t¥irozmérna
vektorova pole.

Dilezité je, ze tento prechod od dvou dimenzi ke tfem se da udélat i naopak. Pokud nam rotuje
kulicka ve trech dimenzich, tak tuto situaci mtzeme riznout skrz stied rovinou, nejlépe rovnobéznou
z nékterych souradnicovych rovin, a na rezu se zachovaji fyzikalni jevy. Zejména bude pravda, ze
tocivy moment, ktery na tom fezu spocitame, odpovida prislusné slozce tfirozmérného vektoru
toc¢ivého zrychleni.

Podivejte se na obrazek. Mame rotujici kulicku ve tfirozmérném A Z
prostoru, kde ji popohani vektorové pole F(z,y,z) = (Fy, Fy, F3).

Abychom si to zjednodusili, predstavime si situaci, kdy je vyznacena

osa rotace a zaroven vektor toc¢ivého zrychleni rovnobézna s rovinou

yz, tedy nemusime fesit prvni slozku ve sméru x. Znamena to, Ze se 7
kulicka toci, jako by se chtéla kutalet z obrazku smérem k nam. To @
mize byt zptisobeno napriklad vodnim virem, kdy se voda toci tak, 4 Z
ze nad kulickou tece z obrazku proti nam, zatimco pod kulickou tece

od nas, coz jsme zkusili naznacit Sipkami.
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Primo pred kulickou jakoby tece smérem dolii, ale ne zcela, protoze pak by osa rotace ukazovala
vodorovné doprava. Ona je ale trochu vytocena vzhiru, coz znamena, ze proudéni pred kulickou
vede doli a také trochu doprava. To pak znamena, Ze proudéni ma slozku i nalevo a napravo od
kulicky, ale ponékud slabsi nez nad a pod.

Kdyz t¥irozmérnou situaci fizneme rovinou skrz @ = (a1, as, az) rovnobéznou s rovinou zy, zis-
kéame dvourozmérnou situaci, kterou jsme pro prehlednost zakreslili dold do skutecné roviny xy.
Prenesli jsme tam i dvé typické sily, které jsou ve skutecném obrazku vidét nalevo a napravo od
kulicky. V tomto fezu vidime jen to, nakolik se kulicka toci vzhledem ke svislé ose, proto nas za-
jimaly jen dily nalevo a napravo, zatimco sily nad a pod kulickou k rotaci viditelné v roviné xy
neprispivaji.

Vlastné pracujeme na fezu s vektorovou funkci

F(z,y) = (Fi(x,y,as), Fa(z,y,as3)).
Spocitame jeji toc¢ivy vektor okolo svislé osy piesné tak, jak jsme to udélali vyse.
(0.0, 9% @) - @(a)).
or oy

Vidime jej nakresleny zelené a jeho velikost pfesné souhlasi s tfeti slozkou skute¢ného trirozmérného
vektoru toc¢ivého momentu.

Pokud si situaci fizneme rovinou rovnobéznou s rovinou xzz, kterou jsme si zase pro prehlednost
nakreslili pfimo do roviny xz véetné ukazek podstatnych sil nad a pod kouli, pak vlastné pracujeme
s pomocnou funkci

F(x,z) = (Fi(z,a9,2), F5(x,az, 2)).

Hratky s dvourozmérnym kotouckem skon¢i u modie oznaceného vektoru ukazujiciho ve sméru osy
y a s toivym momentem %(5) — %(&’). Zde je ovsem tieba byt opatrny. Moment vede od prvni
pracovni osy ke druhé. V pfedchozim vypoctu se tedy $lo od x k y, coz je kladna rotace. Ted ale
jdeme od z k z, coz je z pohledu osy y rotace v zaporném sméru. Abychom ziskali smér kladny, je

tfeba u nasi dvourozmérné rotace zmeénit znaménko. Bereme tedy toc¢ivy moment okolo osy y jako

381*;1 (@) — %(6). Vznikne vektor

oF OF3
0, 7) — g ,o).
(0% @~ 5 @
Pokud modry a zeleny vektor slozime, méli bychom na nasem specidlnim obrazku, kde slozka x

nefiguruje, dostat skutecny vektor tocivého momentu puvodni tfirozmérné situace. V obecném
pripadé bychom jesté kulicku fizli rovinou rovnobéznou s rovinou yz. Pomocna funkce

F(yvz) = (FQ{al,yvz)7F3(a1ay7z))

by nam dala tofivy moment %—];5(6) - %(6). M4 spravné znaménko? Plus znamend rotaci od

osy y k ose z, coz je z pohledu osy x v kladném smeéru, souhlasi to. Toto cislo prijde jako prvni
soufadnice vektoru toc¢ivého momentu ukazujici smérem osy z:
OF;
P~ 23 ,o,o).
(5, @~ 5, @
Pokud ziskané tti slozky rotace poskladame do jednoho vektoru, dostaneme presné ten vzorec,
ktery vidime v definici tfirozmérné rotace:
8F3 - 8F2 - 8F1 - 8F3 - 8F2 - 8F1 _,)
—(a) — a), a)— a), a) — a).
(5, (@ = 5@, @) = 5@, 52 @) - @)

Tolik k vyznamu rotace vektorového pole.

Pro vzorce platné pro diferencialni operatory se podivejte do sekce 7a. Integralni véty s divergenci
a rotaci jsou v sekci 6c¢.
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6. Predstavujeme integral

b
Zacneme navratem k uréitému integralu pro funkci jedné proménné. Vyraz / f(z) dx je defino-
a

van jako ,obsah pod grafem“. Formalné nespravna, ale vystizna predstava je, ze jakoby ,sc¢itame*
hodnoty funkce v bodech x, pficemz je s¢itame ve formé obsahti tennounkych sloupecki, obdélnickii.
Klicovym pojmem je zde dx. Formalné jej 1ze interpretovat jako diferencial proménné x, coz nékteri
autori zdlraznuji znacenim dzx.

Nicméné zde nas bude zajimat spiS puvodni vyznam; v predchozich staletich byl dx vniman
jako symbol pro nekoneéné maly kousek osy x, ktery je také nazyvan infinitesiméla. Zjevné ted
opoustime svét rigorézni matematiky. Abychom to zamotali jesté vic, symbolem dx se také znaci
délka takového nekonecné malého kousku. Nastésti je vhodna interpretace symbolu dx obvykle
zjevna z kontextu.

Integrovani na intervalu I si bézné predstavujeme tak, Ze jsme si interval I rozdélili na malinké
useky délky dx a obrazec pod grafem nasledné aproximovali jako spojeni tenkych obdélnikovych
sloupeckt. Kazdy z nich mé obsah f(x)-dx a my je s¢itdme integrdlem. Nam se zde bude hodit jesté
trochu jiny pohled. Pti integrovani postupné prochézime vSemi body intervalu /. Pro kazdy takovy
bod z zapocitdme piislusnou hodnotu funkce f(z) tak, Ze si kolem = vezmeme onen nekonecéné
maly kousek osy x s délkou dx a nad nim vytvorime sloupecek s vyskou f(z). Jeho obsah f(z)-dx
pak priddme do celkového souctu.

Z toho vychéazi predstava pro funkce vice proménnych. Mame-li néjakou mnozinu €2 v R" a na
ni funkci f, pak také mtzeme ,s¢itat“ hodnoty. V prostoru R” méame infinitesimaly, které budeme
znadit d[Z] pokud je proménna 7, ale typicky pouzivdme specifické znaceni podle dimenze. V R?
mame rovinné infinitesimaly, mtzeme si predstavovat tfeba nekonecné malé ¢tverecky ¢i kolecka,
a zna¢ime je dS. Muzeme také psat dS[z], dS|[x,y] a podobné, kdyz chceme zdiiraznit proménné.
Tyto infinitesimaly maji obsah, ktery znac¢ime dS.

Podobné mame v R? piislusné 3D infinitesimaly, mfizeme si predstavit krychlicky nebo kulicky,
a zna¢ime je dV nebo dV|[z,y, z] atd. I zde pouzivime dV také pro jejich objem. Obecné pak
pouzivame n-rozmérny objem pro infinitesimaly d[z] v R™.

Snadno si pfedstavime situaci v R?, tedy integrovani funkce dvou proménnych. Inspirovani inte-
gralem jedné proménné, chceme ted najit objem télesa, které méa jako zékladnu € a horni strana
je dana grafem funkce f. Najdeme to nasledovné. Kolem kazdého bodu (z,y) z Q si vezmeme
vhodnou infinitesimalu, mizeme si predstavit malé kolecko. To bude zakladna pro svisly sloup (v
tomto ptipadé valec) o vysce f(x,y). Jeho objem je pak f(x,y)-dS. Kdyz tyto objemy ,se¢teme”,

dostaneme integral funkce f na €, znaceny [[ f(z,y)dS.

Q

X

Pro funkci t¥i proménnych a mnozinu 2 bychom pro kazdy bod Z € 2 vzali 3D-infinitesiméalu
dV a nad ni vztydili ¢tyfdimenzionéalni “sloup” o vysce f(&). Se¢tenim vSech odpovidajicich 4D-
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objemt f(Z)-dV pak dostaneme // f(&) dV, coz je ¢tyfrozmérny objem objektu mezi zadkladnou

Q a grafem f, coz je chvile, kdy to nase predstavivost vzda. Nicméné myslenka je snad jasna.

Timto zptusobem dojdeme k obecnému pojmu integralu / : / f(#)d[Z]. Poznamenejme, Ze kon-

krétni tvar diferencidlu neni podstatny, jen museji byt natolil?jednoduché, abychom mohli spocitat
jejich obsah, objem atd. Ovsem schopnost rozlozit mnozinu {2 na vhodné elementarni castecky neni
zarucena. Kdyz jsme integrovali funkci jedné proménné na intervalu, tak nas zajimala jen kvalita
funkce (nékteré jsou integrabilni, tfeba ty spojité, jiné ne). Kdyz pfejdeme k funkcim vice pro-
ménnych, tak moznost integrovat zavisi na tom, zda jsou jak funkce, tak mnozina ) rozumné.
Presna specifikace (zejména specifikace rozumnosti pro mnozinu) jsou komplikované a rozhodné
mimo obzor ilustrovaného tvodu, podrobnéjsi vyklad se najde v kapitole 8. Jak zahy uvidime, v
praxi integrujeme jen pfes mnoziny specialnich typ1.

Co se stane, kdyz se pres néjakou mnozinu integruje konstantni funkce f = 17 Pak maji i vSechny
ysSloupecky* vysku 1, tedy jejich n + 1-dimenzionalni objem je roven n-dimenzionalnimu objemu
podstav d[Z]. Jejich ,s¢itani“ integrovanim pak odpovida séitani objemt podstav, na které jsme
rozdélili mnozinu €2, a tedy integral poskytne n-rozmérny objem mnoziny €2. To je zjevné v jednom

b

rozméru, kde ,objem“ (neboli velikost) odpovida délce. Integral [1dxz davé b — a neboli délku

a
usecky (a,b). Ve dvou rozmérech pak integral dé plosnou vyméru, ve tfech bé’ny objem a pro
vys$si dimenze to funguje obdobné.
To se hodi napriklad v situaci, kdy chceme najit primeér funkce vzhledem k mnoziné 2. Vzorec
pro funkce jedné proménné je znam a hravé se zobecni i pro funkce vice proménnych:
e Je-li funkce f(Z) integrovatelnd na mnoziné 2, pak se prumér spocitd vzorcem

e
wve(f) = /-/m[:z’]

Hlavni my$lenka vicerozmérného integralu je jasnd, ted se podivame, jak se pocita.

Nez s tim zacneme, je tieba vyjasnit terminologii. Standardni vyznam slova ,,oblast® v analyze je,
Ze oznacCuje omezenou otevienou souvislou mnozinu. Bohuzel, ve svété integrovani lidé bézné pou-
zivaji slovo ,oblast“ pro mnozinu, pres kterou integrujeme, bez ohledu na jeji vlastnosti. Popravdé
feCeno, pfi integrovani se to spi$ citi tak, ze integrujeme pfes uzaviené mnoziny. Abych se tomu
problému vyhnul, snazil jsem se mluvit spi§ o mnozinach, ale nebyl jsem zcela ispésny, protoze mi
obcas prislo, zZe situace vylozené vola po slové oblast, a ja jsem se s tim pokusenim nepral. Nastésti
je obvykle jedno, jestli integrujeme pfes mnozinu, jeji uzavér nebo jeji vnitiek, takze nas to nemusi
moc trapit.

6a. Dvoudimenzionalni integral
Integralu, ve kterém integrujeme funkci dvou proménnych na mnoziné Q C R?, fikdme dvojny

integral,
/ f(z,y)ds
Q

Chceme najit proceduru pro jeho vypocet. Musime secist objemy ,sloupi“ nad vSemi body mnoziny
Q. Klicovou myslenkou vicedimenzionalniho integrovani je, ze abychom prosli vSemi body mnoziny
Q, zorganizujeme si je do skupin a zpracovavame kazdou zv1ast. Finta je, Ze tyto skupiny vytvarime
tak, aby mély nizsi dimenzi.
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Jako to délame? Zvolime si zékladni smér, feknéme smér osy y, coz
v roviné xy znamena svisly smér. Konkrétni ptimka v roviné v tomto \
sméru je dana tim, ze si pro x pevné zvolime jistou hodnotu =z = xy.
Predpokladejme, ze tato primka protne mnozinu 2, a nazvéme tento
prinik €2, . Budeme tomu fikat fez, a tyto fezy mohou byt podle
tvaru mnoziny (2 docela divoké, coz nas pozdéji donuti omezit se jen
na rozumneéjsi mnoziny.

Rovnici = ¢ lze uvazovat i v R3, kde je to rovnice roviny kolmé
na osu z neboli rovnobézné s rovinou yz. Tato rovina protne téleso
pod grafem f a vytvofii jeho fez.

V4 e

|

|
y
2

Poznamenejme, Ze ted uz mame dva druhy fezi, Fezy (2, skrz  a také fezy skrz téleso pod
grafem. Snad se nam je podari vzdy rozlisit, nastésti pfi praktickém pocitani pracujeme jen s €2, a
tak nas to brzy pfestane trapit.

Kdyz se na fez télesem pod grafem podivame, tak vlastné vidime graf funkce jedné proménné
y — f(xo,y), kde se y berou z bodu fezu ,,. Pokud je mnozina ,, rozumna (idealné interval),
tak tam muzeme funkci f(xo,y) integrovat (samoziejmeé podle y) a ziskdme obsah toho fezu télesem
pod grafem. VSimneme si, ze jde o urcity integral vzhledem k y, takze pfi tom y zmizi a ve vysledku
bude jen parametr x(, coz se d& ¢ekat vzhledem k tomu, Ze obsahy fezi budou nejspise rtizné pro
rizné xg.

Piiklad: Uvazujme funkci f(z,y) = y e~ na 2D intervalu (0,1) x (1,3) neboli na mnoziné
Q={(r,y) eR* 0<z<lal<y<3}
Zvolime xg = 0.3. Tim vznikne fez )y 3 mnozinou {2, ktery ma tvar usecky. Ukazeme obrazek.

Obvykle pracujeme jen s obrazkem mnoziny €2, zde pro dodani kontextu vyjimecné ukazeme i
pohled na tridimenziondlni situaci s grafem funkce.

Z

Q,
N
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Na fezu se hodnoty y méni mezi 1 a 3 a mame tam funkci

y > flzo,y) = £(0.3,y) =ye 2,
kterou mtizeme integrovat.

Pfi integrovani je e~%-3 konstanta, proto snadno ziskéme
3 3

1 3 9 1
0.3 0.3 0.3 2 —0.3 0.3
— — —_ — —— —| =4 .
/ye dy e /ydy e [2y]1 e [2 2] e
1 1

Toto je tedy obsah pfislusného fezu télesa pod grafem, podle ocekavani se proménna y jiz nevy-
skytuje. Vysledek ovsem zalezi na hodnoté z, pro x¢o = 0 bychom dostali

3 3
1 .13
/yeody:eo/ydy: 1- bgf] =4.
1
1 1
Je uzitecné si rozmyslet, Ze pro obecné x mezi 0 a 1 prislusny integral vyjde
3 3
1,13 9 1
Ty = e % du = —:c[_ 2} — —m[___}zél—:c.
/ye y=e /y y=e 2y L € 9 9 €
1 1

Je to trochu jako parcialni integrovani. Ziskame tak informaci o obsazich vSech fezii.

Ne vzdy je mozné nepouzivanou proménnou uplné vytknout. Nemél by to byt problém, staci si
porad predstavovat, ze jisté ¢leny jsou konstantni, a pracovat s nimi jako obvykle. Nas integral se
tedy dal pocitat i jako

3
1 y=3 9 1
e Tdy = [— 2 e_‘r} =—e'— —e T =4e".
/ ve W=y e T2 T
1
Protoze v primitivni funkci jsou dvé proménné, radéji jsme si v dosazovaci fazi pripomnéli, za co
mame meze dosadit.

A

Pocitat jednotlivé obsahy ezt télesem pomoci integrace tedy dava smysl. Zavedeme pro takovy
integral symbolické znaceni
/ f(z,y)dy.
Qy

Je jen symbolické, protoze jej nelze brat doslovné, na to by {2, musela byt néjakd mnozina z R.
Ve skutec¢nosti je 2,, mnozina z R?, ve které vSechny body maji spole¢nou prvni souiadnici .
Tomu integra¢nimu znaceni rozumime tak, ze doty¢né zy dosadime do f za x a pak integrujeme
pres vSechna y takové, ze body (zg,y) jsou v .

Cim je pro nas takové integrovani na fezu 2, uziteéné? Pfipomenme, Ze nasim kone¢nym cilem je
poscitat prispévky f(z,y)-dS z celé mnoziny €2, ale ted se chceme omezit jen na ptispévky pro (z, y)
z jistého fezu (2, mnoziny (2. Bude pro nas vyhodné si pfedstavovat, ze dS jsou nekonecné malé
¢tverecky dx x dy. Pii integraci pres fez vlastné spojujeme objemy kvadiika v télese odpovidajici
bodim z Q,,. Stoji tésné vedle sebe, maji shodnou sitku dz a vytvareji proto jakousi desku s
vykousanym hornim okrajem (ten je dany funkci f). Objem této desky ziskdme, kdyZz obsah jeji
bo¢ni plochy vynasobime tloustkou dzx.
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Z f -T

Obsah takového fezu jsme vlastné pocitali v prikladé vyse. Obsah urcitého fezu zjevné zavisi
na volbé z, mé tedy smysl oznacit jej A,, v prikladé to takto vyslo. Selsky rozum nam rika, ze
objem télesa by mél byt souctem objemi onéch desek, tedy chceme ,sec¢ist“ objemy dV = A, - dx.
Infinitesimdly se s¢itaji integraci, takze objem télesa (neboli dvojny integrél) se da pfepsat jako

Q//de:/AIdm.

To vyjadiuje uzitecny neformalni princip:

e Objem télesa lze ziskat seCtenim obsaht vSech jeho rovnobéznych fezi.

Plati to i v dalSich dimenzich, tieba obsah rovinného obrazce lze ziskat souctem délek jeho
rovnobéznych fezl, nebo ¢tyfrozmérny objem C¢tyirozmérné mnoziny lze ziskat sectenim objemit
jeho Tezi, coz jsou trirozmérna télesa.

V integralu napravo pottebujeme doplnit meze. Pokud 4
je mnozina () omezend, tak velka ¢ast jejich fezt 2, bude A
prazdnych, pak jsou i obsahy A, rezi télesem nulové a
neni divod je zahrnovat do integralu. Mélo by tedy byt W

mozné najit rozmezi (a,b) pro proménnou z takové, ze
neprazdné {2, jsou jen pro x z tohoto rozmezi, tam pak
ma smysl integrovat.

Kdyz si jesté pripomeneme, ze obsah A, lze ziskat jako a
integral na fez A7 "

Ay =/f(907y)dy, x4 T Q
Q(L’

dojdeme ke klicové identité.

b
Q// F(a, ) dS = / Q/ F(@,y) dy d.

Integralu napravo se fika dvojnasobny integral. Procesu, kdy pro dany dvojny integral najdeme
néjaky prepis tohoto druhu, fikdme sestaveni dvojnasobného integralu.

Jak se takovy integral pocita? Je to vlastné integral z integralu, které jsou do sebe ,vnoreny*,
coz znamena, ze jej interpetujeme zvenci dovnitt: integraly na zacatku bereme zleva a diferencialy
na konci zprava. Dalo by se to vyjadrit zavorkou, ale obvykle se to z lenosti nedéla.

[ f@as - /b ([t y) ds.

Vidime tedy vnéjsi integral, ten pracuje s proménnou z a patii k ni integrac¢ni meze a, b. Aplikuje
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se na vyraz mezi, coz je zase integral. Je jasné, ze nemé smysl zkouset to integrovani s x, dokud
nezjistime, co vlastné mame integrovat. Vypocet opakovaného integralu tedy vzdy zacindme tim,

ze vypocitame vnit¥ni integral [ f(z,y)dy.

Qy
Jak jsme vidéli, vysledkem takového integralu je néjaky vyraz s z, pak mame Sanci spocitat vnéjsi
b

integral /daj
a

Ty tifidimenzionalni obrazky s grafem f nédm pomohly pochopit motivaci za timto postupem,
ale pro praktické vypocty je lepsi pracovat jen s mnozinou 2. Vzorec vyse pak ¢teme nasledovné:
zajisti, ze zapocitame vSechny fezy, které prispivaji.

Tato redukce dimenze je klicovy princip pro pocitani vicerozmérnych integrali:

e Integral na mnoziné ) prevedeme na integrovani po jejich fezech, které maji dimenzi (o jednu)
mensi. Pokud je tato nova dimenze stale prilis vysoka, proces fezani zopakujeme.

Tento obecny princip naznacuje, e fezat miizeme i jinymi sméry, nez jsme zatim ukazovali. Sikmé
fezy mnozinou ) jsou principialné mozné, ale obtizné se zpracovavaji. Nabizi se ale alternativa
stejné prijemna jako Tezy vzniklé volbou z. Mizeme si vytvaret fezy rovnobézné s osou z, které
vznikaji volbou hodnoty proménné y. Pokud si odpovidajici fez mnozinou {2 oznacime jako €1,

pak mame vzorec
d
//f(fc,y)dsz//f(fv,y)dxdy-
Q c

Opét se pocita zevnitt, tedy tentokrate za¢indme integrovanim vzhledem k x.

Tyto abstraktni ivahy ted prevedeme v konkrétni vypocty, coz by ¢tenafi mélo pomoci pfi jejich
vstfebani. Budeme se pfitom muset zacit zajimat o tvar integracni mnoziny . Kdyz je €2 velmi
divoké, pak mohou byt divoké i fezy €2, ¢i (), a miZe se stat, Ze integrovani selze. Proto se v praxi
omezujeme na integracéni domény rozumného tvaru (neboli typu).

Jako prvni se podivame na situaci, kdy fezeme ve sméru y, tedy konkrétni fez zvolime volbou
x = xg. V idedlnim ptipadé bude mit fez {2, mnozinou (2 tvar tsecky, coz znamena, ze abychom
prosli vSemi body mnoziny €2,, budeme pohybovat proménnou y mezi dvéma c¢isly. Tato ¢isla, tedy
integracni meze pro vnitini integral vzhledem k y, obecné zavisi na zvoleném fezu neboli na x.
Oznacme je c(z) a d(x). Jinak feceno, zajima nas pfipad, kdy existuji funkce c¢(x) a d(x) takové,
ze Tez ptislusny hodnoté x je tsecka (c(x),d(x)). Mnoziny 2, které takto funguji, maji specificky
tvar: Jsou to oblasti uzaviené mezi dvéma grafy funkci nad intervalem:

Y
d(x)

X
Nekteri lidé jim fikaji mnoziny typu I. Matematicky feceno, zajimaji nas mnoziny, které lze
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vyjadrit takto:
Q={(z,y) €R* a<z<b a c(z) <y<dx)}.

Pro takovéto mnoziny je integrovani pres rezy {2, pfimocaré a dostavame nasledujici dvojnasobny
integral:

[ f@as - /b 7)f(w,y)dydx-
o @ c(a)

Druhy smér fezani pracuje s volbou y a fezy (2, urcujici integra¢ni mnozinu pro vnitini integral
s proménnou x. Zde opét budeme chtit, aby byly fezy (1, intervaly s rozumnymi mezemi, coz vede
na typ mnoziny, kterym nékteri fikaji mnoziny typu II.

Yy
d a(y)
Q, b(y)
o]
Q
c-
X

Forméalné jde o mnoziny ve tvaru
Q={(z,y) eR} c<y<d a aly) <z <by)}.

Integrovani pres takovouto mnozinu lze pak prevést na dvojnésobny integral

[ f@was - /d 7)f(x,y)drcdy.
Q ¢ a(y)

Vsimnéte si u obou prepistu dulezitého prvku, ktery plati obecné. Spravné sestaveny vicenasobny
integral mimo jiné spliuje nasledujici: Vnéjsi integral ma jako meze pouze cisla. Vnitini integral
miuze mit jako meze ¢isla nebo vyrazy s proménnou, v tom pripadé to ale musi byt proménna, ktera

je v seznamu diferencialti vné, tedy musi jit o proménnou, viici které se bude integrovat pozdéji.

Neékteré mnoziny vyhovuji obéma specifikacim, pak mame na vybér, kterym smérem budeme
fezat. V takovych pripadech se obvykle rozhoduje podle toho, které fezy vedou na prijemnéjsi
integraci.

Piiklad: Budeme integrovat funkei f(z,y) = ye™" pfes interval (0,1) x (1, 3) neboli na mnoziné
Q={(z,y) eR* 0<xr<lal<y<3}

Mame na vybér, pomoci které proménné integrovat nejdrive, protoze v obdélniku budou oboji
smeéry fezu fungovat stejné dobfe.
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Zkusime fixovat = a nejprve integrovat podle y (tedy fezat mnozinu rovnobézné Y.
s osou y), protoze uz jsme si to v pfredchozim piikladé pfipravili.
Jiz jsme spocitali integral pres takovy fez,
3

ye Tdy = [e_xlyz] = =4e” "
2 y=1 ’ 1
1

Tyto integraly pres fezy pak ,,poscitame® pomoci x, dostavame 0 x
13 1
1
//ye_“ ds = //ye_w dy dx = /46_”” dr = [—46_39} =4 —de !
0
Q 01 0

Ted zkusime ten druhy mozny zptsob fezani. Jak to vypadéa pfi vodorovnych Yy
fezech, tedy ve sméru osy x?

Rezy jsou neprézdné pro y mezi 1 a 3, dostavame tak rozklad

3
y
//ye_mdS://ye_mdmdy.
Q 1Q,

[

7 obrazku vycteme, Ze na fezu se proménna x vzdy pohybuje mezi 0 a 1, coz urci 0 1 X
vnitini integral.
31
//ny dsS = //yegC dx dy.
Q 10

Pocditame zevnitr:

31 3 ) 3
//ye_mdS://ye_zdacdy:/[—ye_x] Ody:/y—e_lydy
Q 10 1 - 1

3

- /(1 —e Nydy = [(1 - 6_1)%y2}j =4(1—e ).
1
P1i dosazovani do vnitfniho integralu jsme si pro jistotu pripomnéli, kterda proménna byla v té
chvili pracovni, tedy za kterou mame dosazovat.

A

Porovnejme oba zptisoby piepisu daného dvojného integralu v piikladé vyse:

13 31
//ye_de://ye_xdyd:c://ye_wdacdy.
Q 01 10

Vypada to, Ze jsme prosté jen prohodili poradi integralt a odpovidajicich diferenciali. Takto snadno
to ovSem funguje pouze u integrace pres obdélniky, které jsou tak nejoblibenéj$imi integra¢nimi

vvvvvv

Ptiklad: Budeme integrovat funkci f(z,y) = e’ pres omezenou oblast 2 vymezenou kiivkami
y=2zx,x=3ay=0.

Vzdy se vyplati nakreslit obrazek. Dané tii pfimky rozdéli rovinu na sedm ¢asti, ale jen jedna z
nich je omezena: trojuhelnik s vrcholy (0,0), (3,0) a (3,6).

[6a] 83 [6a]



pH: Funkce vice proménnych Integral

Svislé fezy (ve sméru osy y) budou urcité fungovat. Vidime, Ze pro y
urceni polohy fezu mé smysl volit x jen z rozmezi 0 az 3, vysledny 6
3 —

vevs

dvojnasobny integral tedy bude mit vnéjsi integral / - -dx.
0
Na jednom konkrétnim fezu se pak proménna y pohybuje mezi -—y =2x

hodnotami y = 0 a y = 2z. To ostatné odpovida formalnimu pre-
pisu mnoziny ve tvaru

Q:{(x,y)€R2; 0<zr<3a0<y<2z}
Tim je jasné, jak bude vypadat vnitini integral po typickém fezu.
Mizeme pocitat. Q
3 2z 3

3
5 - =2 X
//695 dS://erdydx:/ yexz]y . dm:/2x6x2dx 0 Xo 3
Q 00 0 ) - 0

w:a:2

9
_ 9
_ dw = 2x dx :/ewdw:[ew} — 91
0

r=0 —= w=0
r=3 — w=9

Nyni je ¢as na fezy ve vodorovném smeéru. y
Poloha fezu je dana volbou y v rozmezi 0 az 6, tim je jasny vnéjsi 6 x =y/2
integral. Rez (na kterém je pracovni proménna ) je tisecka s pravym |
koncem na tirovni z = 3, levy konec lezi na kiivce y = 2x a nés zajima,
kolik je tam x. Vidime tedy, ze pti pohybu podél takového fezu se x
méni od § do 3. Dostavame

6 3
//eﬂc2 dS://eI2 dx dy. Yo
Q

0y/2

0 3 X

3
v . v ’ . 7’ 2 7’ /7 . . . 7’ . 2
Zacneme vnitfnim integralem / e” dx. A hned mame problém, primitivni funkci k e* nelze

y/2
vyjadrit uzavienym algebraickym vzorcem, takze jsme skoncili.

A

Vidime, ze n€kdy volba smeéru fezu neboli volba poradi pfi integrovani mtze mit vliv na to, jak
to dopadne. V méné extrémnim pripadé mtze ovlivnit sloZitost vypoctu.

Ackoliv jeden vypocet nevysel, presto to bylo uziteéné cviceni. Oba dva prepisy do dvojnasobného
integralu byly zcela v poradku a ukazuji, Ze se pii zméné poradi integrace meze mohou také zménit.

R 3 r2z R 6 3 9
//em dS:// e’ dydx:// e’ dxdy.
X 0o Jo 0 Jy/2

To je typické, pii zméné poradi se musi meze znovu prepocitat. Nékdy se potkame s tulohou, ze
je ndm zadan dvojnasobny integral a mame zménit potradi integrace (napiiklad proto, Ze v daném
pofadi nelze najit primitivni funkci). V takovém ptipadé je tfeba nejdiive z tvaru mezi odvodit,
jak vlastné vypada integra¢ni doména € (jakysi ,reverse engineering®), a na ni pak aplikovat fezy
druhym smérem.

[6a] 84 [6a]



pH: Funkce vice proménnych Integral

Priklad: Zaménte poradi integrace v integalu

4 vz
//fdyd:v.
0 0

s/

Nejprve musime identifikovat integracni doménu 2. Vnéjsi integral ukazuje meze pro x, coz ndm
fik& dvé véci: Bereme fezy kolmé na osu z, tedy svislé, a ty jsou relevantni pouze pro x mezi 0 a
4. To znamena, ze mnozina {2 musi lezet v nekone¢ném svislém pruhu daném 0 < x < 4.

Y Y
2 y =Vx
/y=v; [9)
=0
!
0 X 4~ 0 X 4 x

Ted vezmeme néjaké x € (0,4) a podivame se na rozsah, ktery je pro y na pfislusném fezu
povolen. Vidime, ze hodnoty za¢inaji na y = 0 a konéi na y = /2. Jinymi slovy, spodni hrana
mnoziny je dédna vzorcem y = 0 a horni hrana je ddna y = /.

Jsme pripraveni a fezy v kolmém sméru. Vodorovny ez N 5= y2
vybereme volbou y z intervalu (0,2). Na tomto konkrét- 2 x=4
nim fezu je hodnota pro z nejvice vlevo dana vzorcem l
y = \/z, takze se v méni mezi v = y? a 4. MlZeme na-

psat zddany integral. Yo~
4 Vz 2 4
//fdyda:z//fdmdy. 0 4 o
0 0 0 42

A

Poznamenejme, ze takovato primocard zmeéna neni vzdy mozné, protoze pro nékteré mnoziny
nevedou fezy jistym smérem na jeden vysledny integral. Uvidime to v nasledujicim prikladé.

Zvidavého ctenafe jisté napadlo, Ze ne vSechny mnoziny {2 spadaji do dvou probranych typi.
V takovém piipadé obvykle neni problém dotyc¢nou oblast rozdélit na podmnoziny, které jsou jiz

.....

vzhledem k integra¢ni mnoziné. Ctenaf zna vzorec

j f() da = /b f(x) da + / f(x) da,
a a b

ktery pro a < b < c tik4, Ze si integracni interval miizeme rozdélit na dvé ¢asti. Ty by se nemély
prekryvat, na druhou stranu rozhodné neplati, Ze by intervaly (a,b) a (b, ¢) mély prazdny prinik.
Pottebujeme povolit, aby dvé mnoziny mohly sdilet hranici, coz se d4 matematicky zaridit tak, ze
z podminky disjunktnosti tu hranici vynechdme. Dostavame nasledujici princip.

e Uvazujme mnozinu €2, kterou si rozdélime na podmnoziny €2, ... ,$,, tak, ze @ = Q;U---UQ,,
a pro libovolné j # k jsou vnittky mnozin ;, ) disjunktni. Pak

[[r@am=3" [[ sz
Q k=1q,
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pH: Funkce vice proménnych

Piiklad: Necht € je oblast mezi y = 2%2+1 a osou x na (0, 1). Chceme najit //Sx(xQ —y+1)%ds.

Nejprve si nakreslime §2.

y IN x = y-1

2 2 l
/4—y=x2+1 Y
y=0

‘I/ y}\

x =0

Tvar oblasti pfimo vyzyva ke svislym feztim, kdy nejprve integrujeme podle y. Kdybychom se
totiz pokusili o fezy ve sméru x, tak bychom neméli jednotné zadani pro levé konce tezi.

Radéji tedy volime svislé fezy uréené volbou x, zjevné z intervalu (0, 1), a vevnitf budeme inte-
grovat na fezu pomoci y s mezemi, které vidime z obrazku. Dostavame dvojnésobny integral
1 z?41

//Sx(wQ—y+1)3dS:/ / 8x(x? —y +1)% dy dx.
Q 0 0

Jak zpracujeme vnitini integral? Kdy# integrujeme funkci 8z(x? —y+1)2 podle y, tak je 8z vlastné
konstanta a d4 se z integralu vytknout. Pii integrovani vyrazu (z2 —y+1) podle y je i 2+ 1 jakoby
konstanta, ¢ili vlastné integrujeme vyraz ve tvaru (—y + a)3, ktery zkuseni integratofi zvladnou
zpaméti, ti opatrni ¢i méné zkuseni si pomohou substituci:

5 5, | w=—y+a®+1
833/(“? ALY = gy — 9 [y 42?4 1] dy = —dy

= —8x/w3 dw = —2zw* + C = —2x(2* —y + 1)* + C.

Dostavame
1 2241 1 .
y=x“+1
//8:1::1: —y+1)3dS = / / 8x(2? —y+1 dydx:/ —2x(x? —y—i—l)} T
=0
0 0 Y
1 1 )
B | w=2*+1
_/O (—2z(z? + 1)* /2x:v +1)*dx ‘dw—Qxdx
0 0
1, 192 1 31
== 1 } _ 12
[5(:'j =557

Co kdybychom z néjakého divodu mermomoci chtéli fezat ve sméru z? Zatimco pravy konec
fezl se stale Tidi stejnym predpisem x = 1, levy konec zéalezi na tom, kde fezeme. Pro fezy dané
y € (0,1) bude levy konec x = 0, budeme tedy tuto ¢ast mnoziny 2 (spodni polovinu) integrovat
zv14st. V horni poloving, tedy pro fezy dané y € (1,2), lezi levé konce fezfi na kfivce y = 2% + 1.
Proto ma z na takovém Fezu pocatecni hodnotu /y — 1. Sestavime tedy naSe integrovani jako
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soucet dvou integralii.

11 2 1
//85(:(332—y+1)3dS://8x(x2—y—|—1)3d:z:dy+/ / 8z(x® —y +1)3dx dy
Q 00 1

y—1

w=zx-y+1

dw = Z[2? —y + 1]dz = 2z dx

1 2
_ [(362_ 14r—1d 2 Nkat
= y+1) y+ [ (@ —y+1) dy

=0 r=+/y—1

0 1

1 2
=/(2—y) (1—y)4dy+/(2—y)4—0dy

0 1
Sl sl sty 51231
= [—z@-p +z-y?| +|e-v?| =T

Uf, vyslo to stejné.
JAN

Poznamka: Tuto sekci uzavieme pohledem na jednu zajimavou situaci. Vsichni zname vzorec
/ f(x) dz = 0. Co ndm to fika? Pocitdme jednorozmérny integral na intervalu, ktery je jen jeden

bod, takze je to mnozina dimenze nula. Integrac¢ni interval tvofi zakladnu pro obrazec pod grafem
f, jehoz obsah chceme najit, a pokud ma tato zakladna délku nula, pak ten obsah je samozifejmé
také nula.

Stejny princip plati také pro dvourozmérny integral. Miize se stat, ze mnozina € sice lezi v R?, ale
jejl skutecna dimenze je nizsi. Typicky prikladem je tisecka. Na ni se lze pohybovat jen tam a zpét
v jednom sméru, tedy ma jen jednu dimenzi. Da se také fict, ze pro pohyb nabizi jen jeden stupen
volnosti. Dalsi vyznamny indikator je, ze tise¢ka m4 jako mnozina v R? prazdny vnitiek. My jsme
zvykli, Ze vnitikem intervalu (a,b) je interval (a,b), ale to plati jen v jednom rozméru. Ve dvou
rozmeérech je néjaky bod vnitinim bodem mnoziny, pokud v ni lezi také s néjakym svym okolim,
coz je ve dvou dimenzich kruh. Na tsecce v roviné takové body nenajdeme. Stejny argument plati
pro vSechny rozumné kiivky v roviné obecné.

y

Qy

T I
a x, b ¥

Pokud mame takovou mnozinu s prazdnym vnitfkem, pak jsou fezy €2, (nebo ) typicky jedno-

bodové nebo nékolik bodi. Pak jsou jednorozmérné integraly / automaticky nula a tedy i cely
Qy
dvojny integral vyjde nulovy.

Takze kdyz se pokusime integrovat dvojnym integralem pres mmnozinu, kterda neni dostatecné
,masivni“, napiiklad kdyz mé dvourozmeérny vnitiek nulovy, tak integral automaticky vyjde nula.
Typické mnoziny tohoto typu jsou ktivky, tieba tsecky, oblouky, kruznice a tak podobné.
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6b. Tridimenzionalni integral

Trojny integral // f(z,y, z) dV pocitdme obdobné jako dvojny. Potfebujeme projit vSechny body
Q

télesa (2, coz si usnadnime organizaci do fezl. Jinak feceno, postupné po jedné zmensujeme dimenzi
mnoziny €.

Kdyz si zvolime pevné hodnotu jedné proménné, naptiklad = jako zq, tak to ve trirozmérném
prostoru vybere rovinu kolmou na osu x, ktera fizne téleso 2 a vytvori dvourozmérny fez, nazvéme
ho €2,. Pro rozumné téleso () jsou tyto fezy neprazdné pouze pro = z néjakého rozmezi (a,b), coz
ur¢i prvni etapu sestaveni integralu. Vnéjsim integralem zajistime, ze projdeme vSechny relevantni
fezy. Vnitinim integralem se pak postardme o konkrétni fez, coz je dvourozmérna mnozina, tedy
vnitini integral bude dvourozmérny. Po fezu se pohybujeme zménou y a z. Mlzeme psat

// f(;c,y,z)dV:/ab//f(x,y,z)dS[y,z] da.

Qy

Dalsim krokem je vypracovani vnitfniho integralu pfes dvourozmérnou mnozinu. Pouzijeme ob-
vykly postup, tedy budeme tezat fezy (2,.. Napriklad pfi trose stésti dokdzeme najit rozumné fezy
mnozinou 2, ve sméru z, tedy urcené volbou y. Mizeme je znacit ,,. Rozsah pro y ted zavisi na
tvaru konkrétniho fezu €2, takze pro ten dalsi integral budeme uvazovat y mezi jistymi hodnotami
c(z) a d(z). Mame

d(z)

Q//f(oc,y,z)dS[y,z]: / /f(m,y,z)dzdy.

c(z) Quy
To zredukuje dvojny integral na integral pfes jednorozmeérny fez, s trochou stésti to bude interval,
jehoz koncové body zavisi na y a to zase na x. Dostaneme tak
b d(z) h(z,y)

é/f(m,y,z)dvz// / f(z,y,2)dzdy de.

a c(z) g(z,y)
Samoziejmé nevime, zda zrovna toto poradi fezii bude fungovat pro nas tvar télesa ). Je celkem
Sest moznosti poradi, alespon jedna by mohla zabrat.
Je zjevné, ze pro zdarné sestaveni takového integralu je tfeba umeét se dobie orientovat v prostoru
a mit zvladnutou analytickou praci s geometrickymi utvary.

Piiklad: Spocitdme primérnou hodnotu funkce f(z,y,z) = 8zy(4 — z) na mnoziné
Q= {(l',y,Z) S Rg? x,y Z 07 0 S z S 4—4\/51;2—|—y2}.

Nejprve je tfeba si rozmyslet, jak tato mnozina vypada. Jako prvni si vSimneme, Ze mame omezeni

(6] 88 [6b]



pH: Funkce vice proménnych Integral

x,y,z > 0, takze ptijde o itvar v hlavnim kvadrantu. Podminka na z nam tika, ze €2 je téleso mezi
dvéma plochami. Ta spodni je vodorovna rovina z = 0, bude tvorit zékladnu télesa. Horni povrch
je dan rovnici z =4 — 4+/x2 4+ y2. Co je to za povrch?

Je to vlastné transformace jedné ze zakladnich rovnic. Rovnice z = y/x2 + y2 dava kuzel (vyska
v bodé (z,y) je ddna jeho vzdélenosti od pocatku) se $pickou v pocatku a rozevirajici se smérem
vzhtliru, jeho osa souhlasi s osou z.

KdyZ zavedeme néasobici konstantu, vznikne rovnice z = 44/x2 + y2, ktera V4
¢tytikrat zrychli rist kuzele. Je to tedy kuzel vyrazné Spicatéjsi, jeho strana 4

uz nemé stoupdni 1 : 1, ale 4 : 1. Zména znaménka z = —4+/x2 + y2 tento
kuzel obrati smérem dolt a pfic¢teni ¢tyrky posune nahoru.
Dostavame tedy kuzel, ktery mé s$picku nahofe v bodé (0,0,4) a stény mu
docela ptikie padaji dolt. Tento kuzel vymezuje nase téleso shora, mame také Q
omezeni rovinou z = 0 zdola. Kde se protnou?

0=4—4/22 492 = 2>+ =1.

Z toho plyne, Ze podminka 0 < z < 4 — 4+/x2 + y? urcuje kuzel, ktery ma
vrchol v bodé (0,0,4) a jehoz podstava je dana jednotkovou kruznici v roviné 1
xy se sttedem (0,0, 0). Z tohoto kuZele vyfizneme ¢tvrtinu, kterd se nachézi v X
hlavnim kvadrantu.

1y

Pfes tuto mnozinu bude tieba integrovat, takze si rozmyslime fezy. V obec-
ném uvodu jsme zacali s x, takze to vyzkousime. Je zjevné, Ze ma smysl brat
jen x z rozmezi (0, 1). Pro jisté takové = pak vznikne svisly fez 2, rovnobézny
s rovinou yz. Dostavame prvni redukci pro integral,

é/f(:c,y,z)dV:O/S)/Jc/f(ac,y,z)dex.

Rez €, je dvourozmérny, takze potfebujeme integral pfes tuto mnozinu dale
redukovat. Jak tato mnozina vypada?

Co vidime hned je, Ze tento atvar ma svislou vysku a vodorovnou zékladnu,
které jsou piimé, jde tedy o tusecky. Jak jsou dlouhé? Vysku v odvodime
blizsim pohledem na svislou trojihelnikovou sténu ctvrtkuzele, ktera lezi v
roviné xz, pro isporu mista jsme ji polozili na bok.

X
_1 I
1—-x
0
v o I 1
X
Z 1 4 0

Podobnost trojuhelnikt dava

v 4
- 1:>v ( x)

Velikost zakladny b zase odvodime z toho, co se déje v zakladné kuzele, ta je dana kruznici a proto
b =+1— 22 Tyto dva vzorce nam také udévaji rozumné hodnoty pro proménné z, popripadé y
pro dalsi krok, kdy budeme chtit tento fez dale krajet.

Tyto dalsi fezy uz budou usecky. Pro jejich pfesné urcéeni potiebujeme znat presny tvar ,,prepony*,
jenze ona to zadna prepona neni, svisly fez kuzelem mimo osu bohuzel nedava trojuhelniky. Tato
tfeti strana je ddna rovnici kuzele, ve kterém vezmeme x jako parametr (pro vytvoreni fezu jsme
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pH: Funkce vice proménnych Integral
zvolili pevnou hodnotu x = z(). Proménné y, z jsou tedy na oné tteti strané fezu svazany vzorcem

z=4—4\/x3 + y?

(4-2)? —y* = a3

Tteti strana fezu ma tedy tvar hyperboly.

neboli

Jsme pripraveni sestavit integral pro integraci na 2, zkusime svislé fezy. To zna- 2
mena, ze volime y = yo z rozmezi 0 az b = /1 — 2% a vznikne svisla tsecka, na V7
které se z méni mezi 0 a 4 — 4/23 + y3. Jinak Teceno, nas trojny integral se zméni
v trojnasobny integral

1 Vi—z? 4—4/z?+y?

é/f(x,y,z)dvzo/ O/ 0/ f(z,y, 2)dz dy dz.

Ke spocitani priaméru potiebujeme integrovat danou funkci. Za¢neme vnitinim integralem a
postupné€ se propracujeme ven.

[sens-ora0 - /

=

Yo b

1—z2 4—4+/22+4y?
w=4—-=z
/ 8a:y(4—z)dzdydx—’dw:_dz

o

0
Via?
z=4—4+/x2+y?
/ [—4my(4 - z)Q] ! dy dx
z=0
0
V1—z?

' w = 22 4+ 42

/ Py — Bry(2® + y*) dyde =
0

dw = 2y dy
y=v1-z?
= [2 A%xy? — A%a(2? + y2)2] dx
y=0
1
= [ 2-4%2(1 — 2?) — 4%z + 4%2° da —42/33—2363 + 2° da
0

Alternativa: Ze symetrie je docela jasné, Ze vést prvni fez kolmo na osu y, rovnobézné s rovinou
xz, by vedlo na stejné tvary fezu, x a y jsou zaménitelné i ve funkci f, takze by nasledovaly stejné
vypocty, jen s prohozenou roli  a y. Pokud chceme vidét néco jiného, zkusime vodorovné tezy.
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Zvolme tedy néjakou hodnotu z = zg, to mé smysl pro rozmezi (0, 4). Vznikne
tak Tez, ktery by meél mit podobu ¢tvrtiny kruhu.
Potvrdime to tak, ze v rovnici plasté

2 =4 — 4\ 22 +y?
povazujeme z = zy za parametr. Dostavame pak

gt (1= go)
x = — =z .
Yy 40

Toto je tvar vypouklé strany onoho fezu a je to opravdu kruznice, ma polomeér
R=1- izo. To druhé lze nezavisle potvrdit i z podobnosti trojihelniki na
levé svislé sténé naseho ¢tvrtkuzele.

X
-1
R 1
< J 0
4 2y
4 -z, Z,
- 4 »
Dostavame
R 1 1

1= 1 — R= 4(4 z).

Uvazujme ted jeden takovy ¢tvrtkruh. RozloZime jej na fezy tvaru usecky.
Pokud zvolime hodnotu y = yy z rozmezi 0 az R = i(4 — z), vznikne ez
neboli tisecka rovnobézna s osou x a mozné hodnoty pro z jsou v rozmezi 0 az

\/R? — y2 neboli \/ 4% (4 — 29)? — y3. Vznikne tak prevod trojného integralu
na opakovany integral

4 (z—4)/4 \/(4—2)2/16—y2

// f(z,y,2) dV:/ / / f(z,y, 2)dx dydz.

Zase budeme integrovat danou funkci.

4 (2—4)/4 \/(4—2)?/16—y?

///89021(2 —4)dV = / / / 8ry(z —4) dx dydz
’ 04 (2—4)/4 "
-/

- x=+/(4—2)2/16—y2
/ 4:1; y(z )}
0 o

4 (2—4)/4

:0/ 0/ 4(%(4—2)2—y2)y(4—z)dydz.

Zde se nabizeji dvé moznosti. Lze roznasobit prvni zavorku a pak integrovat zvlast y a y3. Zajima-
v€jsi myslenka je pouzit substituci, protoze cely ¢len 1—6(4 2)? je v této chvili vlastné konstanta.

Polozime-li w = 116 (4 — 2)% — 2, dostavame —2y dy = dw, takZe pocitdme

/4(%6(4—2)2—y2>y(4—z)dy:/—2w(4—z)dw:—w2(4—z) :—<1—16(4—z)2—y2> (4—2).

dydz
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Mame tedy
4 (2—4)/4

///8xy(z—4)dvz/ / 4(%(4—2)2_y2)y(4_z)dydz

[_ (i(4 —2)? - 92>2(4 - z)} zi(()z_4)/4 dz

4
1 1 4 16 8
:/5(4_2)56& - [—6-44(4_Z)6]0 ~ 6 3
0
Potvrdili jsme vysledek.
Ke spocitani primeéru potiebujeme jesté znat objem télesa (2. Obecné bychom mohli integrovat
funkci 1 ptes 2 a mame ted na to dva pristupy. Je tu ale zajimava alternativa.
Vychézi z interpretace, Ze objem je soucet obsahti fezli. To nas navadi na vodorovné rezy, které
davaly ¢tvrtkruhy. Pokud si oznac¢ime obsah takového fezu A,, mizeme formalné psat

vol(Q):///1dV:/4//1dez:/4Azdz.
Q 0 Q. 0

Spocitali jsme, ze ¢tvrtkruh odpovidajici volbé z = zy ma polomér R = i(4 — 2p), takze A, =

Lr(L(4-2))% Odtud

4
1 1 4 7
ol(2) = —4—z2dz:[— 4—23] = —.
vol) = [ mig (4= 2Pde = [-momg (-2 =7
0
Popravdé feceno, vlastné stacilo vzit standardni vzorec pro objem kuzele a vydélit ¢tyimi, vyslo
by to stejné. Ale to bychom se zase nenaucili nic nového.

Nyni jiz spocitdme primeér:
/// 8xy(4 —z)dV
Q

A{\Z/'e (8zy(4 —2)) = wol(@) =

8
.
A

Tento priklad ukazuje, ze samotna myslenka integrovani ve vice rozmérech neni zase tak obtizna,
ale rozebrat zadané téleso na fezy nemusi byt snadné, pokud si fesitel opravdu dobie netyka s
geometrii ve 3D.

Poznamka: Sekci uzavieme zopakovanim poznamky, kterou jsme uzavteli predchozi sekci. Pokud
se pokusime integrovat funkci f(z,y, z) pfes mnozinu z R3, ktera ale neni opravdu ti{rozmérna,
napiiklad kdyz ma prazdny tfidimenzionalni vnitiek, tak to automaticky vyjde nula.

A

6c. Krivkové a plosné integraly
Predstavme si plotnu spordku, na které je néjak rozlozena stabilni teplota f(x,y). Pokud si

reprezentujeme tuto plotnu mnozinou (2, tak snadno najdeme primeérnou teplotu plotny pomoci
dvojného integralu pies mnozinu (2.
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Ted si ale predstavme, ze po té plotné prelezl brouk (s azbestovyma backurkama) a cesta, kterou
Sel, vytvari rovinnou krivku C'. Brouk je prirozené zvédavy, jakou primérnou teplotu béhem své
prochéazky zazil. Protoze C' nejspise nebude ptimka, ale néjak zataci a krouti se, tak brouk nemuze
pouzit bézny jednorozmérny integral. Na druhou stranu je tato kfivka svou podstatou jednoroz-
mérnd, takze pokud se brouk rozhodne spocitat dvojny integral teploty pres tuto kiivku C', vyjde
automaticky nula.

Broukova otazka je ovSsem zcela legitimni a ukazuje nam, Ze potfebujeme vymyslet néjaky novy
typ integralu. Jak by mél fungovat? Situace je vlastné nasledujici:

Méme funkci f(x,y) definovanou na plosné mnoziné 2. Nas ale zajimaji jen hodnoty f na néjaké
kiivce C. Mame v tmyslu je ,secist integraci, takze vlastné hleddme obsah obsah fezu, ktery
krivka C' vytvoii v télese pod grafem f. Tento fez je svou podstatou dvourozmérny, takze pouziti
obsahu je spravné, a neni plochy, ale zaktiveny. Oboji je tfeba vzit v ivahu, kdyz vytvarime novy
typ integralu.

f(x,y)

Kdyz vezmeme néjaky bod & na kiivce C, tak nemé smysl zkouset kolem néj umistit rovinnou
infinitesimalu, protoze to by vedlo na 3D sloupec s objemem, ale my potiebujeme plochy objekt s
obsahem. Proto si misto toho vezmeme ,,délkovou infinitesimalu“ ve sméru kiivky, tedy nekonecné
kratky tusek dané kiivky okolo ¥ o délce ds. Toto bude zdkladna, na které vztyc¢ime obdélnik o
vysce f(&). Coby plochy objekt ma obsah, jmenovité f(¥) - ds. Kdyz tyto pifispévky poséitame
integralem, dostaneme c¢islo, které zajimalo toho brouka, plochu onoho zakfiveného tezu.

Takovému c¢islu se 7ika kfivkovy integral a znac¢ime ho

/ £(2) ds.
C

Existuje specialni znaceni

j{f(f) ds
c

pro kiivkové integrily na uzavienych k¥ivkach (konec se napojuje na zac¢atek)

Abychom lépe ocenili myslenku za kfivkovym integralem, pridame jesté pribéh, ktery se obvykle
vypravi u bézného urcitého integralu. Miizeme si predstavit, ze jsme kiivku C' rozdélili na velmi
malé useky délky ds. Protoze je kazdy takovy tsek velmi maly, tak miizeme predpokladat, ze se
na ném kfivka nestihne zatocit, takze je to vlastné tisecka, a také funkce f nestihne prilis zménit
hodnotu, takze je mozné ji aproximovat tieba hodnotou uprostied tisecky. Timto zpisobem vlastné
onen zaktiveny povrch aproximujeme plochymi obdélnikovymi panely.
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f(x,y)

o\ "7
X

Kdyz obsahy paneli posc¢itdme, dostaneme aproximaci obsahu fezu, pficemz je mozné tuto apro-
ximaci dle libosti zpfesnit branim velmi tzkych obdélnicki.

Vsimneme si, Ze jsme vySe ve znaceni kiivkového integralu pouzili vektor ¥ namisto souradnic
(x,y). M4 to sviij duvod. Pfi nasi Gvaze nebylo viibec podstatné, ze kiivka byla zrovna na plotné,
to hlavni bylo rozdélit si ji na tseky, u kterych jsme znali délku. Myslenka kiivkového integralu je
tedy aplikovatelnd na kfivku v libovolném prostoru R™ a funkci o n proménnych.

Pfedstavme si naptiklad mouchu poletujici uéebnou, kde zname teplotu f(x,y,z) ve vSech bo-
dech mistnosti. Pokud by ta moucha chtéla znat prumérnou teplotu na dréaze, kterou letéla (coz
je jednodimenzionalni kiivka), tak by ji zase rozdélila na kousicky délky ds a kazdy by prispél
hodnotou f(z,y, 2) - ds.

Jakmile mame zaveden kiivkovy integral, dokazeme najit délku krivky integrovanim jednicky
coby konstantni funkce pres kiivku, protoze s¢itanim cisel 1-ds vlastné s¢itame délky jednotlivych
usekt. Pramér funkce na kiivce pak ziskame tak, ze integral funkce na kiivce vydélime jeji délkou.

Dilezita aplikace kiivkového integralu je spojena s vektorovymi funkcemi. Operace spojené s
derivovanim a integrovanim se obvykle aplikuji na vektorové funkce po jednotlivych soutadnicich.
Takto bychom také interpretovali kiivkovy integral / F(Z) ds, vysledkem by pak byl zase vektor.

C
V praxi se ale spise potiebuje néco jiného.

Predstavme si, ze vektorova funkce F' popisuje ptisobici silu, kvili které se néjaké téleso pohybuje
po dréaze C'. Jaka prace se pak vykonala? Pokud je sila konstantni a ve sméru pfimocarého pohybu,
tak staci pracovat s jeji velikosti || F'|| a vzorcem ze zdkladni Skoly, Ze préce rovna se sila krat draha:
W = ||F|| - s. Pokud se velikost sily méni, ale pofad pusobi ve sméru pohybu po pfimé draze, pak
si drahu rozkouskujeme na malé tseky ds, na kazdém se sila nestaci moc zménit, a proto integraci
spojujeme lokalni prispévky k praci || F(x)|ds. Tento pfistup bude fungovat pomoci kfivkového
integralu i tehdy, pokud draha bude néjak zakfivena v roviné ¢i v prostoru, za predpokladu, ze sila
plisobi spravnym smeérem.

To ale obecné neni zaruceno. Pak je tfeba silu rozlozit na dvé slozky,
jedna jde ve sméru pohybu a druhé je kolma na smér pohybu. Praci vyko-
nava jen ta tecna slozka. Jak ji najdeme? Potfebujeme jednotkovy tecny
vektor ¢, ktery navic ukazuje ve sméru pohybu (pak je jesté jednotkovy
teény vektor ukazujici v opaéném sméru, ten nechceme). Linearni algebra
nam tika, ze velikost tecné slozky vektoru F' ziskdme skaldrnim soucinem
F e t. Odpovidajici p¥irtstek k praci je tedy F e ¢ ds.

Pokud ozna¢ime jako () jednotkovy teény vektor ke kitvce C' v bodé Z vedouci ve sméru pohybu,
pak se celkova prace ziska kfivkovym integralem

/ F(Z) e () ds.

C

Takto se tedy v aplikacich obvykle integruji vektorové funkce po kiivkach. Clen f(:f)ds v sobé
zahrnuje informaci o délce nekone¢né malého kousku kfivky a také o jeho sméru, takze je to mozné
povaZovat za ,orientovanou infinitesimalu“. Néktefi autofi ji znaéi d§ = t(Z)ds. P¥i spravném zave-
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deni je mozné mluvit o ,orientovaném diferencialu“. Tento typ kiivkového integralu pro vektorové

funkce se pak znaci
/ F(Z) e ds.

C
Je tfeba poznamenat, ze kdyz méame kiivku C, tak to jesté nestaci k tomu, aby mél integral tohoto
typu smysl, protoze ktivka jako takova nema prifazen smér pohybu. Tento integral tedy zjevné
pouzivame pouze v situacich, kdy mame jesté dalsi informace, zejména smér pohybu po kfivce.

Obliben4 intepretace vektorovych funkci je jako vektorové pole. Piedstavme si tedy, ze F' popisuje
lokalni rychlost pohybu néjaké kapaliny ¢i plynu. Podivame-li se do bodu & kiivky C', pak rozklad
F' na teénou a normalovou slozku nam ftika, kolik média proudi podél kiivky v tomto bodé a
kolik prechézi ptes krivku. Kdyz se¢teme lokalni informace o proudéni podél kiivky C' kiivkovym
integralem, dostavame dalsi uzitecnou interpretaci: Integral

/ F(¥)eds
C
udava celkovy tok podél kiivky, zvany také cirkulace toku (zejména pokud je kiivka C uzaviena).

Neékdy se tok po kiivee pro pfipad F = (Fy, Fy): R? — R? udava také ve tvaru

/ Fodx + Fydy.
C
Abychom to rozklicovali, potfebujeme se bavit o parametrizaci, takze si pockame do pristi sekce.

Tok podél ktivky udava tu slozku proudéni, ktera neovliviiuje, kolik média je nalevo nebo napravo
od kfivky. Nékdy nas ale zajima pravé toto. Pak potfebujeme pracovat s onou druhou slozkou z
rozkladu funkce F', kterd je kolma na kiivku. K vypoctu jeji velkosti potfebujeme znat jednotkovy
normalovy vektor 7i(Z) ke kiivce. Opét existuje vice kandidatt a z kontextu je tieba ziskat infor-
maci, kterd orientace je spravnad pro nasi situaci. Velikost toku napri¢ kfivkou v bodé ¥ se pak
ziska jako F'(Z) e 7i(Z). Integraci distaneme

/ F(Z) o i(Z) ds.
C

Tento tok pres krivku nam rika, kolik celkem média se presunulo z jedné strany kiivky na druhou.
Pro element 7(%) ds neni specialni znaceni.

Myslenka kiivkového integralu se snadno zobecni. Pro danou funkci o n proménnych nas zajima
jeji chovani na mnoziné, jejiz skutecna dimenze je nizsi. Takova obecna teorie je mozna, ale v
béznych aplikacich ji nepotiebujeme. Proto se lidé obvykle zaméruji na dva dilezité pripady, kdyz
je mnozina v podstaté jednorozmérna (to jsme pravé probrali) a kdyz je dvourozmérna. Takovym
mnozinam fikdme povrchy.

Pfedstavme si mistnost se zaznamenanou lokalni teplotou f(x,y, z). Mohli bychom tam umistit
balének a zeptat se, jaka je primérna teplota na jeho povrchu. To je taky rozumné otazka, a
evidentné ndm s ni kfivkovy integral nepomiize. Pouzijeme obvykly postup.

Uvazujme povrch S v R™ pro n > 3. Pro bod # na tomto povrchu vezmeme nekonecné maly
¢tverecek kolem néj s obsahem rovnym dS. Nad touto ¢tvercovou zakladnou vztycime ,sloup” o
vysce f(&), ¢imz vznikne t¥irozmérny objekt, jehoZ objem snadno spocitame.
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X

Objemy téchto ,sloupecku* pak integraci ,secteme®. Dostavame tak povrchovy integral, zna-

¢ime jej
S//f(f) ds.

Pokud je povrch uzavieny (tfeba ten povrch balénku), pak piSeme

ﬁ (&) dS.
S

Jako obvykle nam tento vzorec snadno poskytne obsahu povrchu, staci pres néj integrovat
jednicku.

Jaka je typicka aplikace povrchovych integralti na vektorové funkce? I zde lze definici interpretovat
po soutadnicich, ale v aplikacich se preferuje jiny pfistup znaceny

// F(Z) e dS.
S

Co se tim mysli? Uvazujme néjaky nekonecné maly kousek povrchu S okolo bodu Z. Pak dS ucho-
vava jeho obsah a ¥ dava lokaci, ale na presnou informaci o poloze bychom jesté potrebovali znat
naklonéni, které se u zakiivenych povrchii urcuje jako sklon te¢né roviny v Z. Problém zachyceni
sklonu jsme uz fesili u délkovych infinitesimal, kde jsme zachytili smér pomoci te¢ného vektoru.
To ale funguje jen pro jednodimenzionalni objekty. Pokud bychom chtéli zachytit sklon roviny v
R3 te¢nymi vektory, tak bychom na to potfebovali dva, coz by se nam zde viibec nehodilo. Pokud
chceme sklon zachytit jen jednim vektorem, tak musime pouzit normdlovy vektor, tedy vektor
kolmy k povrchu. Ten sloupek v obrazku vyse ukazuje spravny smeér.

Takze pro nekonec¢né maly kousek povrchu okolo bodu ¥ najdeme jednotkovy normalovy vektor
a nazveme jej 71(Z), pak dS = 7i(Z) - dS. Mizeme to povazovat za “orientovanou plognou infinite-
simalu”. VS8imneme si, ze pro normalovy vektor jsou vzdy dva kandidéti, mifici opacnymi sméry.
Predpoklada se, ze kdyz pouzivame ds , pak jsou k dispozici dalsi informace, které umozni urcit
spravnou orientaci 77. Aby platila klicova tvrzeni, musi byt tato orientace konzistentni, jmenovité
by 7(Z) mélo byt spojité jako funkce .

Je zajimavé, ze to neni vzdy mozné. Naptriklad neni mozné najit spojitou orientaci pro znamy
Mobitv pruh, coz je problém, protoze spojitost patii mezi zakladni predpoklady integrovatelnosti.
V praktickych aplikacich ale takové komplikace necekame.

Predstavme si tedy, ze diky informaci mame urceny orientované jednotkové nor-
malové vektory 71(Z). Pak skalarni sou¢in F' e7i poskytuje velikost normélové kom-
ponenty F'. Pokud by F' byla vektorova funkce udavajici proudéni kapaliny ¢i
plynu, pak tecnd komponenta F' popisuje, kolik ¢astic se pohybuje rovnobézné s
povrchem S, zatimco norméalova slozka nam tika, jaka ¢ast toku opravdu prekroci
onen povrch.

Typicka aplikace povrchového integralu na vektorovou funkci, které fikdme tok plochou, ma
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//F(f) 0dS = //F(a?) o ii(Z) dS.
S S

Zde mozna ctenare napadne, ze neni uplné piijemné, Zze délkovy diferencial ds pracuje s tecnou,
zatimco plosny diferencial ds s normalou, takze skaldrni soucin s vektorovou funkci dava rozdilné
informace (tok podél a tok napfi¢). D4 se na to zvyknout a mé to vnitini logiku v tom, Ze v obou
pripadech uklddame smér ds ¢i dS jednim vektorem.

tedy podobu

Oba integraly, kiivkovy i povrchovy, lze zavést jen pro kfivky a povrchy rozumné, v praxi to
obvykle znamené, ze jsme schopni je popsat parametricky pomoci diferencovatelnych vektorovych
funkci. Blize se na to podivame v nasledujici sekci o praktickém vypoctu téchto integrali, zde se
jesté podivame na dva zajimavé vztahy spojujici bézné vicedimenzionélni integrily a kiivkové/
povrchové integraly, které jsou uzite¢né v aplikacich.

Uvazujme néjakou vektorovu funkei F'(z,y, z), kterou si interpretujeme jako vektorové pole, tedy
je to napriklad zaznam o rychlosti proudéni vody v jednotlivych mistech koryta feky, ktera plyne
ustélené, tedy jeji proudéni se neméni v ¢ase. Uvazujme néjakou oblast, tedy imaginarni téleso €2
umisténé v koryté reky. Protoze je imaginarni, voda pres néj volné proudi. Zajima nas, zda tato
oblast jako celek pridava nebo ubira z proudici vody.

Existuji dva mozné pristupy. Vime, ze v kazdém bodé reky nam divergence dava lokalni bilanci
(zdroj, odtok). Pokud tyto lokalni bilance pos¢itdme pies celou oblast, tak najdeme jeji celkovou

bilanci:
/// div(f)dV.
Q

Stejnou informaci bychom ale méli byt schopni ziskat jinak, jmenovité tim, ze se podivame, kolik
vody proudi dovniti a ven pres hranici S tohoto télesa. Hranice télesa je dvourozmérny objekt
neboli povrch. Pokud v kazdém bodé urcime, kolik vody vtéka ¢i vytéka, tak tato c¢isla budeme
schopni secist povrchovym integralem. To ale bude vyzadovat trochu prace.

Jak jsme pred chvili vidéli, tok skrz néjaky kousek plochy okolo bodu
¥ lze ziskat vzorcem F' e 7i(Z), ale musime vyjasnit problém orientace. S
Pokud je povrch S hranici tfirozmérného télesa rozumného tvaru, pak
existuji dva rozeznatelné sméry, dovniti a ven. My zde ocekavame, zZe
kladné znaménko nasi celkové bilance znamené produkci média, tedy tok
ven.

To dostaneme, pokud budeme brat normélové vektory smérujici ven z oblasti. Témto vektortim
se Tikd vnéjsi normaly. Uzavieme tedy tmluvu, Ze pfi téchto tivahach vzdy bereme tento typ
normalovych vektort.

Kdyz jsme tedy vytesili problém orientace, pfipomeneme si predchozi rozjimani o ,,toku plochou*
a konstatujeme, ze mnozstvi média, které oblast (2 vyprodukuje, je dano také integralem.

%%F(f) e d5.

S

Oba dva pristupy davaji stejnou informaci, takze se museji rovnat ony dva integraly. Dostavame
tak vyznamné tvrzeni zvané véta o divergenci ¢i také Gaussova-Ostrogradského véta:

/// div(F)(F) dV — ﬁF(f) .ds
Q

S
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///div(F)(:E) qv = #p(@ () dS.

s
Jak znaceni naznacuje, pro rozumné oblasti {2 bude povrch S uzavieny.

Jak se da cekat, tato rovnost plati, pouze pokud jsou oblast (2 a jeji povrch dostatecné rozumné
a vektorova funkce F' je spojité diferencovatelna.

Véta o divergenci prirozené plati i v dalsich dimenzich. Mazeme si predstavit tenkou plotnu,
ktera je odizolovana od okoli, takze se v ni teplo §ifi jen dvourozmeérné. Je tam néjaké ohtivatko
a jinde zase chladitko a po néjaké dobé by mél vzniknout ustaleny stav, kdy teplo proudi beze
zmény v Case, coz zachytime vektorovou funkci F'(x,y). Kdyz si na této plotné nakreslime tuzkou
bramboroid (uzavienou kiivku C') a zeptame se, jakd je tepelnd bilance ttvaru (2, ktery jsme
tak vymezili, tak se zase mtzeme podivat na vSechny body uvnitt a secist divergence. Nebo se
podivame, co prostupuje hranici, kterd je ted jednorozmérna neboli je to (uzaviend) kiivka C'. I
ke kfivce umisténé v roviné lze najit vnéjsi normalovy vektor, takze predchozi ivahy vedou na

rovnost
//div(F)(f) ds = ]{F(f) o 7i(Z) ds.
Q c

Co je zajimavé, ma smysl udélat takovouto analyzu také pro jednorozmérny piipad 2 = (a,b).
Hranice 0f2 se sklada ze dvou bodt a, b a tivahy o bilanci nas zavedou ke zndmému vzorci

b
[ r@ds=[r@] = 10)- s(@.
[a,b]

nebo

Druhé dilezita rovnost v tomto kontextu je Stokesova véta, obvykle formulovana pro tii di-

menze:
//rot(F) 0dS = %FOdi
S c

Zde S je né&jaka plocha v R3 a C je jeji hranice, tedy uzaviena kiivka. Déle se predpoklada,
%e orientace diferenciali dS a ds jsou sladény tak, aby tvorily ,pravoruky par®. Muzeme si to
predstavit tak, Zze nejprve ur¢ime smér obéhu okolo kfivky C, ¢imz jsou dany orientace ds, a pak
se mezi dvéma moznostmi volby normdl 7(Z) k S zvoli ta orientace, aby pfi pohledu doli na
plochu S ze spicky vektoru 77 bylo obihani hranice ve sméru ds v kladném sméru, tedy proti sméru
hodinovych rucicek.

Co nam Stokesova véta 1ika? Predstavme si plochy disk S v tfirozmérném vektorovém poli F'
neboli proudicim médiu, ktery je drzen ve stejné pozici, ale miize se otacet kolem své osy. Ta je
pak zaroven smérem pro norméaly 7. Tim se nasledné urc¢i smér pohybu okolo obvodu.

Jak uz jsme vidéli vyse, integral

fFod!?:fFot_’ds
C C
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nam fika, jak velkd ¢ast média proudi podél hranice C'. Diky tfeni se snazi diskem otocit, integral
tyto ucinky sc¢ita po celém obvodu a tudiz nam dava celkovy rota¢ni moment okolo osy 7, kterym
médium ptlisobi na obvod naseho disku. Je samoziejmé mozné, ze médium pusobi na hranici disku
i jinak, naptiklad nékde dokonce miize plynout kolmo na smér hranice, takze zde muze byt i snaha
disk naklonit, ale ten skalarni soucin v integralu tuto cast ptisobeni vyradi z tivah.

Vsimneéte si, ze integral vyjde kladny, pokud médium proudi ve zvoleném sméru obéhu, a zaporny,
pokud proudi v opacném smeéru.

Integral
// rot(F) o dS = // rot(F) o #(7)dS
S S

s¢itd lokalni tendence otacet diskem (rozpoznatelné operatorem rotace) pres cely disk. Rotacni
puisobeni poskytnuté rot(F') mé formu vektoru a skalarni souéin s 7 z néj extrahuje slozku, které se
snazi o rotaci okolo osy 7i. Tato informace je tedy konzistentni s tim, co jsme se snazili vysledovat na
obvodu pomoci kfivkového integralu. Vsimneme si, ze znaménka souhlasi s kfivkovym integralem,
tato lokalni ptisobeni jsou kladné, pokud se toc¢i ve sméru obéhu kolem obvodu.

Stokesova véta tikd, Ze vyjde nastejno, jestli uréime rota¢ni ptisobeni kolem osy 77 sectenim
lokalnich ¢ink na desku nebo sectenim ucinkd na obvodu. Na rozdil od véty o divergenci, kde
Slo cisté o pridavani ¢i ubirdni média, zde jiz neni tak jasné, pro¢ by ony dva soucty meély vyjit
stejné. Umim si treba predstavit médium, které by bylo na obvodu disku v klidu, ale uprostied se
tocilo. Pak by véta logicky nemohla platit.

Jenze takové médium by nebylo realné, protoze aby se kapalina uprostied
tocila a na obvodu ztstavala v klidu, tak by nékde mezi muselo byt mezikruzi,
kde zase proudi zpét. Jinak feceno, pokud je uprostied rotace kladna, tak
blizko obvodu bude zase zaporna. Stokesova véta nam rika, Ze tato predstava
je spravna, kladné a zaporné rotace v oblasti by se mély navzajem zkratit,
pokud chceme nehybné médium na obvodu.

Pracovali jsme zde s plochym diskem, ale Stokesova véta je mnohem obec-
néjsi. Rovnost rota¢niho plisobeni na obvodu objektu a na jeho plose plati
i pro jiné tvary, tedy mohou byt riizné vypouklé a nepravidelné a podobné.

Je to opravdu silna véta.
Jak se Stokesova véta pfevede do dvou dimenzi? Tok okolo hranice je dan stejnym kiivkovym

integralem, ale musime zménit ten povrchovy. U dvourozmeérné funkce F' dava rotace jen dislo,
protoze uz se nemusime zabyvat smérem rotace, jen velikosti rota¢niho momentu. Celkovy vliv tak
ziskame primym integrovanim téchto lokalnich prispévki, bez nutnosti skalarniho soucinu.

S//rot(F) ds :fp.dg.

Jen si musime pohlidat, Ze orientace cestovani okolo C je spravné zvolena. Pravidlo zni, ze kdyz
cestujeme po C', tak bychom méli vidét vnitiek S po nasi levici. Tomuto vzorci se také ¥ika Gre-
enova véta a je zajimavé, ze je ekvivalentni dvoudimenziondlni verzi véty o divergenci. Jinak
feCeno, Stokesova véta a véta o divergenci davaji pro funkce dvou proménnych stejnou informaci,
jen jinak formulovanou.

N ¢

—
Sy
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Dvoudimenzionalni verzi lze také odvodit z ptivodniho tvrzeni tak, ze R? vnofime do R3. P¥esné
feCeno, mame-li vektorovou funkci F' = (F1 (z,y), Fo(x, y)) a oblast S v R?, pak definujeme po-
mocnou funkci

G(:Ea Y, Z) = (Fl(xa y)7 F2(x7 y)7 0)
a povrch S = {(x,y,0); (z,y) € S}. Pak muzeme aplikovat tiidimenzionalni Stokesovu vétu na
G a S3. Snadno zjistime, ze
F: F
rot(G)(z, y, 2) = (0,0, % - %—yl) = (0,0, ot (F)(z,y)).

Protoze normélovy vektor k plochému objektu v roviné xy je 7 = (0,0, 1), dostavame
rot(G)(z,y,z) @ = rot(F)(x,y).

6d. Parametrizace, substituce
Zacneme navratem k funkci jedné proménné. Chceme pocitat integrél z funkce f(z) na intervalu
(0,6), jinymi slovy zajimé nas obsah jistého obrazce.
My ovsem z néjakého diivodu nechceme pristupovat k ose x primo, ale prostfednictvim néjakého
parametru t, napiiklad tak, ze pro t € (0,2) budeme pracovat s x = 3t.

IV

| | t‘
0 2
6 2
Co by se stalo, kdybychom misto integralu [ f(z) dz pocitali integral [ f(3t) dt? Prochézime body
0 0

intervalu (0,2) a ,s¢itdme“ hodnoty f(3t), coz vlastné znamend, Ze zahrnujeme vSechny hodnoty
f(z) pro z € (0,6). JenZe my je projdeme, zatimco se pohybujeme na mensim intervalu (0, 2). To
znamena, ze pracujeme s pivodnim tvarem oblasti pod grafem funkce f, ale zmacknutym tiikrat
ze strany.

y y
)

0 u 6 '

Da se cekat, ze vysledny obsah a tedy i integral budou trikrat mensi, nez by meély.

.....

i1ka, ze bychom méli [ f(x) dz aproximovat rozdélenim intervalu (0, 6) na ¢ésti a pracovat s obsahy
0

f(x) - dr obdélniki nad nimi. Zobrazeni x = 3t nam umozni pfesunout tuto situaci do svéta t, ale
pritom zkrati velikosti zakladen tfikrat, takze obsahy f(3t) - dt jsou tfikrat mensi, nez by mély.
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Pokud chceme obsahy zachovat, musime infinitesimély dx nahradit nikoliv kratsimi dt, ale jejich
2
trojndsobkem, tedy dx = 3dt. Jinak FeCeno, mame pocitat integral [ f(3t)3d¢. Shodou okolnosti

nam presné totéz radi véta o substituci, pro vzorec x = 3t nam pooradi nahrazovat diferencialy
pomoci dx = [3t]'dt = 3 dt.

Nas priklad byl samoziejmé velmi snadny, protoze ménil osu ¢ na osu z rovnomeérné, ale je mozné
to délat i jinak. Tieba substituce x = t? infinitesimaly dt nékdy roztahuje a nékdy zkracuje.
Substituc¢ni pravidlo fika, ze ndm pak pomuze derivace, a bude pro nas uzite¢né pochopit, pro¢ by
to tak mélo byt.

Uvazujme tedy prevod souradnic x = ¢(t). Podivame se, jak se deformuje infinitesimala dt.

Uvaiujme na ose t néjaky bod ty a kolem néj maly tisek sitky dt, takze vlastné jde o tisecku mezi

body tg — —dt a to + =dt. Uvazujme pro jednoduchost rostouci ¢, pak se tato tisecka zobrazi na
usecku mezi body go(to — —dt) a go(to + dt)
t X,

/
A1

_\_

To znamena, ze vysledna délka dx je dana jako
dr = go(to + %dt) — go(to + %dt).
Pokud je dt opravdu malé, 1ze hodnoty funkce aproximovat linedrnimi Taylorovymi polynomy a
dostavame

dz = [p(to) + ¢'(to)3dt] — [@(to) — ¢ (to)5dt] = ¢ (to)dt.

Nyni povedeme stejnou tvahu pro kfivkovy integral. Uvazujme néjakou kiivku C' v R™. Musi
byt néjak zadana, a pro kfivky je prirozené mit ji zachycenou jako parametrickou kiivku, tedy
kiivka C' je obraz néjaké vektorové funkce tradiéné znacené 7(t) pro t € (a,b).

Nasim cilem je projit postupné body kiivky C a ,séitat” pfirtstky f(Z)-ds. Parametrizace ndim
umoznuje dostéavat se k bodim kiivky pomoci 7, tedy mame & = #(t), a potfebujeme jesté zjistit,
jak se pri této transformaci deformuje infinitesiméala dt. Budeme postupovat podobné, tedy zvolime
si tp a podivame se na tsecku o celkové délce dt kolem néj.

¢ z
/f,,/—\C,/
- d y
dtI o
i y
X

Vypocet bude obdobny, protoze jsme v sekci bb ukazali, ze linedrni aproximace funguje také pro
vektorové funkce jedné proménné. Jedna podstatnd zmeéna ale ve vypoctu bude. Protoze se nase
elementarni isecka z osy ¢ prenasi do vicerozmérného svéta R"™, vznikne vektor a my ke zjisténi
jeho délky budeme potiebovat normu.

ds = ||7(to + ldt) — #(to — 3dt)||
= ||[(to) + 7' (to) 5dt] — [7(to) — 7’ (to) 3dt] || = |7’ (to)dt]|
= || (to) | dt.

Takze pokud chceme pfi¢ist obsah jistého elementarniho obdélnika f(Z) - ds pro bod & = 7(t) na
kiivce, tak to 1ze nahradit pfi¢tenim obsahu f(7(¢))-||7'(t)||dt. Sec¢tenim takovychto obdélnikt pak
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ziskdme hodnotu integralu po ktivce C. Protoze je to dulezity vysledek, ddme tomu néjakou formu
a pridame nutné predpoklady.

Fakt.

Necht f je spojita funkce na néjaké mnoziné 2 C R™.

Necht C je kiivka v 2 dané parametrizaci 7(¢) pro t € (a, b), kde 7 je vektorova
funkce (a,b) — , takova, ze 7'[(a,b)] = Q, 7 je na (a,b) prostd a ma spojitou
nenulovou derivaci na (a,b). Pak

/f(d&—/f DI ()]l de.
C

Snadno se to pamatuje, protoze to je velmi podobné klasické substituci

Z =7t)
ds = ||F'(t)| dt|"

Existuje specialni a vcelku casté situace, pro kterou se tento vzorec zjednodusi. Uvazujme kiivku
C v R?, ktera je grafem n&jaké diferencovatelné funkce g(x) na intervalu (a, b). Pak existuje piiro-
zeny parametricky popis 7(z) = (x, g(x)) a vzorec pro kiivkovy integral funkce f(z,y) na C se da
upravit na

§rvyds= [ 1) VIT @R b
C

Pokud by néas zajimala délka grafu funkce g, tak bychom pouzili f = 1 a vyjde vzorec, ktery zname
z ivodniho kurzu analyzy.

Existuje alternativni pohled na tuto substituci v kfivkovém integralu. Druhé rozsifené znaceni
pro parametricky popis je (ve dvou dimenzich)
x = z(t),
y=y(t).
Zde x(t) a y(t) odpovidaji komponentam r(t) a ro(t) parametrického popisu 7(¢). Jednorozmérna
substituce nam rika, ze
dr = 2'(t)dt,
dy = v/ (t)dt.
Toto nam iik4, jak se zméni jednotlivé soufadnice bodu (zo,y0) = (z(to),y(to)), pokud parametr

zménime o dt. Z bodu (g, yo) se tak posuneme do bodu (zg + dz, yo + dy) a vznikne tsecka, ktera
je obrazem infinitesimaly dt. Jak je dlouha? Zajima nas délka vektoru

(.CL'O + dx7y0 + dy) - (Jfo,yo) = (dl’, dy)7

ds = \/dx? + dy?.

Tento vzorec nabizi alternativni prepis krivkového integralu, ktery ale odpovida tomu ptivodnimu,
jak se snadno presvédcime:

ds = /A T dy? = /I OdP + [y (i
= V(= () + %Wwﬁ=¢W®P+W@Pﬁ
— JIOR + [0 dt = 1650, @)l de = 178 dt.

Obdobné se lze ve tiech rozmérech setkat se zapisem ds = \/dz2 + dy? + dz2. Pro ¢tendfe, ktery

takze
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jesté nepracoval s transformacemi proménnych ve vice dimenzich, miize byt uzitecné podivat se na
cast Transformace souradnic v sekci 7b.

Obecny substituc¢ni vzorec nabyva specifické podoby, kdyz integrujeme vektorovou funkci. Nejprve
se podivame na tok ve sméru kiivky, tedy [ F(Z) e d5. Potfebujeme jednotkovy teény vektor ¢ v

C
bodé ¥ = 7(t), ktery snadno najdeme jako ”7;;%, protozZe ta derivace podle nasich predpoklad
neni nulova. Mazeme tedy psat
b ., b
/F(f) o ds = /F( T) @ t(%) ds = /F(F(t)) o ||7;/8|| 7" (t)|| dt = /F(F(t)) o7 (t)dt.
C C a " a
Tento vzorec se hodi, kdyz pocitame integraly ze Stokesova vzorce. Podivejme se na néj ve dvou

dimenzich.

b b
/F(:E) o ds = /F(F(t)) o7 (t)dt = /(Fl,FQ) o (r},ry)dt
c a a
b b b
= /Flr’l + Forh dt = /Fl(F(t))r'l(t) dt + /FQ(F(t))r’Q(t) dt.
Ovsem vzpomeneme-li si na alternativni znaceni substituce,
x=xz(t) =ri(t) ri(t)dt = z'(t)dt = dx

y=ylt) =) rh(t)dt =y (£)dt = dy

vidime, Ze muzeme provést zpétnou substituci.

/F(a?) odi= /Flda:—i—/ngy = /Fldx+F2dy.

C C C C
Neékteti autori preferuji tento tvar ve vzorci Greenovy véty.

Jak by vypadal tok pres hranici, tedy v situaci véty o divergenci? Tam je potfeba najit vnéjsi
jednotkovy normalovy vektor ke kiivce. Mame teény vektor 7' = (7], r}) a z néj mame dva pfirozené
kandidéaty na kolmy vektor, (r5, —r]) a (—r),r}). Neni tézké si rozmyslet, Ze pokud se pohybujeme
ve sméru 7’ v roviné, tak ten prvni kolmy ukazuje doprava a ten druhy doleva. My pro spravnou
orientaci potf“ebujeme vidét Vnitfek mnoiiny po své levé ruce, takée ten prvni vektor ukazuje ven

Y

b

" L () B PR (G
/F( %—/F MH(Wﬁ—/www b ) ey

C a
b

VNP +[r)?
_ / Fuirl, — For! [y]ll Hri dt = | Fyrl — Fyr) dt
V 2 - 1

b b

:/Fﬂ“édt—/Fgrl dt = /F1 dy /FQde’ /Fldy FQde’

a a

Tento vyraz se nékdy objevuje v dvoudimenzionalmch formulamch véty o dlvergenci.

Nyni se podivime na povrchovy integral. Budeme postupovat obdobné. V povrchovém inte-
gralu ,séitdme“ objemy f(Z) - dS. Rozhodneme se, ze se k povrchu S budeme dostavat pomoci
parametrizace, tedy vektorové funkce 7(u,v). Jak se pfenese plo$na infinitesiméla ze svéta u, v,
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tedy z R?, do R™? Pfesnéji feceno nés zajima, jak se zméni jeji obsah, protoze nis zajima velikost
podstavy onoho objemu f(Z) - dS.

Ve vychozim prostoru R?[u,v] si ted budeme ptedstavovat infinitesimaly jako nekone¢nd malé
¢tverecky. Jejich strany jsou sice stejné, ale odpovidaji riiznym soufadnicovym osam, takze je
budeme znacit du a dv. Obsah je tedy du - dv. Tento Ctverec pfeneseme pomoci 7 do cilového
prostoru R a podivame se, jak se zménil jeho obsah.

Zavedeme si presnéjsi znaceni. Zakladem je bod a, ktery je zaroven vrcholem sledovaného ¢tverce.
Jeho vodorovna strana o délce du se da vnimat jako tisecka s krajnimi body @ a @+ du-€7. Obdobné
vidime svislou stranu jako spojnici bodiu @ a @ + dv - €. Transformaci téchto bodu zjistime, co se

déje se ¢ctvercem.
v Z

Da se cekat, ze se kolmé vektory nemusi nutné prevést zase na kolmé vektory, ale tim to nemusi
skoncit. Jak naznacuje obrazek, obrazy jednotlivych stran se také mohou zakrivit. To by bylo
neprijemné. Kdyz je ale vychozi ¢tverecek extrémné maly, pak se strany nemohly prilis zdeformovat
a obraz elementarniho ¢tverce lze povazovat za rovnobéznik. Jaké jsou jeho strany?

— =

Z vodorovné strany infinitesimalniho étverce vznikl vektor, ktery vede z 7(@) do #(d + du - €1).
Mame tedy

@ =7(d+ du-éey) — 7(a).
Protoze je du velmi malé, pouzijeme pro prvni ¢len linedrni aproximaci vyuzivajici smérovou deri-
vaci. Zde jde ovSsem o derivaci ve sméru €7, tedy parcialni derivaci vaci u.

—

7@+ du - &) ~ 7(@) + De,7(@) - du = 7(@) + %(5) - du.

Pokud je to pro ¢tenéfe moc rychlé, mizeme se na to podivat po slozkach funkce 7= (rq,... 7).
or; or;
ri(@+du-€) =rjlar +du,a2) = rj(ai,a2) + a—g(al, az)du = r;(a@) + a—g(&')du.
Ted zpétné poskladame vektor.
7@ + du - &) ~ (rl(c_i) + %(d’)du, ra (@) + %(J)du, N )
- . 87‘1 R 87‘2 R SN 8F i
= (r1(@),r2(@),...) + <%(a), %(a), .. )du = 7(d) + %(a) - du.

Bylo to uzitecné uz proto, ze jsme si ujasnili, ze 3—5(6) je vlastné vektor. To podstatné je, ze jedna

strana naseho rovnobézniku je
or
ou

U=7(d@+du-é&)—7a)~

(@) - du.

Obdobné zjistime, Ze druhé strana je

—

T =7a+dv- &) — (@) ~ 8_2(5).(1@.

Vektory 4 a ¥ tvori rovnobéznik v R™. Jak najdeme jeho obsah? To neni obecné snadné. Proto se
omezime na piipad povrchii v R3. Tam existuje vzorec, ktery nachazi obsah dotyéného rovnobéznika
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jako velikost kartézského soucinu sousedicich stran.
= [5e@ 5

(52 @) = (5, @) ) 5,(@

Poznamenejme, ze to du dv vyslo z intuitivnich vypocti, ale nemeh bychom se vazat na presnou
podobu, napriklad Ze bychom pak museli integrovat nejprve vzhledem k u a pak vzhledem k v.
Spise nam to ¥ikd, ze tam mame o¢ekdvat d[u,v] neboli infinitesimalu z R?[u,v|, kterd miize mit
ruzné podoby, naptiklad tu nahore nebo také dv du.

dS = ||u x 9| =

Ted tedy umime nahradit v objemu f(#)dS diferencial. Hodnota funkce se pfirozené nahradi jako

f(@) = f(7(u,v)) a jsme pFipraveni to dat dohromady a dojit ke kyzenému vzorci. Bohuzel plati
jen pro n = 3, ale zrovna tato dimenze je potieba v aplikacich, takze toto omezeni nevadi.

Fakt.

Necht f je spojita funkce na néjaké mnoziné 2 C R3.

Necht S je povrch v 2 dany parametrizaci 7(u, v) pro (u,v) € D, kde D je n&jaka
mnozina v R? a 7 je vektorova funkce D +— ) takovd, ze ¥[D] = S, 7 je na D
prosta a ma nenulové spojité parcialni derivace na vnitiku D. Pak

//f )dS = //f uvH—x—Hduv

Opét to lze vnimat jako jistou formu substituce

7 = 7(u,v)
H— x 9| dudo |-

I zde mame zajimavjf specialni piipad. Uvazujme povrch S v R3, ktery je grafem néjaké diferen-
covatelné funkce g(z,y) na D. Pfirozenad parametrizace 7(x,y) = (x, y,9(x,y)) vede na vzorec

fa:y, )dS = fxygxy) (89) +<@>2+1d[x,y]‘
Dz Dy

Jak parametrizace funguje pro vektorové funkce? Zejména ndas zajima integral // F(%) e ds.

Uvazujme néjakou parametrizaci 7. Pak vektorovy souc¢in N = % X % dava vektor kolmy na

povrch v daném bodé. Podle nasich pfedpokladﬁ je nenulovy, tudiz pomoci n€j lze ziskat jednotkovy

normalovy vektor 7 =

S//F( e dS = // 7)eidS = // (7(u, v)) ||| d[u, v]
// (u, v)) o N dJu,v] = // F(7(u,v)) ?x%)d[u,v].

To se hodi, kdyz poéitame integraly ve Stokesové vzorci. Podivejme se na ten vektorovy soucin
blize.

87’ or (8r1 Ory 8r3> y <37“1 Ory 37’3)

8u o ou’ Ou’ Ou Oov’ Ov’ Ov
9ry  Ors 9rs  Ory Ory Org
_ ( ou ou ou ou ' ‘ ou ou ')
- Org  Ors Org  Ory || Or1  Ora | |-
ov ov ov ov ov ov
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Proto

- Ora  Orz Ors 9y
//F(f) e dS = //Fl(F(u,v)) ‘ 8873‘2 887}; ‘ dlu,v] + //FQ(F(U,U)) ‘ gf; g;i ’ d[u, v]
’ v v v v

D
8’!"1 %
//Fg m(u, v) ‘ S % ' dlu,v].
v ov
Ted to pijde. Parametrizace (u,v) — 7(u,v) = (r1(u,v),72(u, v), r3(u,v)) také vytvari tii pridru-

zené transformace R? — R?. Jedna z nich funguje takto:

x = ry(u,v),

y = r2(u,v).
Jak uvidime dale, pfi této substituci se diferencial transformuje podle vzorce
Ory 37“2
dedy = | 5% 8T2 du dv,
v v

coz souhlasi s vyrazem ve tifetim integralu. V prvnim integralu se podobné pouzije substituce
y = ro(u,v), z = r3(u,v) a v tom prostfednim z = rz(u,v), £ = ri(u,v) (pozor na poradi!).
Dostavame tak pomoci zpétné substituce prepis

// «dS = //F1 dydz-l—//Fg dzdx—i—//Fg )da dy.

Kdyz toto pouzijeme s rot(F') namlsto F' a spojime s predchozim prepisem krivkového integralu,
dostaneme alternativni zapis Stokesovy véty:
0F; OF: OF; OF: 0F, OF
/ —3 - —2>dydz n <—1 _ —3>dzdx + (—2 _ —1>dacdy - ]{Fldm + Fody + Fydz.

0z ox ox Jy
C

Nem to mij oblibeny tvar, ale stalo za to vysvétlit zde jeho smysl, kdybyste na to nékdy narazili.

Je nacase podivat se na substituci pro bézny vicerozmérny integral, kterym jsme tuto kapitolu
zacali. Mame tedy funkci f definovanou na mnoziné €2 v R™, o které predpokladame, ze ma opravdu
dimenzi n, coz si mizeme predstavit tak, ze ma neprazny vnitfek v R™, popfipadé ze ma nenulovy
n-rozmérny objem, takze n-rozmérny integral f na {2 nevyjde automaticky nula.

Substituce predpoklada, ze jsme si tuto mnozinu popsali parametricky, tedy existuje néjaka vek-
torova funkce 7 na jisté mnoziné D takova, ze Q0 = 7[D]. Protoze je mnozina Q n-rozmérna a my
chceme, aby byla funkce 7 hladka, musi byt i mnozina D n-rozmérna. Odpovida to nasi intuici, ze
na popis mnoziny, kterd ma opravdu n rozmeéri, potiebujeme n parametri.

Méme tedy vektorovou funkci 7: R™ +— R™. Nasim cilem je nahradit vyrazy typu f(Z)d[Z], kde
d[Z] je m-rozmérna infinitesiméla prostoru R™. Potfebujeme proto zjistit, jak se n-dimenzionalni
infinitesimala z vychozi mnoziny D pro funkci 7 pfenese do cilového prostoru; presnéji fe¢eno nas
zajimé zména n-dimenzionalniho objemu pii této transformaci.

Zacnéme pripadem n = 2, tedy mame vektorovou funkci 7(u, v), jejiz obrazy jsou také dvouroz-
mérné. Cheeme prenést Ctverecek o stranach ds, dt, a to je néco, co jsme jiz délali pred chvili. Ted
je cilovy prostor dvoudimenzionalni.

[6d] 106 [6d]



pH: Funkce vice proménnych Integral

v y
. F
A /,/'
dv L
Ez a du —
- e
0 ¢ u x

To znamena, ze v zavéru postupu musime zvolit jiny pristup pro vypocet obsahu rovnobéznika.
Ve dvou dimenzich mame z vektor® stran vytvofit matici a najit absolutni hodnotu jejiho deter-
minantu. Vektory 4 = %du av= %dv lze davat jako radky i jako sloupce, my zvolime druhou

variantu. Dostavame tedy
ur v o1 du 2 do gry 9y
det [ 1 1 det [ v Ov det [ v Qv
Uy U 92 du 22 o Ory  9ra
2 2 ou ov ou ov
Zajimavou shodou okolnosti tam vidime Jacobiho matici funkce 7. Pro jeji determinant jsme si
zavedli specialni znaceni a jméno jakobian, takze mizeme psat

dS = |A(@)| du dv.

dS = = = ~du - dv

Podivejme se na piipad n = 3. TakZe nas zajima trojny integral funkce f na mnoziné Q C R3
rozumného tvaru, ktery ,sc¢itd“ ¢tyfrozmérné objemy f(&) - dV, kde dV je objem elementarni
tfirozmérné krychlicky.

Uvazujeme parametrizaci 7(u,v,w): D — R3, kde D C R?® a Q = 7[D]. Jak se zméni objem

elementarni krychlicky se stranami du, dv, dw, kdyZ ji pomoci 7 pfeneseme do 27
w -

3

V

<V

|

Opét si jednotlivé strany napiSseme pomoci standardnich vektoru €7, €2, €3 a stejné vypocty jako
diive ukézou, ze se klicové strany krychle pfenesou na vektory
or or or
U~ —(a) du, v~ —(a)- -dv, wW~—(d)-dw.
) du, T (@) dv, @ (@)

Tyto vektory vytvaieji rovnobéznostén v R3. I jeho objem lze nalézt pomoci determinantu matice
z vektoru, dostavame tak

dV = |A#@)| du dv dw.
Vzhledem k tomu, Ze tento postup pro vypocet objemu n-rozmérného rovnobéznika v R" je univer-
zalni, d4 se ¢ekat, Ze nas vysledek plati ve vSech rozmérech, tedy n-dimenzionalni infinitesimala d[]
se bude nahrazovat ¢lenem |Az(@)|d[u], kde d[u] znadi infinitesimalu v definiénim oboru transfor-
mace 7 a bude ve vypoctech nahrazena prislusnymi infinitesimalami du dv, dt du dv dw a podobné.
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Véta.

Necht f je funkce spojitd na omezené mnoziné (2, pro kterou existuje integral
funkce f.

Uvazujme transformaci (vektorovou funkei) 7 D[] — Q[Z] takovou, ze #[D] =
Q, 7je spojita na D, prosta a spojité diferencovatelna na vnitiku D a jeji jakobian
Az je tam nenulovy.

Pak
Jof s@ @ = [ saiadm) .
@ D

Tim konc¢i nas ilustrovany tivod do integrali.

Poznamka: Vétsina odvozeni v této kapitole (i téch pfedchozich) byla intuitivni, coz znamena,
ze diky nim mame pocit, ze to vSechno dava smysl, ale zaroven jim nemtiizeme uplné vérit. Ten
pocit porozumeéni je samoziejmé uzitecny, ale kdo chce mit cisté svédomi, podiva se na korektni
dtkazy v néjaké poradné ucebnici, tfeba doporucenych skriptech.

JAN
Ted si vSechny integraly vyzkou$ime v monstréznim piikladé.

Piiklad: Uvazujme téleso
Q={(z,y,2) €ER3 0< 2 <1 (22 +22)}.
Podminka 0 < z ukazuje, ze tato mnozina lezi nad rovinou xy. Shora je vymezena plochou
z:\/w — 1=2a? 4y + 22

Toto je rovnice jednotkové sféry v R3, takze Q) je vlastné horni polokoule o poloméru jedna, budeme
tomu fikat dém.

Bude nas také zajimat plocha S, jmenovité ,stfecha“ tohoto dému, tedy horni polosféra, a kiivka
C, jmenovité hranice S neboli obvod zakladny, je to vlastné jednotkova kruznice v roviné xy.

Na téchto tfech mnozinach budeme integrovat funkci

flz,y,2) =4dzy + =.

Nez za¢neme, tak si vSimneme, Ze vSechny t¥i mnoziny 2, S, C' jsou zrcadlové soumérné vzhledem
k rovinam zz a yz. Také obé slozky funkce f jsou symetrické vzhledem k x a y, coz znamena, ze
by mélo stacit najit integral na jedné ¢tvrtiné téchto mnozin, napriklad na vyseci splnujici x > 0
a y > 0, fikejme tomu hlavni ¢tvrtina. Integraly pres zbyvajici ¢tvrtiny se pak z toho odvodi.

Konkrétné vyraz 4zy je lichy vzhledem k x a také vzhledem k y. Graficky to znamend, ze graf
4zy nalevo od osy y (pro x < 0) ma stejny tvar jako prava polovina, ale zrcadleny okolo roviny
xy, tedy s opacnymi znaménky. Integrovani na néjaké mnoziné nalevo pak samoziejmé musi dat
opacné cislo ve srovnani se symetrickou integraci napravo.

Mame stejnou symetrii vici levé a pravé strané osy x. Tyto dvé symetrie se spoji a dovedou nas
k nasledujicimu zavéru: Vysledek integrovani 4xy na hlavni ¢tvrtiné bude také platit pro protéjsi
¢tvrtinu, zatimco u sousednich étvrtin bude mit hodnota integralu opacné znaménko. Takze at uz
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integrujeme 4xy pfes celou mnozinu {2 nebo S ¢i C, vzdycky to musi vyjit nula. Jinymi slovy, az
to za chvili zacneme poradné pocitat, tak se v pribéhu vypoctu prvni ¢len funkce f vytrati.

Na druhou stranu, vyraz z je sudy vzhledem k x a y, takze integraly na vSech ¢tyfech ¢tvrtinach
souhlasi. Z toho vseho vyplyva, ze pokud chceme znat hodnoty onéch tii integralt funkce f (na €,
S, C), tak staci integrovat jen vyraz z na hlavni ¢tvrtiné a pak vysledné ¢islo vynasobit ¢tyfmi. Nés
ale vysledky zas tak nezajimaji, smyslem prikladu je ukizat metody, tak udélame plné vypocty.
Jdeme na to.

1) Krivkovy integral na C.

Kiivka C je ddna rovnicemi z2 + y? = 1, z = 0, coz napovida standardni parametrizaci

r=u,
y=Vi—a
z=0

pro jednu jeji polovinu a parametrizaci se vzorcem y = —v/1 — 22 pro tu druhou polovinu, u obou

se bere z € (—1,1). Pfistup s timto znacenim je docela populéarni, ale zde budeme radéji nasledovat
znaceni pouzité v teoretickych tvahach. Proto zavedeme parametrizaci 7(t) = (¢,v1 —t2,0) pro
te (—1,1).

Meéli bychom najit nahradu za diferencial ds.

—t —t 2 1
PO = (1= 0) = =124 () o=
(¥ V1—¢2 I~ V1—t2 V1—1t2

1
— ds = ——=dt.

Vi—2
Podobné zpracujeme druhou ptlku kruznice parametrizovanou pomoci #(t) = (t,—v1 —t2,0) a
dostaneme

1

/ dt dt
doy +zds= [ (HUV1I—12+0) —+ [ (4(-V1-1?) +0) —.
fuare = Javimen s [y o

21
Vypocteme:

1 1
1 1
]{4xy+ zds = /4tdt+/—4tdt = [2t2] + [—2152} =0+0=0.
~1 —1
C —1 -1
Alternativa: V mnoha situacich je nejlepsi parametrizace pro kruznici dana polarnimi soufadni-
cemi. Jak by to fungovalo zde?

z = cos(),
y = sin(yp),
z=0.

Pracujeme tedy s vektorovou funkei () = (cos(¢),sin(¢),0) pro ¢ € (0,27). Vidime jednu z
vyhod tohoto pristupu, jednim vzorcem dostavame celou kruznici.
Spocitame vztah mezi diferencialy:

—/

7' (¢) = (—sin(p), cos(¢),0) = [[F' ()] = \/SiHQ(SD) +cos?(p) +0%2 =1

= ds = dp.
Proto
27 2 )
f4acy +zds = /4cos(g0) sin(p) + 0dp = /2 sin(2¢p) dp = [— cos(2g0)] =—-1+1=0.
0
loj 0 0

[6d] 109 [6d]



pH: Funkce vice proménnych Integral

2) Povrchovy integral na S.

Povrch S je popsan podminkami 22 +42+22 = 1, 2 > 0, coz lze ekvivalentné nahradit podminkou
z = y/1— 22 —y2. Muzeme tedy vidét S jako graf funkce g(z,y) = /1 — 22 —y2. VysSe jsme
ukazah specialni vzorec pro tento typ povrchu, spoc¢itame to zde podrobne, abychom vidéli, jak se
k tomu dojde.

Formalné zavedeme parametricky popis 7(u,v) = (u,v, V1—u? — 1)2>, kde se (u,v) bere z jed-
notkového kruhu v R?, f¥ikejme mu D. Jinak fedeno, jako D bereme mnozinu parametri (u,v)
spliiujicich u? +v? < 1.

Potfebujeme najit norméalovy vektor:

gF 32 (10ﬁ>x(071’ﬁ>

_( u v 1)
NI V1w = )

N =

Proto

dS:||NHdS[u,v]:\/<m> +(m) +1dS[u,v]

= ——— dS[u,v].

Znacku dS[u,v] jsme zapsali rovinny diferencidl v R? s proménnymi u, v.

Mizeme sestavit integral:

//4xy+zd5 //4uv+\/ \/% //m

+ 1dS[u,v].

Vsimnéte si, ze jsme dostali integral funkce dvou proménnych na pl- v
nohodnotné dvoudimenzionalni mnoziné, je to tedy standardni dvojny 1 w?>+v2=1
. / N P T P~ o v o
integral. Ten pocitame redukci dimenze pomoci fezi mnozinou D. Tato
mnozina je jednotkovy kruh, tedy je to rutinni situace. Budeme fezat
volbou u mezi —1 a 1, pak se v pohybuje mezi —v/1 — u? a v/1 — u2.

V1—u? /1 u

4 1
// xy + zdS = / / \/7—1— dv du. B
S -1 i~

Vnitini integral (jeho prvni ¢len) se da zvladnout substituci:

Y
:‘ v v :/—4udw:—4uw:—4ux/1—u2—v2.

uv d
Vw2

_ —v
dw = == dv
Proto
1 1—u2
4
//4my—|—zdS:/ / $+1dvdu
1—u? —02
S -1 _ /12
1 1
/[ ] g 02\/17%1
= —4duv1—u*—v —H)] u = + — u? du.
Y
21
Standardni pfistup k tomuto integralu je pfes nepfimou substituci ¢t = sin(w). Pri Gpravé budeme
diky tomu, Ze cos(w) > 0 na (—%, 5 ), moci zjednodusit

cos?(w) = | cos(w)| = cos(w).
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Jdeme na to.

1 /2 /2
//4acy +2dS = /2@0@ = / 24/ cos?(w) cos(w) dw = / 2 cos? (w) dw
S 1 —r/2 —m/2
/2
= / 1+ sin(2w) dw = [w 1 cos(2w)] " =T.
—n/2 2 —m/2

Alternativa: Potfebujeme projit vSechny body stéry a dalsi mozny pfistup je zorganizovat je do
kruznic, tedy pomoci vodorovnych fezi. Volba néjakého z € (0, 1) ur¢i na nasi polosféfe kruznici,
jejiz polomér je R = /1 — 22. Pak uz jen zbyva projit vSemi body této kruznice, coz snadno
zaridime pomoci vhodného ihlu . Formalné je ¢ tithel mezi osou x a paprskem spojujicim pocatek
s projekci bodu kruznice do roviny xy.

Vzorce pro parametricky popis jsou

x=11—22cos(p),
y= /1= Zsin(p),

z = Z.

Formalné pracujeme s vektorovou funkci

7o, t) = (V1 —t2cos(p), V1 —t2sin(p), t).

Zde ¢ € (0,27) a t € (0,1). Pfesné feceno, horni polostéru dostaneme tak, ze bereme parametry
(p,t) z mnoziny D = (0,27) x (0,1). Ted zpracujeme povrchovou substituci:

N = or. or = (—\/ 1 —2sin(p), V1 — t2 cos(p), 0> X <_t cos(p) —tsin(p) 1)

_X_
dp Ot Vi—t2 J1-12

= (V1 —t2cos(p), V1 — t2sin(p), tsin®(p) + tcos?(p)) = (V1 — t2cos(p), V1 — t2sin(p), t).

Proto

dS = | N dSTp,1] = /(1 — £2) cos(p) + (1 — 2) sin®(p) + 12 S, 1]

=V1- 2+ 2djp,t] = dS[p, 1.

Mizeme sestavit prislusny integral:

//43:y +2dS = //4 1 — 2 cos() /1 — 2 sin(p) + t dS[p, 1.
S D

Zase mame napravo standardni dvojny integral. Tentokrate je D obdélnik, takze si miizeme volné
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vybrat poradi integrace a integrac¢ni meze jsou zjevné.
1 27

1
=2

//4xy—l—zdS // (1 — t?)sin(2p) + t dp dt :/ (1 — %) cos(2¢) + tp . dt
sD:

s 0

1

1
= /0+ 2t dt = [wtﬂ dt = .
0
0
Tento pristup se zda prijemnéjsi.

Alternativa: Velmi prijemny popis sféry pochéazi z t¥irozmérnych polarnich soufadnic, tedy ze
sférickych soufadnic. Pro dany bod na sféfe mame polarni thel 6 vystihujici, jak se tento bod
odklani od osy z. Kdyz mame 6, tak uz vime, jakou ma bod soufadnici z, a také zname polomér
kruznice, na které lezi. Jeho polohu na kruznici pak urc¢ime pomoci azimutu ¢ jako u predchoziho
pristupu.

Dostavame

x = cos(p) sin(6),
y = sin(¢p) sin(),
z = cos(6),

tedy pracujeme s funkci
7(p,0) = (cos(y) sin(6), sin(p) sin(f), cos(h)).
Horni polosféru dostaneme, kdyZ bereme ¢ € (0,27) a6 € <O, §>, neboli mame D = (0, 27) X <O, 2>
Jdeme na to:
N = g—; X % = (— sin(y) sin(@), cos(p) sin(f), ) (cos(gp) cos(0), sin(p) cos(), — sin(9)>

= (— cos(y) sin?(0), — sin(y) sin?(0), — sin?(¢) sin(#) cos(#) — cos?(y) sin(f) cos(0))

= (— cos(y) sin?(0), — sin(y) sin?(0), — sin(#) cos(f)).
Proto

wn

dS = ||N|| dS[p, 0] = \/ cos? () sin* () + sin®(¢) sin*(#) 4 sin?(#) cos?(#) dS[ep, 6]

= \/sm ) + sin?(6) cos2(6) dS[p, 0] = \/sin2(9)[sin2(0) + cos?(0)] dS|p, 0]
= |sin(0)| dS[e, 0] = sin(0) dS|p, 0].

Absolutni hodnotu jsme mohli vynechat, protoze sinus neni nikdy zaporny pro 6 € <0, §>

Integrovani na obdélniku je zase snadné.

// Aoy + 2dS = // (4.cos(ip) sin(6) sin() sin(6) + cos(6)) sin(8) dS[p, 6]

S
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71'/2 2

= / /2sin(2gp) sin®(0) + 3 sin(26) dy do
0 0

/2
=27
= / [— cos(2¢) sin®(6) + i sin(29)<p] T
=0
, @
/2
. 1 /2
= / 0 + 7sin(260) do = [—§7T cos(20)] , =T
0

Tohle taky docela slo.

3) Integral na (.

Protoze €2 neboli n4s dom mé neprazdny vnittek, je to opravdu tfidimenzionalni mnozina. Integral
pres  je tedy standardni trojny integral. Pouzijeme bézny postup, tedy redukci dimenze pomoci
fezu.

Méli bychom vybrat prvni smér, a jako dobry ndpad se zda fezat zvolenim z € (0,1) neboli
rovnobézné s rovinou zy, protoze takovy fez bude vlastné kruh. Snadno najdeme jeho polomér

coby R =1 — 22

Potfebujeme projit body takového kruhu, proto jej rozrezeme na prouzky. Zvolime néjaké y,
pfirozené mezi — R a R, to uréi pruh, na kterém se x mtize pohybovat mezi —/R2 — y2 a /R2 — y2.
Dostévame nasledujici trojndsobny integral:

1—22 /1—22—9y2

1
///493y—|—de:/ / / 4oy + zdx dy dz.
0

Q —VI=22 12242
Jako obvykle zacneme zevniti.
1 V1-22 S
///4xy +zdV = / / [2:623/ + zx] :i_ 1_1i2z_2y_2y2 dy dz
Q 0 _ /122
1 V122
—[ [ ovnvimE Py
0 _yi—s2

Zde je standardnim postupem substituce y = v/1 — z2sin(w), dy = v/1 — 22 cos(w) dw, kde se z
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bere jako parametr, takze pokracujeme nasledovné.

1 7/2
///490@/ +zdV = / / 22\/(1 — 22) — (1 — 22)sin?(w)V/1 — 22 cos(w) dw dz
Q 0 —7/2
1 7/2
:/ / 22v/1 — 224/1 — sin®(w) /1 — 22 cos(w) dw dz
0 —7/2
1 /2 1 7/2
= / / 22(1 — 2%) cos?®(w) dw dz = / / 2(1 = 2%)(1 + cos(2w)) dw dz
0 —m/2 0 —m/2
1 1
1 w=m/2 o
/ (1-2*)(w—12 sm(Qw))]w:_M2 dz = /7‘(’2(1 —2%)dz
0 0
| w=1-22 1 1150 7
'dw:—2zdz /_§7Tde_ [_iﬂﬁw ]1_1'

1
Jde to i jinak? Mohli bychom ted zkusit svislé fezy démem, ty budou ve tvaru ptlkruhu, ale vede
to na obdobné integraly. Bude zajimavéjsi zkusit jiné pristupy.

Alternativa: Pouzijeme sférické souradnice
x = rcos(p)sin(h),
y = rsin(y) sin(0),
z =1cos(f).

Protoze pocet vychozich i cilovych proménnych souhlasi, je
to substituce. Formalné pracujeme s funkci

7(r, p,0) = (rcos(ip) sin(f), r sin(p) sin(6), r cos(6)).
Celou horni polokouli dostaneme, kdyz vezmeme 7 € (0, 1),
p€(0,2m)afe(0,%).

Formalng bychom brali 7 jako zobrazeni z mnoziny D = (0, 1) x (0, 27) x (0, Z) na £, obé mnoziny
jsou trirozmeérné.
Potiebujeme najit jakobian.

or or or
o o 00 cos(p)sin(f) —rsin(yp)sin(d) rcos(yp) cos(6)
Ar = det % %—Zj % = det | sin(p)sin(d) rcos(p)sin(d) rsin(yp) cos(h)
drg  Org  Org cos(0) 0 —rsin(0)
or O 00
= —r2 cos?(p) sin®(0) — 2 sin®(¢) sin(6) cos?()

)
— 12 cos?(¢) sin(#) cos®(#) — r? sin?(¢) sin® ()
= —1?([cos® () + sin®(¢)] sin®(#) + [sin*(p) + cos? ()] sin(6) cos*(0))
= —r?(sin®(0) + sin(0) cos?(0)) = —r? sin(0) (sin®(0) + cos*(0))
= —r?sin(6).

Aplikujeme absolutni hodnotu a vezmeme v tvahu, ze 6 € <0, %> a tam je sinus kladny ¢i nula,
takze dostavame

dV = | —r?sin(0)| dVr, ¢, 0] = r*sin(0) dV[r, ¢, 0].

Jsme pripraveni aplikovat substituci. Novy integral bude trojny integral na mnoziné D, coz je
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Integral

tfidimenzionalni hranol. Mame tedy svobodnou volbu poradi integrovani a integracni meze jsou
zjevné.

//4903/ +zdV = ///(47“ cos(¢p) sin(6)r sin(¢p) sin(8) + r cos(9))r? sin(6) dV'[r, ¢, 0]
Q D
1 7/22n

_ / / / (202 sin(2¢) sin?(8) + - cos(8) )1 sin(8) dyp df dr

221

2rt sin(2¢) sin® () + > cos(6) sin(6) dip df dr
0

2
p=2m

|:—T4 cos(2yp) Sin3(9) + 13 cos(6) Sin(@)(p} 0 dr

»=0

2 1 7/2
0 4 277° cos(#) sin(0) db dr = / / 7r3 sin(20) db dr
00

O3 T3 Y3

0=m/2

1
1 1 T
dr = 3d:[—4]=—.
oo r /m" r 7T47°0 1
0

O O O °%~—__

[—%71’7“3 cos(2«9)]

Alternativa: Dalsi zajimavy pfistup je pouzit valcové soutadnice. Standardni prevod je

x = rcos(p),

y = rsin(p),

z = z.
To odpovida vektorové funkci

7(z,7,¢) = (rcos(p), rsin(p), 2).
Potfebujeme najit spravny defini¢ni obor D pro 7 tak, aby obrazem byl nas déom. Zjevna omezeni
jsou z € (0,1), r € (0,1) a ¢ € (0,27). Kdybychom ale jako D vzali hranol (0, 1) x (0,1) x (0, 27),
tak by obrazem byl valec. Potfebujeme omezit polomér r v zavislosti na vysSce neboli na z, a snadno
odvodime, Ze tim spravnym omezenim je 0 < r < /1 — 22. Pouzijeme proto mnozinu
D={(zre) eR} 0<p<2r, 0<2<1,0<r<V1-22)

Protoze omezeni pro r zavisi na z, bude zalezet na poradi integrace, r musi byt v integralu ,hlou-
béji“ nez z, aby se pres né€j integrovalo drive.

9ry  Or1  Om

Oz or Op 0 COS((:O) —-r SIH(QO)
Ap=det | &2 22 %—7:; =det [ 0 sin(p) 7rcos(p) | =rcos?(p)+rsin’(p) =r
9rs  9rz  Ors 1 0 0

0z or Oy
= dV =rdVi]z,r, ¢

///4xy +2zdV = ///(4r cos()rsin(p) + z)rdV[z,r, ¢]

Q

Proto
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1—22 27

= / / 2r3 sin(2p) + zr dp dr dz
0 0

Vi—z2

1
p=2m
/ [ 73 cos(2p) + zrgo} drdz / / 0+ 2mzrdrdz
=0
0 ’ 0
2T

Alternativa: To, Ze jsme si nemohli vybrat pofadi integrace, je trochu nemilé. D4 se to obejit
nasledujicim zajimavym trikem. Budeme vzdy brat r z (0, 1), ale skute¢ny polomér pak pti vypoctu
x a y prislusné upravime. Uvazujeme tedy nasledujici transformaci:

x=1rv1-—22cos(p),
y=rv1—2z2sin(p),
z=z.
To odpovida vektorové funkci
™z, 1, @) = (r\/ 1 —22cos(p),rvV1 — 22sin(yp), z)
a ted v ¥ bereme 2z € (0,1), r € (0,1) a ¢ € (0,27) neboli D = (0,1) x (0,1) x (0, 2m).
% % %_2 r\/l_—_z7 cos(¢p) V1 —2z2cos(p) —rv1—22sin(p)
Ay = det % % %_T(; = det r = sin(p) V1 —22%sin(p) V1 — 22 cos(p)
Ge Ga On 1 0 0
=r(1 — 2%) cos®(p) + (1 — 2%)sin?(¢) = r(1 — 2?)
= dV =7r(1—2%)dV][z,7, ).
Proto

//4xy tzdV = /// V1= 22 cos(p)ry/1 — 22sin(p) + 2)r(1 — 22) dV [z, 7, ¢]

2
/2r3 (1 — 2%)?sin(2p) + 2(1 — 2*)r dp dr dz
0

=27
[—7"3(1 — 2%)% cos(2¢) + 2(1 — ZQ)TQD] ’ . dr dz
(p:

Il
O S O~ °—_ 5
O O~ O~ _

1
r=1
0+ 2m2(1 — 2%)rdrdz = /7rz (1—22%) } dz
0

nz(1 —2%)dz = —.
Dosli jsme ke stejnému integralu jako v predchozim vypoctu, tak jsme jen zkopirovali vysledek.
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U primé aplikace valcovych souradnic se snaze hledal jakobian, u této alternativy to bylo trochu
delsi, ale zato jsme neméli starosti s novou integrac¢ni doménou D a mohli si vybrat poradi integrace.
Ja bych to vid€l na remizu.

A

Kdyz se na ty vypocty podivame s odstupem, mtizeme si v§imnout, ze vSechny probihaji stejnym
zpusobem. Danou integra¢ni mnozinu si popiseme tak, ze ptivodni sourfadnice nahradime néjakymi
novymi (tj. parametry). Integral pfes danou mnozinu se pak nahradi integrdlem pfes novou mnozinu
D, ke kterému pristupujeme jako k nové tloze. Rozdil mezi substituci a specidlnimi typy integrald
se projevi v kroku, kdy nahrazujeme diferencial.

e Pokud pocet ptivodnich a novych proménnych souhlasi, jde o substituci a pfi prevodu diferen-
cidlt pouzijeme jakobidn.

e Pokud pocet proménnych nesouhlasi a je jen jedna nova proménnd (parametr), jde o pfepis
kiivkového integralu a na to mame vzorec pro diferencialy.

e Pokud pocet proménnych nesouhlasi a jsou dvé nové proménné (parametry), jde o piepis po-
vrchového integralu. Na to mame vzorec pro diferencialy, pokud byly ptuvodni proménné tii.

Vétsina substituci v tomto ptikladé byla standardni, coz se tyka zejména polarnich, sférickych a
valcovych souradnic.

= dS =rdS][r,¢|

(
y = sin(p) sin(f), = dS = sin(0) dS[p, 0]

sin(), = dV = r?sin(#) dVr, p, 0]

x = rcos(p),
y =rsin(p), = dV =rdV|z,r, ¢]
z2=2z

Jesté v neddvné minulosti se studenti ucili tyto prevodni vzorce pro diferencidly nazpamét. Neni
pokrok uzasny?
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7. Vice o derivaci

Zde opoustime ilustrovany tvod a jednak spiSe pro tplnost zpresnime nase predchozi casto jen
geometrické ivahy, ale hlavné predstavime dalsi dilezita témata.

7a. Derivace a diferenciadlni operatory
V kapitole 3 jsme predstavili smérové derivace.

Definice.

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu a@ € R™. Necht u je vektor
z R".

Rekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé @ ve sméru , jestlize limita
hm(f(d'thﬁ)—f(ﬁ))
t—0 ¢

Pak definujeme (smérovou) derivaci f v bodé @ ve sméru 4 jako

Daf(@) = iy (LT =D

t—0 t

existuje konecna.

Napsali jsme, ze smérova derivace v jednom konkrétnim smeéru se chova jako bézna derivace.
Potvrdime to formalnimi tvrzenimi.

Véta.

Necht f, g jsou funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R™ a ¢ € R. Necht
u je vektor z R™.

Predpokladejme, ze f a g jsou diferencovatelné v @ ve sméru u. Pak jsou v a ve
sméru i diferencovatelné i funkce ¢f, f+g, f — g, [ g, 5 (pokud ¢g(a) # 0) a

plati
Dy(cf)(d@) = cDg f(a),
Di(f + g)(@) = Dy f(@) + Dag(a),
Da(f — 9)(a@) = Dy f(@) — Dag(a),
Dg(f - 9)(@) = Dg f(@) - g(@) + f(@) - Dag(a),
De(2) (@) = Do (@ 8@ — 5@) Dag(a

Dokonce mame i nasledujici. Pfipomenme, ze Véta o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné

vede na rovnost f(y) — f(z) = f'(c)(y — x).

Véta. (o stfedni hodnoté)
Necht f: D(f) — R je funkce, kde D(f) C R™. Necht &, 5 € D(f).

Predpokladejme, ze tsecka (&, ) lezi v D(f) a f mé na této tisecce derivaci ve
sméru U = ﬁ Pak existuje ¢ € (Z, ) takové, ze

f@) = f(&) = Daf(@) - |§ — Zl| = Dg—z(2)-

Useckou (@, ¥) v R” minime mnoZinu bodt ve tvaru @ + t(Z — @) pro t € (0,1). Véta tedy ik4,
ze existuje t € (0, 1) takové, ze
F@) = (&) = Daf(t+ (1 —8)j) - [|§ — Z|| = Dy—zf (7 + (1 - )7).
Protoze parcialni derivace jsou jen specialnim pripadem smérovych derivaci, véta o operacich nam
potvrzuje, ze pfi pocitani parcidlnich derivaci mizeme pouzivat bézné vzorce. Kdyz uz mluvime o
parcialnich derivacich, pfidejme i formalni definici prostorit C*.
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Definice.

Necht D je oblast v R™.

Definujeme C*(D) jako mnozinu vsech funkci f: D + R, které maji vsechny
parcialni derivace az po fad k a ty jsou spojité na D.

P1i pocitani parcidlnich derivaci vyssiho tfadu je prijemné, kdyz se nemusime starat o poradi
derivovani. Ukazeme obecnéjsi tvrzeni.

Véta.

Necht f je funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R".

Piedpokladejme, ze pro i, v € R™ existuji Dz(Dzf) a Dz(Dgzf) na néjakém okoli
d a jsou spojité v d. Pak Dz(Dzf)(@) = Dz(Dgzf)(Q).

Jesté nam chybi derivovani slozené funkce. Ve vice dimenzich to je docela zajimavé, takze si to
nechame na samostatnou sekci 7b.

Gradient jsou vlastné jen poskladané parcidlni derivace. Neni tézké si rozmyslet, ze vzorce ve
vété o operacich 1ze poskladat i do vektorti. Dostaneme tak pravidla pro gradient.

Véta.

Necht f, g jsou funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R™, necht ¢ € R.
Predpokladejme, Ze pro obé funkce existuje gradient V f(@) a Vg(a). Pak maji
gradient i funkce cf, f+g, -9, % L (pokud ¢(&@) # 0) a plati

V(cf)(a@) = cV f(a),

V(f +g)(a) = Vf(a)+ Vg(a),

V(f-g)a)= V(ﬁ)g )
@ =1

V()

Jako obvykle je mozné tyto vzorce interpretovat jako rovnost funkci na mnoziné, v tomto ptripadé
ovsem vektorovych funkci.

Vicf+g9)=cVf+Vy,
V(f-9)=Vf-g+f-Vy,
V(f) _Vf-9g-f-Vyg
CA . )
g g
Davaji ty vzorce smysl? Vime, Ze vektory je mozné scitat a odcitat, popripadé néasobit ¢i délit
skalarem. Zde je uzitecné si uvédomit, ze skalar klidné muze byt proménny, tedy vektor muizeme
nasobit funkeci.
Ptedstavme si napiiklad funkce f(z,y) = xy? a g(z,y) = e*TY. Pak je Vf vektorova funkce a
miizeme ji vynasobit skalarni funkci g:
Vf-g=(y"2zy) e = (2", 20y ™).
Vidime, ze vysledkem je vektorova funkce. To vysvétluje, pro¢ maji vzorce v souc¢inovém a podilo-

vém pravidle smysl.
UziteCnost gradientu jsme uz vidéli v kapitole 3, zde si priddme jednu povédomou vétu.

Véta.
Necht D je oblast v R™ a f € C1(D). Jestlize Vf = 0 na D, pak je f konstantni
na D.
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U vektorovych funkci je to zajimavéjsi. Pfipomenime, ze pro otevienou mnozinu D oznacujeme
symbolem [C'(D)]™ mnoZinu v8ech vektorovych funkci F: D — R™, které jsou spojité, tedy jejichz
slozky F; jsou z C(D). Podobné symbolem [C*(D)]™ ozna¢ujeme mnozinu viech vektorovych
funkei F: D — R™, jejichz slozky Fj jsou z C*(D), tedy maji parcialni derivace az do fadu k,
které jsou navic na D spojité. Nasledujici véty aplikujeme obvykle na funkce z [C1(D)]™.

Uvedli jsme tii diferencidlni operatory, jmenovité Jacobiho matici coby zobecnéni gradientu,
divergenci a rotaci. Zac¢neme tim, ze potvrdime linearitu, coz je tim hlavnim, co od operatori
ocCekdvame. Napiseme globalni verze.

Véta.
Necht F,G: D +— R™ jsou vektorové funkce, kde D C R™. Necht ¢ € R. Pak

Jertc = cJr + Jg,
div(cF 4+ G) = cdiv(F) + div(G),
rot(cF + G) = crot(F') + rot(G)

vsude, kde tyto vyrazy existuji.

Jak uz jsme si rozmysleli dfive, vektorovou funkci je mozno vynasobit skalarni funkci. Dvé vek-
torové funkce F,G mé smysl s¢itat ¢i od¢itat, mizeme je také nasobit skalarnim ¢i vektorovym
soucinem.

Véta.
Necht F,G: D — R™ jsou vektorové funkce, kde D C R™. Necht f, g jsou funkce
D — R. Pak

(i) Jpa = (VTG + fJg,
) div(f@Q) = fdiv(G) + Vf e G,
<g>  fdiv(G)—VfeG
/- f? ’

iii) di

(i
(
(iv) rot(fG) = frot(G) + Vf x G,
G\  frot(G) -VfxG
(v) rot(f> = 72 5
(vi) V(FeG)=F -Ja+ G- Jp,
(
(
(i
(
(

vii) div(F x G) = G erot(F') — F e rot(G),

viii) rot(F x G) = F - div(G) — G -div(F) + G - (Jp)T — F - (Jg)7T,
ix) rot(fVg) = Vf x Vg,

x) div(rot(F)) =0,

xi) rot(Vf) =0

vsude, kde tyto vyrazy existuji.

P1i interpretaci je potieba si uvédomit, ze gradient coby operator mé prednost pred dalSimi
operacemi, takze tfeba vzorec (ix) napravo interpretujeme jako (V f) x (Vg).

Vsechny vyrazy déavaji smysl. Naptiklad zrovna v (ix) se gradient g (tedy vektor) nasobi skalarni
funkci, vznikne tak vektorova funkce. Z ni je mozné udélat rotaci, vysledkem je zase vektor. Na
pravé strané vidime vektorovy soucin dvou vektorti, coz také dava vektor. Na levé a pravé strané
tedy porovnavame vektory (a stejného rozméru), coz dava smysl.

Podivejme se na pravou stranu (i). Gradient se bere jako fadkovy vektor, takze (V f)? je sloupcovy
vektor neboli matice o rozméru n x 1. Vektorova funkce G = (Gy,...,G,) je fadkovy vektor
neboli matice o rozméru 1 x n. Kdyz tyto dvé matice béZznym maticovym zptisobem vynasobime,
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dostaneme matici n x n, kterou pak lze secist s Jacobiho matici Jg stejného rozméru vynasobenou
funkci f, kterd zde nasobi matici jako skalar.

Ve vzorci (vi) mame nalevo nejprve skaldrni souéin dvou vektort, vysledkem je tedy ¢islo neboli
skalarni funkce vice proménnych. Aplikaci gradientu vznikne vektor (fadkovy). Na pravé strané
vidime vektorovou funkci neboli fadkovy vektor, jak nasobi matici. V tomto pripadé jde o bézné
maticové nasobeni matice 1 X n s matici n x n, vznikne tedy matice 1 x n neboli fadkovy vektor.
Typy vyrazi nalevo i napravo souhlasi.

Na pravé strané (ii) pak na konci vidime skaldrni souc¢in dvou fadkovych vektort, vysledkem je
¢islo neboli skalarni funkce, coz 1ze zakomponovat do zlomku.

Gradient je mozné vnimat jako diferencidlni operator, ktery lze symbolicky znacit jako

_ (i 9 i)
\Ozy Oz’ O/
Na funkci se pak aplikuje takto:

9 9 ) 9
<a_m""’ﬁ>f:<a_:i""’a_i>'

Uzasna véc je, ze se s nim dé zachézet jako se skuteénym vektorem. Naptiklad vime, ze derivaci ve
smeéru lze pocitat pomoci gradientu a skalarniho soucinu: Dz f = V f e @i. Podivejme se na to blize:

Viei=Y tlu =S udl = (Yu) s = we vy,
Aplikaci skalarniho souéinu na vektor (ug,...,u,) a abstraktni vektor ( 82, e ,%) vznikne

diferencidlni operator > u; »— 8 -, ktery realizuje smérovou derivaci. Symbolicky: Dz = w e V.

Zde se uplatnuje konvence, ze kdyz mame % f, tak se derivuje a je hotovo: a—f V opac¢ném

poradi f % se nederivuje, ale modifikuje diferencialni operator nasobenim. Neplati tedy, ze V o F’
by bylo totéz co F' e V pro vektorovou funkci F. Prvni vyraz totiz dava vysledek:
0 0 0 0 0F; oF,
—_— e, —— F,...,Fhp)=—F+ - +—F,=—+--- .
(81’1’ ’axn>.( 1eeeo ) 0x1 1t +8xn 0xq * +8xn

Je to vlastné divergence.

Naopak F'eV vytvari novy diferencidlni operator, ktery lze nasledné aplikovat na néjakou funkci
¢i vektorovou funkcei (pak se aplikuje na jednotlivé slozky):

0 0 0
(Fl,...,Fn).(a—ml,...,a—%> F1_+ +F

0x1 RE'

Je to tedy vlastné smérova derivace, zde ovSem i smér zalezi na proménnych.
Podobnymi triky lze vytvorit vSechny popularni operatory. Udélejme si seznam:
[ ] Dg = ﬁ L4 V,
e div(F') = V e F pro vektorové pole F,
e rot(F') = V x F pro tfirozmérné vektorové pole F.

Tento jazyk je docela popularni. Naptiklad posledni dvé pozorovani z predchozi véty se cCasto
zapisuji jako Ve (V x F)=0a V x (Vf) =0.

U pravidla (viii) je dokonce obvyklé jej pséat jako

erot(FxG)=F(VelG)—G(VeF)+ (GeV)F — (FeV)G.

Jak vyrazy napravo interpretujeme? Méjme funkce F' = (F,... ,F,) a G = (Gl, ..., Gp). Po-

divejme se na prvni vyraz napravo. V e G je skalarni soucin gradientu (8%1, e Ba ) s G, je to

tedy vyraz aimiGi neboli gi?, ty derivace se rovnou aplikuji. Vznikne skalarni funkce, kterou
je vynasobena vektorova funkce, prvni vyraz tedy je

(A B Y S = (RS Y RO,
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Protoze jsme zvykli na komutativitu, mohli bychom si myslet, Ze tfeti vyraz by mél vyjit stejné,
ale tam se nenasobi. V zavorce se skalarné nasobi vektor G s vektorem gradientu, ale v poradi
G e V, takzZe se nederivuje, ale vznikne diferencidlni operator Gia%-i' Napravo od néj pak vidime
funkci, na kterou se aplikuje, jmenovité na vektor, takze se aplikuje na kazdou slozku zv1ast:

(> Gia%Fl, . ,ZGia%Fn) -(X Gig—i, . ,Zaig—i).

Porovnanim vidime, ze prvni a tfeti ¢len napravo v (viii) nejsou stejné.
Podobneé si lze rozmyslet ostatni dva vyrazy.

Tuto sekci uzavieme pohledem na problematiku inverznich funkci. Vime, ze kdyz m4a dostatecné
rozumna funkce f inverzi f_q, tak lze jeji derivaci ziskat z derivace funkce f prostfednictvim vzorce

1
/
') = iy
Lokalni existenci inverzni funkce lze rozpoznat pomoci podminky f’(x) # 0.
Prirozené zobecnéni tohoto vysledku pracuje s vektorovymi funkcemi mezi prostory o stejné
dimenzi, naptiklad s transformacemi souradnic. Zaéneme ponékud obecnéjsim vysledkem, ktery je
vcelku snadné dokézat.

Véta.

Necht F: D — R™ je vektorova funkce, kde D C R™. Predpokladejme, Ze na
né&jakém okoli @ € D existuje inverzni funkce F~! k F. Ozna¢me b = F(a).
Jestlize je F' diferencovatelnd v @ a F~! je diferencovatelna v b, pak

Jp-1(b) = Jp(@) "

—

Soucasti zavéru je, ze Jacobiho matice Jp(d) je invertibilni. Muzeme také psat Jp-1(b) =
- —1
Jr(F~1(b)) . Toto znadeni predpoklad4, Ze nejprve dosadime za ¥ v Jr a pak najdeme inverzni
matici, ale jde to také délat v opaéném potadi J,'(F~1(b)).
Nyni si ukdzeme naro¢nou verzi (s obtiznym dtikazem), kde se existence inverzni funkce odvodi
z analogie nenulovosti derivace.

Véta.

Necht F': D — R"™ je vektorova funkce, kde D C R", a @ € D. Predpokladejme,
7e I’ € C*(U) pro n&jaké okoli U bodu a.

Jestlize Jp (@) neni singularni, pak existuje okoli B bodu @ takové, ze F' je na B
prosta funkce s obrazem C = F[B] a inverzni funkce F~1: C' — B je z C'(C),
pficemz

JF—I = JF_I(F_l) na C.

7b. Skladani funkci, transformace

Zacneme elegantnim obecnym vysledkem o derivaci pro slozenou funkci.

Véta.

Necht F': D — R™ je vektorova funkce, kde D C R™ je oteviend mnozina. Necht

G: M — RP je vektorova funkce, kde M C R™ je oteviend mnozina, pficemz

F[D] C M.

Jestlize F € [C1(D)]™ a G € [CY(M)]?, pak Go F € [CY(D)]P a pro @ € D plati
Jaor (@) = Jo(F(Q))Jr(Q).

Struéné: Jgop = Jg(F)Jp na D.
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Tento vysledek ¢tendfi jisté pripomene znamé fetizkové pravidlo ¢'(f)f’. Stoji za to si pfipome-
nout jeho podstatu, ktera je pékné vidét na pripadé skladani tii funkci.

Rlz] - R[y] -5 R[2] 2 R.

SloZenou funkci h o g o f si pfedstavujeme tak, ze do funkce h(z) dosadime z = ¢(y), nacez za y
dosadime y = f(z), vznikne h(g(f(x))).

Tato funkce méa derivaci [ho go f]" = h'(g(f)) - ¢'(f) - f/, ale Casto piSeme jen [h o go f| =
h' -g - f'. Tento vzorecek dobie vystihuje podstatu pravidla: Chceme-li derivovat slozenou funkci
h(g(f(x))), tak prosté zacneme vné a postupné krok za krokem prechazime dovniti k x, pficemz
vse, co potkame cestou, zderivujeme. Tyto derivace pak spojujeme nasobenim. Ovsem hotovy vyraz
musi mit jedinou proménnou, jmenovité x, takze nemuzeme vzit jako odpovéd h'(z)g’(y) f'(z), ale
musime dosadit za y a z, ¢imz vznikne ten pfesny a spravny tvar.

Jak se toto odrazi ve verzi pro vektorové funkce? Nejprve se presvédcime, Ze vyraz ve vété viibec
déava smysl. Nésobi se dvé Jacobiho matice béznym maticovym zptisobem. Aby slo funkce skladat
v poradi F' pak (G, musi byt dimenze cilového prostoru F’ stejna jako dimenze defini¢niho oboru G.
Jinak Feceno, pocet proménnych G musi odpovidat poctu slozek vektorové funkce F'. To znamena,
Ze matice Jg ma stejny pocet sloupci, jako mé matice Jrp fadki, a proto jdou néasobit v potfadi
Ja - JF.

Co to nasobeni ale konkrétné znamena? Nejprve si ujasnime situaci a zavedeme nazvy proménnych
v jednotlivych prostorech, se kterymi pracujeme.

R™[7] — R™[§] -Z5 RP.
Méame tedy funkci G(7) a do ni dosazujeme y§ = F(Z). Vysledkem je vektorova funkce, jejiz i té
slozka je
Gl(F(f)) = Gi(Fl(CEl, NN ,fL’n),FQ(.’L‘l, SN ,xn), ST ,Fm(.’L‘l, e ,xn)).

Jacobiho matice Jgor této slozené funkce vznikne tak, ze na radek s indexem ¢ umistime parcialni
derivace této slozky podle vSech proménnych. Na porzici (i, j) je tedy ¢islo

ana(i(x)) = 62] Gi(Fl(xly Ce ,l’n), FQ({L‘l, e ,LL‘n), NP ,Fm(l’l, N ,xn))
Podle vzorce z véty se k tomuto ¢islu umime dostat i tak, Ze vezmeme matici Jg, za proménnou
dosadime F(Z), a pak jeji fadek i prondsobime onim maticovym zptisobem se sloupcem j matice
Jr. Ono nasobeni je vlastné skalarni souc¢in onoho fadku a sloupce coby vektort, takze lze napsat

9GF) _ Gerye L
ij ij

Toto elegantni vyjadieni mé sva pouziti, ale my ted chceme védét, co to opravdu rikéa:

0G;(F) <8Gi (F),.. %(F)) . <6F1 %)

0z ton " OYm oz, Bz
0G; oF 0G; oF,,
= =L ... F
oy1 ( )5’xj Tt 8ym( ) Ox;
. 0G; ,  OF
- Z ) (F 3;'
=1 YYk J
Toto je kli¢ovy vzorec. Abychom lépe ocenili jeho vyznam, vynechame ted to dosazovani F':
0
8—G1(F1(x1, ey Tn), Fo(zr, ooy xn)y oo (21,00, )
Lj

_0G; 0F n 0G; OF, P 0G; 0F,,
O dx;  Oyg Ox; OYm Ox;
Tento vzorec zachovava podstatu fetizkového pravidla. Jsme s derivaci vné a chceme se dostat k
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proménné z ;. Ted je ale novinka v tom, Ze se proménna = ; nachazi na vice mistech, napiiklad vidime
m vyskytl proménné ;. Vzorec ndm fika, Ze se mame dostat ke vSem vyskytiim proménné x;, coz
je mozné skrz Fy, skrz Fy atd. Pokazdé mame v souladu s podstatou fetizkového pravidla zderivovat
vSe, co potkdme cestou, a derivace nasobit; to, jakou cestu ke konkrétnimu vyskytu x; volime,
urcuje, podle které proménné mame derivovat G;, takze napriklad pfi cesté k x; schovanému v F3
jdeme skrz druhou proménnou funkce G;, takze budeme derivovat G; podle ys. Souciny derivaci
téchto moznych cest pak spojujeme s¢itanim.

Jedna zajimava verze fetizkového pravidla si poméhé oznacenim y, = Fj(Z). MZzeme pak sym-
bolicky psat

0G; 0G; 0Fy  0G; 0F;, 0G; 0F,,
= + +

Ox;  Oy1 Ox;  Oyg Ox; T Oy Ox;
_ 0G; 0y . 0G; Oy . 0G; Oy,
© Oyy Ox; Oy Ox; OYm O

Piiklad: Uvazujme funkce F: R? — R3 a G: R3 +— R? definované takto:
F(z,y) = (2%y*,2° + y*, zy)
G(u,v,w) = (wvw,u® + v + w?).
Najdeme parcialni derivace pro funkci H = G o F' = G(F'). Muzeme to vidét tak, ze do funkce
G(u,v,w) dosazujeme

u:x2y2,

2 2
v=x" +y°,
w = TY.

Nejprve derivace najdeme formalné podle véty. Zacneme Jacobi maticemi pro funkce F' a G. Jed-
notlivé slozky jsou Fi(z,y) = 2%y?, Fa(z,y) = 2% + 2, F3(z,y) = 2y a Gi(u,v,w) = uvw,
Ga(u,v,w) = u? + v? + w?. Pak

2xy2 2x2y W uw uv
JF(«T,y) = 2 2y ) JG(uuvuw): (2u 20 211)) .
y X

Potiebujeme jesté dosadit u = Fy(x,y), v = Fy(z,y), w = F3(z,y) do Jg, dostaneme
2? +y?)x r?y’x r?y? (2? + y?
J(;(F(m,y)):<( y)zy y-xry y=( y°) _

2222 2(z? + y?) 2xy
Mame tedy
2zy% 222y
_ (@4 yPey 2y 2P (2 +yP)
Iu) = Je(F (e Jea) = ()Y BV 2
o 4a3y* + da(2? + y2) + 2292 4oty + dy(2? + y?) + 222y
B 55(34y3 +3x2y5 3$5y2 —|—5.’L‘3y4
T\ 4ad + 43yt + 6zy? datyd + 62y + 493 )

Tento postup je vyhodny v teoretickych iivahach, v praxi ¢astéji hledame jednotlivé parcialni deri-
vace slozené funkce H(z,y) = G(Fy(z,y), Fo(x,y), F3(z,y)) aplikaci fetizkového pravidla. Ukazeme

si 281 neboli levy horni roh v Jy.

Prvni slozka H je Hi(z,y) = G1(Fi(z,y), Fa(x,y), F5(x,y)). Pokud chceme najit derivaci vzhle-
dem k z, pak se k tomu x musime zvenc¢i dostat. Vidime jej na tfech mistech (ve tfech proménnych

[7b] 124 [7b]



pH: Funkce vice proménnych Derivace I1

G1), takZe vSechny tyto cesty musime projit: k x se dostaneme skrz Fy, F5 a F3.
0H, 0G, O0F n 0G1 0F; N 0G1 O0F3

ox ou Ox v Oz ow Ox

= vw - 2xy? +uw - 22 + wv -y = (22 + yH)zy2ry® + (2%y?)xy2z + 2%y% (2? + y?)y

= 5xty® + 3220
Dobte to dopadlo, dostali jsme stejny vysledek.

Nyni jesté zkusime najit parcialni derivace ptimo. Nejprve zjistime, jak vypada H:
H(z,y) = G(a?y?,2° + y*, zy) = (¢*y* (2 + y*)ay, (27y°)* + (2 +y*)* + (2y)?)
= (2°y® + 2%y°, 2 + y* + 2yt + 32%Y7).

Nyni najdeme parcilni derivace slozek H;(z,y) = 25y% +23y5 a Hay(z,y) = 2t +y* + 2y? + 32292
primo:

OH
1 _ 5904y3 +3x2y5
ox
OH
ufah - 3x5y2 + 5x3y4
Jy
OH
2 4ty 4a3y* + 621>
ox
OH
=2 = 4oty + 627y + 49°.
y

Tim jsme potvrdili vysledek ziskany vzorcem pro derivaci slozené funkce. Toto bylo samoziejmé
nejsnazsi, ale ne vzdy je to mozné, napriklad pokud nékteré zucastnéné funkce nezname. Je tedy
dilezité umét aplikovat Fetizkové pravidlo i na funkce vice proménnych.

A

V aplikacich se casto stava, ze jeden z prostori, které u skladani mame, je jednorozmeérny. Pak
se hodi zjednodusené verze pravidla pro derivaci slozené funkce. Nejprve si jako ilustraci ukazeme
pripad, kdy m = p = 1. Mame tedy funkci f: R"™ +— R vice proménnych a my ji ,prodlouzime*
dalsi funkci g: R — R. Po slozeni vznikne funkce vice proménnych R"™ — R. Z Jacobiho matice
se pro funkci vice proménnych stane gradient, pro jednoduchou funkci pak derivace. Dostavame
nasledujici tvrzeni, ve kterém jsme se pro jednoduchost omezili na hladké funkce.

Véta.

Necht D C R" je oteviend mnozina a f € C'(D) je funkce. Necht M je otevieny
interval takovy, ze f[D] C M, uvazujme funkci g € C1(M).

Pak go f € C1(D) a na D plati

Vigo f) =g (fIVF.

Ve vzorci je napravo gradient, tedy vektor, nasobeny skalarem, coz dava smysl. O jednotlivych
parcialnich derivacich ndm vzorec rika toto:

0 of

0@ m)) = g (Pl @) 5 ().
Piiklad: Uvazujme f(z,y) = sin(zy) a g(u) = u?, zajima nés derivace slozené funkce g o f.
R2[z, y] 0, Rly) 2 R
Pouzijeme vétu. ¢'(u) = 2u, proto
0 0
— =2 - —|si =2 . -y = 2y si .
oI @y =2u o lsin(zy)] = 2f(z,y) - cos(zy) -y = 2y sin(zy) cos(zy)
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Ovéiitme: Mame (g o f)(x,y) = [sin(zy)]?, tedy opravdu derivace je

() = 2sin(ay) < [sinay)] = 2sin(zy) cos(ry)y.

Derivace podle y se déla obdobné.

JAN
Pojdme se ted podivat na dvé velmi uzitecné situace, které se poji s pribéhem.

Pohyb po krivce.

Predstavme si nasledujici situaci. Funkce g vice proménnych popisuje tifeba teplotu v riznych
mistech uc¢ebny, ma tedy tii proménné. Vektorova funkce G muiize popisovat tieba proudéni vzduchu
v doty¢né mistnosti, je to tedy funkce R® — R3. My touto mistnosti pochdzime, pohybujeme se
tedy po parametrické kiivce s casem jako proménnou.

Tradi¢ni oznaceni nasi polohy (viéi néjaké soufadnicové soustavé) by ve fyzice bylo 7(t). Je to
tedy funkce R ~ R3. Pro parametrické kiivky 7(t) = (ri(t),m2(t),r3(t)) jsme si zavedli uzitecné
znaceni 7'(t) = (ri(t),r5(t),r5(t)). OvSem pokud se chceme odvolat na obecnou vétu, pak bychom
to méli vnimat jako specidlni pfipad Jacobiho matice, coz je pro takovouto funkci sloupec; budeme
tedy ve vzorci transponovat, at se z ’(t) stane sloupcovy vektor.

Slozena funkce (g o 7)(t) = g(r(t)) popisuje, jakou teplotu pfi své prochazce registrujeme. Je to
vlastné obycejna funkce R — R. Pokud ji zderivujeme, zjistime, jak rychle se pri nasem pohybu
teplota méni subjektivné, z naseho pohledu. To jisté n€jak souvisi s tim, jak se méni teplota v
mistnosti jako takové, tedy s prostorovym gradientem funkce g.

Slozené funkce (G o 7)(t) = G(7(t)) popisuje, jaky vitr citime p¥i své prochazce. Je to vektorova
funkce R +— R3, tedy formalné parametricka kiivka, budeme hledat jeji derivaci [G(7)]’, kterou
budeme v obecném vzorci transponovat na sloupcovy vektor, aby zapadl do obecného ramce.

Souvislosti prostorovych derivaci (Jacobiho matice) s derivacemi, které se vazou na nasi cestu
mistnosti, nabidne specialni verze véty o derivaci slozené funkce.

Véta.
Necht D je otevieny interval v R a 7 € [C1(D)]™ je vektorové funkce.
Necht M je oteviend mnozina v R™ takova, ze 7[D] C M.
(i) Pro funkci g € C1(M) pak g(7) € C1(D) a plati
lg(7)]" = Vg(7) - 7T
(i) Pro vektorovou funkci G € [C*(M)]P pak G(7) € [C*(D)]P a plati
GO = To()

V prvnim vzorci napravo mame

dg dg T dg dg
\Y% -F’T:< ey ) T 4 :<—,...,—)o TS 4
g Oy 0T, () m) Oy 0Ty, (1 )
g 99
= ——r e .
8901 ! + + 8xm m
Protoze zkousime derivovat funkei g(r1(t), ... ,rn,(t)) podle ¢, odpovida to intuici fetizkového pra-

vidla, ze mame vyzkousSet vSechny moznosti, jak se dostat k ¢ (tyto moznosti s¢itdme), pokazdé
derivujeme vse, co cestou potkame, a nasobime ty derivace. V tomto vzorci do bylo pékné vidét,

vvvvv
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To mé prirozenou interpretaci. Pohybujeme se po jisté kiivce. V ¢ase t jsme v misté 7 (¢) a chceme
védét, jak rychlou zménu pozorujeme u funkce g. Vzorec nam rika, af se podivime na smérovou
derivaci g ve sméru 7'(t), tedy ve sméru ve kterém se zrovna pohybujeme.

U vektorové verze méme funkci G(7): R — RP, jmenovité funkei (G1(7(t)), ..., G,(7(t))). Hle-
dame tedy sloupcovou Jacobiho matici p x 1 se slozkami [G;(7)]’. Na pravé strané vzorce vidime,
jak se p x m matice nasobi sloupcovym vektorem m x 1, coz rozmérové souhlasi. Maticové nasobeni
skryva vzorce

Gira(0)- O = Y- S0

coz opét odpovida zakladni filosofii fetizkového pravidla. Je to vlastné stejny vzorec jako pro g
vyse, coz dava smysl, protoze prosté aplikujeme derivaci na jednotlivé slozky vektorové funkce

G=(Gi,...,Gm).

Transformace souradnic
Zde uvazujeme piipad n = m a p = 1. Mame tedy vektorovou funkci F: R™ — R™ a na ni
navazujici funkci g: R™ — R. Véta o derivaci slozené funkce pak ma tuto podobu:

Véta.

Necht D je oteviend mnoZina v R" a F' € [C!(D)]" je vektorova funkce. Necht
M je oteviena mnozina v R™ takova, ze F[D] C M, uvazujme funkci g € C1(M).
Pak g(F) € C*(D) a plati

V(g(F)) =Vg(F)JF.

Jako obvykle pro praktické pocitani potiebujeme rozklicovat tento kompaktni vysledek. Zacneme
tim, Ze zavedeme nazvy pro proménné v jednotlivych prostorech vyskytujicich se v této véte.

R[] 25 R"[7] % R R"[7] 2 R.
Jinak feceno, mame funkci g(%), do které dosazujeme i = F(¥) a dostaneme g(F')(Z).

dg(F)
6$i

89 matici se slozkami —. Kdyz v tomto nasobeni spocitame jednu slozku, dostavame
Yi Yj

Nalevo ve vzorci ted vidime vektor, jehoz slozky jsou . Napravo nésobime (Ffadkovy) vektor

se slozkami

vzorec

jg: 89 8F1
8:I:Z < 0y; Ox; ‘
Jako obvykle je to v souladu se zékladni myslenkou. Kdyz chceme derivovat funkci
91,92, s yn) = g(F1(x1, ... yxp), Fo(1, .oy 2n), .o s Fp(x1, ..., 20))

podle z;, tak se musime dostat ke vSem vyskytim x; ve vzorci a cestou zderivujeme vSechno, co
potkame:

0g OFy  0g O0Fy n 0g OF,

Oy Ox;  Oyo Ox; oy, Ox;

Ted si k tomu postavime praktickou interpretaci. Pfedstavme si, ze mame funkci g(7): R" — R,
ktera popisuje néjakou fyzikalni veli¢inu (t¥eba lokalni teplotu), pfi¢emz pozice se udava vzhledem
k néjaké souradnicové soustave ¢, mizeme si predstavit tfeba kartézské souradnice. My ale zjistime,
ze je pro nas vyhodnéjsi pouzit néjaky jiny souradnicovy systém se souradnicemi #. Vznika tak
nova funkce §(¥), kterd popisuje sice stejnou kvantitu (stejny jev), ale viéi jinym soutadnicim,
tedy bude to témér jisté formélné jina funkce (jiny vzorec).
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Protoze funkce ¢g(7') a (%) popisuji stejny jev, da se ¢ekat, Ze mezi nimi existuje néjaky vztah. Ten
je dan prevodem mezi soufadnicemi. Pfedpokladejme, ze existuje vektorova funkce F: R™ — R",
kterda prevadi soufadnice & na soufadnice ¥, formalné § = F(Z). Pokud sedime v bodé s novymi
soufadnicemi 7, tak hodnotu doty¢né fyzikalni veli¢iny mtuzeme ziskat dosazenim do §. Alternativni
moznost je nejprve zjistit, ze vzhledem ke starym souradnicim méame polohu § = F(¥), a to dosadit
do g. Protoze se ptame na tutéz hodnotu na stejném misté, musi platit

9(%) = g(F(2)).
Zda se to zjevné, prosté do g dosadime za 7/, ale je dobré védét, ze to dava i smysl v aplikacich.
Protoze je F' transformaci souradnic, tak bychom cekali, Ze je invertibilni, tedy mame k dispozici
i funkci & = F_1(y). Pak také g(7) = g(F_1(¥)).

Piiklad: Uvazujme funkci g(z,y) = 2%y. Vyjadiuji, jak hodnoty jistého jevu (tieba teplotu) vidi
pozorovatel, ktery svou pozici méri v kartézskych souradnicich. Druhy pozorovatel vidi stejny jev,
ale pouziva polarni soufadnice, tedy vidi zavislost §(r, ).

Predpokladejme, ze oba pozorovatelé pouzivaji stejny pocatek a osu x. Pak maji k dispozici
pohodlny prevod soufadnic. Od polarnich souradnic se k tém kartézskym dostaneme vzorci

x = rcos(p),

y = rsin(y).
Zde se bere r > 0 a 0 < ¢ < 27. Formalné vidime tuto transformaci coby vektorovou funkci

F(r,p) = (r cos(p),r sin(@)).
Druhy pozorovatel tak vidi, ze jev zavisi na jeho pozici dle vzorce

g(r, ) = g(r cos(p),r sin(gp)) = 13 cos? () sin(p).

Vidime, Ze je to opravdu jina funkce nez ta, kterou pozoruje prvni pozorovatel. Funguje to ale tak,
ze kdyz oba stoji na stejném misté a dosadi své souradnice do své funkce, tak dostanou stejnou
hodnotu.

Polarni souradnice jsou popularni, ackoliv nejsou zcela prijemné. Jsou dva problémy. Za prvé, je
tfeba rozhodnout, jak kddovat pocatek, jinak by F' nebylo prosté. Zatimco totiz pro pocatek mame
evidentné r = 0, s tthlem je to horsi, vSechny by fungovaly. Je tedy nutno vybrat.

Kdyz to udélame, tak k F' bude existovat inverzni zobrazeni F'_;, které dava prevod od kartéz-
skych soutfadnic k polarnim. Tam ovSem narazime na druhou nepfijemnou komplikaci: pro tento
prevod neméame algebraicky vzorec pro .

A

V praxi, zejména ve fyzice, si zjednodusuji zivot tim, Ze nepouzivaji piresné znaceni. Protoze
funkce g a g popisuji stejny jev, znaci je obé jako g a rozlisuji je oznacenim proménné. Psali by
tedy g(7) a také g(Z) namisto §(&), ackoliv jde vzoreckové o dvé ruzné funkce. Dalsi rozsireny
zvyk je nepouzivat pro transformaci jméno F', ale nazyvat ji jménem cilové proménné. Fyzici by
tedy psali i = ¢/(¥), popiipadé ¥ = F() pro inverzni transformaci. Casto se ani nepouziva aparat
vektorové funkce, ale pracuje se s transformac¢nimi funkcemi pro jednotlivé proménné, tedy psali
by y; = y;(Z) nebo y; = y,(x1,... ,2n).

Piiklad: Vratime-li se k pfedchozimu piikladu, tak praktici by vidéli dvé verze funkce g:
g(z,y) = 2%y,
g(r, ) = r° cos? () sin().
Transformaci by pak znacili takto:
x = x(r, ) = rcos(p),

y =y(r,p) = rsin(p).
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V praktickém znaceni lze pravidlo pro derivaci zachytit takto:

y) Oys
6:1:1 Z &yk ox;’

Piiklad: UvaZujme opét funkci g(x,y) = 2%y a pfevod od polarnich na kartézské soufadnice. Po-
kud chceme znat parcialni derivace funkce g vii¢i polarnim souradnicim, mtizeme prosté zderivovat

funkci g(r, ) = 13 cos?(¢) sin(ip):
99 o2 2 :
5 3r“ cos” () sin(yp),
g_g = 2r® cos()(—sin(y)) sin(y) + 72 cos®(p) cos(y)
¥

= 73 cos(ip)[cos?(p) — 2sin’(p)].
Jak to bude fungovat podle véty?
dg 8g or 0Jg 8y
ar ") = aear Tayor
= 27 cos(¢)r sin(¢) cos(p) + (r cos(p))? sin(p) = 3r? cos?(¢) sin(yp),
dg 8g 8y dg 8y
%(r, #) = Oz o oy Ay Do
= —2r cos(p)rsin(p)rsin(p) + (r cos(p))

Vsimnéte si, ze derivace g—g, g—g pracuji s proménnymi z, y, takze aby mél vysledek smysl (chceme

= 2y cos(p) + 22 sin(yp)

= —2zyrsin(p) + zr cos(y)

21 cos(p) = —2r2 cos(ip) sin?(p) + 2 cos® ().

derivaci vzhledem k r ¢i @), museli jsme jesté dosadit.

Tento druhy vypocet byl delsi, nicméné jsou situace, kdy to jinak nejde. Predstavme si napriklad,
Ze priméarni informace jsou ty od polarniho pozorovatele, tedy mame k dispozici vzorec g(r, ) =
r3 cos?(p) sin(yp) a také informace o tom, jak rychle se ¢ méni, tedy zndme gradient ¢ili parcidlni
derivace vuci r a . Tuto informaci by rad ziskal i kartézsky pozorovatel.

Pfirozeny pfistup by bylo vzit inverzni transformacni vzorce r = r(z,y) a ¢ = ¢(z,y) a nasledovat
predchozi vypocdet. Bohuzel, my sice mame r = /22 + 42, ale neexistuje diferencovatelny vzorec
pro ¢ v zavislosti na x,y. Je tedy treba zkusit néco jiného.

Nejprve se vratime k predchozimu procesu, kdy jsme prechazeli od kartézskych na polarni sou-
fadnice a hledali souvislost mezi derivacemi.

89 ag ox ag 83/
or Oz or 8y or
0g ag 8y 89 oy
dp  Oxdo  Oyop

Dosadime znamé udaje:

. 89
2 .2 _ 99
3r< cos*(p) sin(yp) = D cos(p) + 3y - sin(¢p)

. 89 dg
3 2 2 .
r° cos(p)[cos®(p) — 2sin“(p)] s -rsin(p) + 9y rcos(¢p).

Vznikly dvé linearni rovnice, ve kterych méame hledané parcialni derivace jako dvé neznamé, takze
by nemél byt problém je najit (alespon teoreticky). V tomto pfipadé vypada nadéjné jinak nepfilis
populérni Kramerovo pravidlo, které pfimym vypoctem poskytne

dg 213 cos(yp)sin(yp)

_ = — 2 1

Oz . 21 cos(¢p) sin(yp),
g r° cos® (i) 2 a2

8_y = T = T~ COS ((,O)
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Vsimnéte si, ze ndm to uplné nesedi. Nasli jsme parcidlni derivace vzhledem k = a y, ale ve
vzorcich vystupuji ty druhé proménné. Zajimavé je, ze za chvili uvidime aplikaci, kde ndm to
presné takto vyhovuje, takze tento postup ma néco do sebe. Pro kartézského pozorovatele je to
nicméné neptijemné, protoze ten vidi svét ofima proménnych x a y. D4 se s tim néco délat?

Pokud méame k dispozici pfevodni vzorce z kartézskych souradnic na polarni, tedy r = r(x,y)
a ¢ = p(x,y), tak staci dosadit do vyrazti napravo a dostaneme ty spravné vzorce pro parcialni
derivace. Zde ale ty prevodni vzorce nemame, ostatné proto jsme volili tento pracnéjsi postup, ale
zato mame $tésti (coz je také velmi dulezité). Vysledky lze totiz upravit tak, ze v nich kartézské
soufadnice pozname.

9y
. r cos()r sin(p) xy,
dg 2 2
— = |rcos =z
50 = [reos()]
Kartézsky pozorovatel je tedy nakonec spokojen.

A

Shriime si situaci. Mame funkci dvou proménnych, kterd je zadadna vici souradnicim x,y a také
viéi soufadnicim wu,v. Pro pfevod soufadnic mame vzorce z = z(u,v), y = y(u,v). Pak mame
vzorce

of Ofox Of oy

ou Oz Ou + Jy Ou

of Ofox  Of oy

ov Oz v + Jy v
Tyto vzorce je mozné pouzit pfimo, pokud chceme najit parcialni derivace vzhledem k u a v. Ma
smysl pak ocekavat odpovédi v fe¢i proménnych wu, v, coz znamena, ze do % a g—g jesté musime
dosadit = z(u,v) a y = y(u,v), coz u fetizkového pravidla délame standardné.

Druha moznost je vyuzit tyto rovnice jako soustavu a jejim vyfesenim ziskat parcialni derivace
vzhledem k = a y. Ty by zase mély byt v feci proménnych z,y, coz miize byt problém, pokud se
ve vyrazech neumime zbavit nechténych proménnych dosazenim r = r(z,y) a ¢ = p(z,y).

Vse funguje analogicky i pro vice proménnych.

Priklad: Na obdélnikovém htisti dva spravci méfi hustotu travniku f. Dohodli se na spole¢ném
pocatku soufadnic v zapadnim rohu, oba hodlaji pouzivat kartézské souradnice.

Jeden k urceni pozice pouziva GPS, takze orientuje osy na vychod
a sever a méfi v metrech. Vznikla tak soufadnicovd soustava [zy], I
vyznacend na obrazku cernou ctvercovou siti. Pozoruje pak funkci | |
f(x7 y) \ N ! b NI

Ten druhy vzdalenosti krokuje, a to vzhledem ke strandm hraci plo- 17T _g = 17 /<
chy. Délka kroku definuje jednotkové smérové vektory u a v, jejich v TN
soufadnice vzhledem k soustavé [zy] jsou @ = (1, —1) a ¥ = (1,1); ten 0
tedy mé dlouhé nohy. Vznika tak souradnicova soustava [uv], vyzna- i
¢end modrou ¢tvercovou siti, kterd je diagonélni viéi soustavé [zy]. i YV

KdyZ [uv]-pozorovatel stoji v misté, na které se dostal u kroky ve L7 =
sméru ¥ a v kroky ve sméru v, tak ma vzhledem ke své soutradné !
soustavé soufadnice (u,v). OvSem [zy]-pozorovatel jej vidi v lokaci

wil + v =u(l,-1) +v(1,1) = (u + v, —u + v).

Mame tedy transformaci

Yy N

r=u-+uv,

y=—-u-+o.
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Ta umoznuje nasledujici pifimy prepocet parcialnich derivaci:

of 0fdx _9fdy of af

%_8x8u+8y3u oz 1+8y (=1);

of ofow _ofoy of . of
av_8x8v+8yav oz 1+8y 1

Takze
of _of _of
ou Ox Oy’
of _of _of
ov  Ox Oy’
presnéji
of . af, . of
%(U,U) - 8l‘($,y) ay(wvy)a
af _ 8f af

Pak napravo dosadime z = u + v, y = v — .
Pokud by nas zajimal opacny pirevod, mohli bychom tuto soustavu vytesit pro parcialni derivace
napravo, coz se snadno udéla naptiklad se¢tenim a odec¢tenim rovnic:
of 10f 10f
dr  20u  28v
of  19f  10f
dy 200 200
Také bychom mohli najit inverzni transformaci soufadnic tim, ze ptvodni transformac¢ni rovnice
vyTesime pro u, v:

1 1
U= —x —

2 2y7

1 +1
v=—x + —.

9t T oY

Ted lze ty druhé prevodni vzorce ziskat pfimou aplikaci fetizkového pravidla:
of 8f8u+8f(% of 14_% 1
Oz Oudr  Owdr Ou 2 v 2
of _0fou Ofov _Of ( 1) 8f 1
8y " Ou 8y v 8y ou 2

A

Transformace diferencialnich vyraza

Fyzikalni zakony jsou typicky vyjadfeny diferencidlnimi rovnicemi, coz jsou rovnice, ve kterych
se vyskytuji vyrazy s derivacemi. Fyzika neni jedind, s diferencidlnimi rovnicemi pracuji i dalsi
prirodni védy nebo tfeba inzenyti. Standardné se piirodni zdkonitosti formuluji vzhledem ke kar-
tézskym soutradnicim. Nékdy ale potirebujeme zjistit, jak dotycny zadkon vypada, kdyz na svét
nahlizime pohledem jinych soufadnic. V takovém ptipadé musime prevést zicastnéné diferencialni
vyrazy do novych souradnic.

Priklad: Mame funkci f(z,y) v kartézskych soufadnicich, pro kterou mé platit diferencidlni
rovnice af + 8f = 0.

Piejdeme k polérnim soufadnicim x = rcos(p), y = rsin(p). Po transformaci vznikne nova
funkce (r, @) — f(rcos(¢),rsin(yp)) a my chceme védét, co pro ni znamené ta zadana rovnice.
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Potfebujeme v dotycné rovnici nahradit prostorové derivace 8—£ —f vyrazy, ve kterych budou

parcialni derivace vzhledem k r a ¢. To by se snadno udélalo, pokud bychom meéli povédomé vzorce
of ofor Of dp
ox  oros | 0pow
0 f 0 f or Of 890
8y or 8y * o Op 8y
Bohuzel nemame potfebny vzorec ¢ = p(x,y), takze musime pouzit pfistup jako v predchozim
prikladé a zacit rovnicemi pro opacnou transformaci:

of _ofox ofdy _Of fo.
ar aror Tagor  an o) T, sin)
of 8f8x+8f8y _of rsin(is) + of 1 cos(p).
agp oxr dp Oy Dy COr 8y
Struénym zapisem: f, = cos(y)fr +sin(¢)fy a f, = —rsin(y) fz + rcos(p) fy. Kdyz tyto rovnice
vyfesime pro f; a f,, dostaneme
fo = frcos(p) — £ fsin(e),
fy = frsin(p) + 1 f, cos().

Mizeme je dosadit do dané rovnice a dostavame

fr - (cos(p) +sin(p)) + 7 f - (cos(p) —sin(p)) = 0
neboli
gi (cos(p) +sin(p)) + %% (cos(p) —sin(p)) = 0.

Takto tedy zkoumany (imaginarni) pfirodni zdkon vypada v polarnich soufadnicich.

Vsimnéte si, Ze jsme ve vzorcich pro f, a f, méli vyrazy zavisejici na novych proménnych r, ¢,
ale nevadilo nam to, protoze cilem tentokrate nebylo najit informaci z pohledu z,y, ale naopak z
pohledu r, ¢.

A

Rovnici v prikladé vyse jsme si vycucali z prstu, ale postup je uzite¢ny. U fady skutec¢nych rovnic
o prirodé je transformace do vhodné soustavy v zasadé jedinym rozumnym zptisobem, jak je fesit.
Shriime si postup:

Je dan vyraz s derivacemi néjaké funkce f vzhledem k proménnym z,y. Chceme jej transformovat
do Tec¢i proménnych u,v. Udélame to tak, ze odvodime rovnice ve tvaru

of of of
o al’l(u7v)8u + a1 2(u,v) 90’
of of
9y a2’1(u’v)8u + az2(u,v) 5y

Pokud mame k dispozici pfevodni vzorce u = u(z,y), v = v(z,y), pak tyto rovnice dostaneme
primou aplikaci fetizkového pravidla:

of _0f0u 0f ov

dr  Oudr  Ovox’

of Ofou  Of ov

dy ~ dudy " 0y
pricemz na pravé strané také vyskyty proménnych x,y nahradime pomoci transformacnich vzorci
tak, aby se vyskytovaly jen proménné wu,v.

Pokud tyto prevodni vzorce nemame, ale mame transformaéni vzorce x = z(u,v), y = y(u,v),
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pak potfebné vzorce ziskdme pomoci soustavy rovnic
0 f 0 f or Of 8y
Ou Oz du oy dy Ou’
0 f 0 f or Of 0y
v Oz Ov + Ay Ov’
Vytesime pro parcialni derivace vzhledem k z,y a ty pak dosadime do dané rovnice.
Pokud se ve vyrazu vyskytuji vyssi derivace, tak opakované aplikujeme derivaci na rovnice z
fetizkového pravidla. Pak je ovsem tifeba peclivé sledovat, které cleny pouzivaji pivodni proménné
x,y a které uz pracuji s novymi proménnymi u, v.

Priklad: Uvazujme tzv. Laplaceovu rovnici
0*f O
927 " oy
Popisuje naptiklad rovnovahu sil na bubliné€ nebo rozlozeni tepla na plotné v ustaleném stavu. Jak
vypada v polarnich soutadnicich?
Uz vime, ze pfimy vypocet potiebnych vztahti neni mozny, zacneme tedy vztahem v opac¢ném
sméru. Pro prvni derivace jiz mame

=0.

0 0 0

L = L) cosl) + (a0 -sinle)

0 0 0

o — L) rsinge) + 9 (aug) -eos(e).

Pripomnéli jsme si, ze prostorové derivace maji jako proménné ptivodni souradnice z, y. To je velmi
dulezité, protoze my ted tyto rovnice budeme jesté jednou derivovat, a to podle r a ¢, takze bude
tfeba vzit vivahu, ze tam vlastné méme %(m(r, ©),y(r,p)) a g; (z(r,¢),y(r,¢)). Proto budeme
pfi derivovani muset pouzit fetizkové pravidlo. Nastésti nemusime pocitat vSechny ¢tyti derivace

druhého 1adu, staci jen dvé.

0? 0? s, 0? 0
8_7£ - (6_xé(x’y) . (; Oy[];x( v)- 8_37/’> cos()
0? 0 0? 0 :
() 5+ S () 5 -sine)
0? 0?
= a—xJ;(x,y) -cos®(p) + Gyg (x,y) - sin(y) cos(yp)
82 2
+ g (0) - cos(i)singie) + 50 (o.y) -sin* (o),
ok 0? 0 0? 0 0
L =~ (Gh )y + () 5) rsinte) - 5 ) - reos(i)
0? 0 0? 0 0
(5o @05 + G 5e) reos(e) = 5 (wp) - rsin(y)
2f ——(x,y)r? sin?(p) — f (z,y)r? cos(y) sin(p) — g(w ) - cos(p)
= 55 (@Y )~ 308 Y p)sin(p) = == (x,y @
0*f . 0’f of

(2, y)r? cos(p) sin(p) + 9y 3 (@, y)r? cos () — a—y(:v,y)-rsin(@)-

B 0xdy

Aby se nam s tim lépe manipulovalo, prepiSeme si to pomoci alternativniho znaceni.
Frr = Fow cos®(0) + fuy cos(p) sin(p) + fye cos() sin(p) + fyy sin® (),
fop = fear?sin®(@) — fuyr? cos(p) sin(p) — fyar? cos(p) sin(p) + fyyr? cos?(p)
— r(fz cos(p) + fy sin(y)).

[7b] 133 [7b]



pH: Funkce vice proménnych Derivace I1

Rovnice si jesté pripravime. Tu prvni vynasobime élenem 72, u té druhé si v§imneme, Ze se vyraz v

zavorce shoduje se vzorcem odvozenym pted chvili pro g—f, mizeme tedy nahradit. Takto ptfipravené

rovnice pak secteme.
T2frr + fop = rzfacm [0052(90) + Sin2(¢)] + 7“2fyy [COSz(gp) + Sinz(gp)] —rfr

g rzfrr + f<p<,o = TQf:rm + Tzfyy — 7 fr.
Dostavame

r2fxw + r2fyy = 7°2frr + fn,ogo +rfr
neboli

0*f O B 0*) 10f 1 0%

ox2 ' 0y2  or2  ror | r2op?
Toto je kyzeny prepis Laplaceova operatoru do polarnich soutadnic. Laplaceova rovnice tedy v
polarnich soutradnicich zni

02 10 1 92
Frovor 1oy
or2  rodr 12 0p?

7c. Diferencial

V kapitole 3 jsme poznamenali, Zze smérové (a tedy i parciadlni) derivace nejsou tim spravnym
zobecnénim derivace. My potifebujeme, aby z diferencovatelnosti jiz vyplynula spojitost. Pokud
chceme najit néjaky pojem pro funkce vice proménnych, ktery takto funguje, tak se musime podivat
na obycejnou derivaci jinak. Obvykly pohled, tedy rychlost zmény funkce, totiz zobecnit rozumné
nejde.

Ten spravny pohled ziskdme, kdyz se vratime k otdzce aproximace. Pro diferencovatelnou funkci
mame velice dobrou linearni aproximaci te¢nou
fla+h)~ f(a)+ f'(a)h.
Tuto aproximaci si prepiSeme jako
fla+h)—f(a) = f'(a)h.
Vyraz napravo definuje linearni zobrazeni h — f’(a)h. KdyZ hleddme te¢nu, tak vlastné hledame
linedrni zobrazeni L[h], které nejlépe aproximuje f(a + h) — f(a), jmenovité chceme, aby L[h]
vystihlo linearni slozku v rozdilu f(a + h) — f(a). Jak to pozname?
Od toho rozdilu ode¢teme L[h] a co zbyde, rozvineme v fadu,
fla+h)— f(a) — L[h] = co + c1h + cah® + c3h® + - --
Dosazenim h = 0 a pfipomenutim, ze L[0] = 0 pro vSechna linedrni zobrazeni L, dostaneme
co = f(a) — f(a) — L[0] = 0. Doufame, ze také ¢; = 0, tedy ze po odebrani L[h] z f(a + h) — f(a)
uz neztstala zadnd linearni slozka. Vyjadiime c; jako
fla+h) — f(a) — L[h]

1 = 3 — coh —esh? — -

Abychom se zbavili toho rozvoje, prejdeme k limité h — 0:

o _ iy (flath) — fla) = L{A]
1= fimlen) = Jim (T )

— lim (cah + c3h® + )

i (Lo = fle) = LDy (Lot 1)~ 1)~ L)y
h—0 h h

Takze zobrazeni L[h]| vy¢erpalo linearni slozku rozdilu f(a + h) — f(a) pravé tehdy, kdyz je ta

posledni limita nulova. Takovéto linearni zobrazeni je specialni a ddme mu jméno.

— 0= lim
h—0
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Definice.
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @. Rekneme, Ze linearni
zobrazeni L: R — R je (totalni) diferencial f v a, jestlize
o (L0140~ LIy _
h—0 h
Pokud takovéto linedrni zobrazeni existuje, pak jej zna¢ime d f(a), popf. D f(a).

Kazdé linearni zobrazeni 1ze vyjadiit jako L|h| = Ah, takZe hledéni diferenciélu je vlastné hleda-
nim A. Uz jsme si pripomnéli, ze vlastné vime, jak vypada nejlepsi lineadrni aproximace, jmenovité
by to mélo byt f’(a)h neboli A = f’(a). Snadno to potvrdime:

o) — %ig%(f(a - h}i - f(a))
(HatP =Y pria) — gy (HEW I _ o)

= 0= lim

h—0 h—0 h
_ .. (fla+h)—f(a) - f'(a)h
- ;1336( h )

Naopak, pokud méame v a diferencial, tak mame néjaké A splnujici

lim (f(a +h) — f(a) — Ah> _0
h—0 h
Snadno to pfeorganizujeme na tvar

.. (fla+h)— f(a)
A= Jim h )
coz ukazuje, ze mame derivaci v a a A = f'(a).

Dokézali jsme, ze u funkci jedné proménné je existence diferencidlu ekvivalentni existenci derivace
a oboji nese stejnou informaci, jen trochu jinak vyjadienou.

Ukéaze se, ze pokud se na derivaci divame o¢ima diferencialu, tak je jiz mozné ji zobecnit i pro
funkce vice proménnych.

V kapitole 3 jsme jiz nahlédli, ze pokud je funkce dvou proménnych f(z,y) rozumna na okoli
néjakého bodu (a, b), tak ji mizeme aproximovat te¢nou rovinou danou gradientem, coz lze napsat
jako

of af
h,b+ k) — b) ~ —h+ —k.
fla+ b+ k)= flab)~ Goh+ o)

Na pravé strané tentokrate vidime zobrazeni ve tvaru
L[(h,k)] = Ah + Bk,

coz je linearni zobrazeni R? — R. Nalevo vlastné mame f((a,b) + (h,k)). Vidime tedy pfimou
analogii jednorozmérného piipadu. Toto snadno zobecnime a budeme chtit, aby

f(@+h) — f(a@) ~ L[h]
pro néjaké linedrni zobrazeni L: R" — R. Linearni algebra nas uci, ze kazdé linearni zobrazeni L:
R" — R je ddno urditym vektorem (Ai,...,A,) dle vzorce L[h] = 3 A;h;, takie tento obecny
pohled dobie zapadd do motiva¢nich ptikladd. Test, zda je n€jaka lineadrni aproximace optimalni,
je obdobny jako u jednorozmérného piipadu.
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Definice.

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™. Rekneme, Ze linearni
zobrazeni L: R" — R je (totalni) diferencial f v a, jestlize

m(f(a+h) mAC) —L[h]> _0

172

Pokud takovéto linedrni zobrazeni existuje, pak jej zna¢ime df (@), popt. D f(a)
a fekneme, Ze f je diferencovatelna v a.

h—0

Diferencial je to pravé zobecnéni derivace. Plati napriklad nasledujici.

Véta.
Necht f je funkce definovand na néjakém okoli bodu a@ € R™. Jestlize existuje

df(a), pak je f spojita v a.

Mame i tuto vétu:

Véta.
Necht D je oblast v R™, f: D +— R. Jestlize je f diferencovatelnd na D a df =0
na D, pak je f konstantni na D.

Poznamenejme, 7e df = 0 znamen4, Ze je to trividlni zobrazeni, tedy d f[ﬁ] — 0 pro viechna h.

Jak existenci diferencidlu rozpozname a jak jej najdeme? Vzpomeneme-li si na to, jak se hleda
te¢na nadrovina pomoci gradientu, tak bychom si tipli, Ze onen vektor (Ay, ..., A,) by mél odpo-
vidat gradientu V f, tedy L[i_i] =5 %hi = Vfeiu. Jak uz jsme napsali, pro jednorozmérné funkce
jsou existence derivace a diferencidlu ekvivalentni, ale u vicerozmérného pripadu je ta souvislost
ponékud komplikovanéjsi

Zacneme vysledkem, ktery je trochu obecnéjsi.

Véta.
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™.
Jestlize existuje df(a), pak pro kazdé 4 € R™ existuje Dz f(@) a plati

D f(a) = df(@)la].

-,

Co dostaneme, kdyz toto aplikujeme na 4 = ¢;? Jestlize df(@)[h] = > A;h;, pak

of
A; =df(d)|e;] = Dg,
f@e] = De S (@) = 2 (@)
Dusledek.
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu @ € R™.
Jestlize existuje df(a), pak pro vSechny i = 1,... ,n existuje 87]:( @) a plati

f(@)h] = Z@xl hi =Vf(@)e

Takze V f je opravdu ten spravny vektor pro diferencial, je to jediny mozny kandidat. VSimnéte si,
ze véta 1ika, ze pokud méame diferencial, tak mame i gradient. Bohuzel, pro funkce vice proménnych
to uz nemusi platit naopak. Nékdy to vyjde.
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Piiklad: Pro f(z,y) = 2% + y? jsme uz v kapitole 3 nasli V(f)(1,2) = (2,4). Podle véty je
pak (2,4) e (h,k) = 2h + 4k jediny kandidat na diferencial df(1,2). Ovéfime podle definice, ze to
opravdu vyjde:

f@+h)— f@ — LA\
( 112 ) -

<[(1+h)2+(2+k)2]_(12+22)—(2h+4k)>
Vh2 + k2
h? + k?
- I R W SN
(h,k)1—>m(0,0)<\/m> (hE) (o, 0)(\/W) 0
Potvrdili jsem, ze df(1,2)[h, k] = V(f)(1,2) e (h, k) = 2h + 4k.
A

— —

1m
—0 (hrk)%(ovo)

2, 2
V kapitole 3 jsme ale ukazali, Ze funkce :;Tyyél ma gradient v (0,0), ale nem4 tam vSechny smérové
derivace, tudiz ani nemuze mit totalni diferencial. Jesté jeden takovy pripad:

Piiklad: Uvazujme f(x,y) = \/|zy|. Pak v jednotlivych kvadrantech, kde ndm znalost znamének
umozni zbavit se absolutni hodnoty, snadno derivujeme. Vysledky se daji sjednodit do vzorce

Vi(e,y) = (5t sien(ey)y, ;1 sien(ay)r ), kter§ plati pro (z,) # (0,0).

V pocatku se pomoci definice da dokazat, ze %(0,0) = 3—5(0,0) = 0. Intuitivné je to zjevné,
protoze f(z,0) = f(0,y) = 0, tedy f je na fezech nad soufadnicovymi osami konstantni a musi
mit nulové prislusné parcialni derivace.

Takze tato funkce méa gradient dokonce na celém R?, ale neni diferencovatelna v (0,0) (je tam
jen spojita). To je vidét napiiklad tak, Ze se omezime na piimku y = =z, tam je funkce rovna
f(z,x) = |z| a nemé smérovou derivaci.

A

Abychom z existence gradientu ziskali diferencial, musime jesté pridat spojitost.

Véta.

Necht f je funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R".

Jestlize existuje néjaké okoli U bodu @ takové, ze f € C1(U), pak je f diferen-
covatelna v @ a

df(@)[h] = Vf(@) e h.

Dusledek.
Necht D je oteviena mnozina a f € C1(D). Pak je f diferencovatelna na D a

df[h] =V eh.

Opét to neplati naopak, existence diferencidlu sice dava existenci parcialnich derivaci, ale ne
nutné jejich spojitost. Mame tedy hierarchii: Mnohé funkce maji gradient. Nékteré z nich maji
i diferencial, z nich zase nékteré maji dokonce spojity gradient. Vlastnost spojitého gradientu je
tedy nejsilngjsi, proto mame radi funkce z C*.

Shriime si pouzivané zapisy diferenciadlu, kazdy méa své misto podle toho, co zrovna chceme s
diferencidlem délat.

A @) = gE@n -+ S @, = 3 S @n = Vi@ o i = V@i = D31,

=1
Existuje jesté jeden pohled na diferencial, ktery je docela uzitecny v aplikacich. Kdyz mame
prostor vektord, tak mame automaticky také funkce, které z vektort izoluji urcitou soutradnici,
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naptiklad (x1,xo,...) — z1. Rikd se tomu projekce a vime, Ze je linearni. Protoze funkce & +— x;
extrahuje z vektoru jeho x;-tou soufadnici, je zvykem takovou projekci znaéit jako x;(Z) = x;.
Protoze je to funkce, ma smysl ptat se na jeji diferencial. Jakozto linedrni funkce ma za graf
nadrovinu, tudiz te¢na rovina bude zase tato funkce. Jinak feceno, tato funkce je sama sobé dife-
rencidlem, dx;[Z] = z;.
Diferencial né€jaké funkce f pak mizeme napsat takto:
S “~ Of
Y@ -3 7,
Naptiklad vysledek obdrzeny vyse lze zapsat jako df(1,2) = 2dz + 4dy. Forméalné se zde pracuje s
diferencialy, ale casta prakticka interpretace vidi spiSe dx a dy neboli nekone¢né malé infinitesimaly
jednotlivych proménnych. Spocitany diferencial by se pak interpretoval tak, ze kdyz se z bodu
(1,2) posuneme o nekonecné maly vektor (dz,dy), pak se hodnota funkce zméni o df = 2dz +4dy.
Takovéto tvahy se pouzivaji pri intuitivnim odvozovani vzorci.

Mimochodem, pro funkci jedné proménné pak méme df = f’(a)dz, coz je vzorec znamy ze
substituce, ktery lze déle upravit na % = f’(a). Vidime spoustu zajimavych souvislosti.

Jaka pravidla mame pro diferencial? Protoze je diferencial dany gradientem, je to linearni operace,
tedy plati, ze d(c¢f +g¢g) = cdf+dg. U ostatnich algebraickych operaci se pravidla prili§ nepouzivaji
a proto toto téma preskoc¢ime. Naopak skladani je velice dtlezita situace, podivame se jmenovité
na transformace souradnic.

Véta.

Necht D je oteviend mnozina v R, mé&jme funkci f(y1,...,ym): D — R dife-
rencovatelnou na D.

Uvazujme nasledujici transformaci soufadnic: Nechf M je oteviend mmnozina
v R", pro j = 1,...,m necht y; = y;(z1,...,2,) € CY(M) a plati § =
(Y1, ,Ym): M — D. Pak je foy = flyr(z1,--. s2n)s- s ym(x1,-.. ,20))
diferencovatelna na M a plati

Totalni diferencial 1ze snadno zobecnit pro vektorové funkce. Mame-li funkci F: R™ — R™, pak
rozdil F(@+ h) — F(@) je vektor z R™. Pokud jej budeme chtit aproximovat linearnim zaobrazenim
zavisejicim na ﬁ, tak toto zobrazeni musi mit defini¢ni obor v R™ a davat vektory z R™, tedy musi
to byt vektorova funkce R™ — R™.

Definice.

Necht F' je vektorova funkce s hodnotami v R™ definovana na néjakém okoli bodu
@ € R". Rekneme, 7e linedrni zobrazeni L: R™ — R™ je (totalni) diferencial
F v a, jestlize

o (V1) = Pl@ — LI
172

Pokud takovéto linearni zobrazeni existuje, pak jej znac¢ime dF'(a@), popt. DF(a),
a fekneme, Ze I je diferencovatelna v a.

h—0

I pro vektorové funkce plati véta, kterou chceme.
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Véta.
Necht I je vektorova funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R™. Jestlize
existuje dF'(a@), pak je F' spojitd v a.

Kazdé linerni zobrazeni R™ — R™ je dano né&jakou m x n matici A podle vzorce L[h] = AhT.
Jaka matice dava totalni diferencial? Je to Jacobiho matice funkce F', tedy

dF(@)[h] = Jp(@)h".
I pro vektorové funkce plati analogicka tvrzeni spojujici existenci diferenciadlu a gradientu. Mame
tedy hierarchii tii kvalit, kde nejvyse stoji funkce z [C'!(D)]™, tedy funkce se spojitymi parcidl-
nimi derivacemi. Protoze je existence diferencidlu spojena s Jacobiho matici, lze fadu poznatki z

predchozich sekci prepsat do jazyka diferencialu. Ziskame tak naptiklad vétu o diferencialu slozené
funkce.

Véta.

Necht F: D(F) — R™ je vektorova funkce, kde D(F) C R".

Necht G: D(G) — RP je vektorova funkce, kde D(G) C R™.

Necht @ je vnitini bod D(F) takovy, ze b = F(&) je vnitini bod D(G). Predpo-
kladejme, ze I je diferencovatelnd v @ a G je diferencovatelna v b. Pak Go F je
diferencovatelna v @ a plati

d(G o F)(@) = dG(F(@)) o dF(a).

Zvedli jsme diferencial coby zobecnéni derivace a prirozend otézka zni, jak se zobecni vyssi deri-
vace. Pro jednu proménnou je najdeme tak, ze se derivuje funkce, ktera ukazuje zavislost derivace
na pozici, tedy funkce x — f’(z). Diferencial df(@)[k] mé dvé proménné, coz vyFesime tak, Ze si
zvolime néjaky smeérovy vektor keR"a podivame se na funkci Z — df (&) [E] To je funkce vice
proménnych, tudiz se mizeme zeptat na jeji diferencial. Vysledek ale bude zalezet na E, takze se
v odpovédi objevi jak &, tak k. U obou slozek otekavéame (a vyzadujeme) linedrni chovani, takze
nejprve definice.

Definice.

Zobrazeni L: R™ x R™ — R"™ se nazyva bilinearni, jestlize
L(cZy + Z2,§) = cL(21,§) + L(Z2, §)
L(Z, cijy + §2) = cL(Z,51) + L(Z,72)

pro vsechny vektory &,y € R™ a skalary ¢ € R.

Ted si mezi bilinearnimi zobrazenimi jedno vybereme.

Definice.
Necht f je funkce definovand na néjakém okoli bodu @ € R”. Relineme, ze
bilinearni zobrazeni L: R™ x R™ — R je d?f(@), jestlize pro vSechna k € R™ je

lim (df(5+ h)[K] — df(@)[k] — Llh, E])

N I

Tato definice opravdu déla to, co ocekavame od druhé derivace:

Fakt. o o
d? f(@)[h, k] = d(df[k])[h].
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Co se mysli vyrazem napravo? Ten vnéjsi diferencial se déla z funkce Z — df (&) [IZ], presné jak
bychom chtéli.

Druhy diferencial je tedy opravdu diferencidl z diferencidlu, podobné jako je druha derivace
vlastné derivace z derivace. Dava to smysl, ale jak se to spocita?

Linearni algebra fika, ze kazdé bilinearni zobrazeni lze vyjadrit pomoci jisté matice A = (aij)z =1
tak, ze L[h k] > =1 @ighik; = hAKT. N4s samoziejmé zajim4, jakd matice A nam d4 d2f. V
tom ndm pomuze onen fakt vyse. My vlastné pro pevné zvolené k hledame totalni diferenciél funkce

n
T ‘21 %(f) k;, diky linearité se sta¢i zamyslet, ze
J:

n n 2
d( ga{;( )>_kd<8x] >_ Z@izﬁaxf] h_kzafﬁfx]

a pak to poscitat.

Véta.
Necht D je oteviend mnozina v R™.
Jestlize f € C%(D), pak pro @ € D méame

er@i i =S -2

O%f
8$i8l‘j

Vidime, Ze matice, ktera udava nase bilinearni zobrazeni d? f, je matice H = ( ) neboli

Hessova matice znama z kapitoly 3. Druhy diferencial tedy najdeme jako
d*f(@)[h, k| = hH (@)k".

Jak by fungovaly diferencidly vyssSich fadd? Pouzivali bychom n-linedrni zobrazeni, ktera lze
n
vyjadfit pomoci ,mnoharozmérnych matic*. Naptiklad d3f[@,7,@] = > aijru;vjwg, pridemz
0,4, k=1
Bf
8901(% 7 ox k ’
parcialnimi derivacemi tietiho fadu. Ctenar si uz sam piedstavi vyssi diferencily.

Takovéto sumy jsou v praxi dosti neprijemné, jak zahy uvidime. Je tam také docela dost parcial-
nich derivaci. Tady pomtze, kdyz pracujeme s funkcemi se spojitymi parcidlnimi derivacemi, kde
na poradi derivovani nezalezi a pocet nutnych vypoctt se revoluéné zmensi. VSimneme si, ze pak
pri vybéru proménnych, podle kterych derivujeme, nezalezi na jménech sméri , v atd., ale jen na
indexech u nich. Napfiklad v diferencialu ¢tvrtého fadu df(a)[t, 4, U, W] mé typicky ¢len tvar

O*f
O0x;0x;0x),0x;

Pracuje se tam s i-tou soufadnici 7, takze derivujeme podle i-té proménné, obdobné pro ostatni
¢leny. Takze kdyz vybirdme spravnou parcialni derivaci, tak se prosté v ¢lenu ¢;u;vw; podivame na
indexy. Napfiklad kdyz chceme najit koeficient u t;uqvowsq, tak projdeme indexy a vidime, Ze mame
derivovat dvakrat vzhledem k z; a jednou vzhledem k x5 a x4. Pokud je funkce f dostatecné hladka,
0*f
024019023’

se da dokézat, Ze a;jr = namisto matice bychom si predstavili néco jako krychli s

(@)tiujvpwy.

tak na poradi nezalezi a mtizeme pouzit tieba ale jina poradi budou také spravné.

Piiklad: Najdeme diferencidly prvnich t¥i ¥adt pro f(z,y) = 2%y +y> v bodé @ = (1,2). Protoze
ma tato funkce spojité parcialni derivace vSech radil, usSetfime spoustu vypoctia diky symetrii
smisenych derivaci.
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Protoze zde nebudeme pouzivat z1, x2 jako ve vété, ale pracujeme se jmény x, y, vyjasnime si, jak
se urcuji parcialni derivace pro koeficienty. Kdyz vidime soucin typu h;k; ¢i u;v;wy, tak projdeme
indexy a vidime, podle kterych proménnych méame derivovat. Ve vété proménné poznavame podle
jejich cisla, zde podle abecedniho poradi. Index 1 indikuje derivaci podle x, index 2 indikuje derivaci
podle y. Napiiklad abychom nasli koeficient u vy vowy, budeme derivovat dvakrat podle x a jednou
podle y.

Nejprve diferencial prvniho fadu: Potfebujeme 3 f =2xy a 8f = 22 + 3y°.
Podle souc¢tového vzorce mame

df(1,2)[(U1,U2)] = %(1,2)1111 + g—i(l, 2)?1,2 == 4U1 + 13U2

Nebo najdeme Vf(1,2) = (4,13) a
df(l, 2)[(U1, Ug)] = (4, 13) o (ul, UQ) = 4U1 + 13UQ
_f
Oz?

°f _

Diferencial druhého fadu: Potfebujeme & = 2y, M—f =2z a 752 6y.

Podle souc¢tového vzorce mame

2 2 2 2
df(l, 2)[(161, UQ)] o f2(1 2)%1?]1 + awafy(l, 2)%1?]2 + azafx(l 2)%2?]1 + gyf (1 2)’11,21)2

= 4duqv1 + 2uqv2 + 2ugvy + 12uqvs.

Nebo pouzijeme H(1,2) = (;l 122) a

L2l wa) 01,00)] = (1, 00) (5 122) ().

3
) 8w28y _2’ axay =0a 8f = 6.

Dosadime bod (1, 2) (to je snadné) a poc1tame, musime si v tom udélat poradek, at nezapomeneme
na zadny z 23 ¢lenti trojité sumy. Musi se tam objevit kombinace indext 111, 112, 121, 122, 211,
212, 221, 222, u kazdého takového soucinu w;v;wy bude jistd parcidlni derivace, coz jsme si pred
chvili rozmysleli.

dgf(L 2)[(u1> u2)7 (Ub U2)7 (w17 w2)]
= Ouiviwy + 2uiviwe + 2uvowy + Ougvews + 2usviwy + OQusviwe + Quovowy + Gusvowse

Diferencial tietiho fadu: Potrebujeme =0

= 2u1v1w2 + 2’&17)211)1 + 2’LL2’l)1U)1 + 6u2v2w2.
Docela maso.

A

Nesel by vypocet diferenciali vyssich fadi nesel néjak zjednodusit? Obecné bohuzel ne. Nicméné
diferencialy se ¢asto pouzivaji pro stejny smér, tedy d2f(a)[h, h], df(@)[h, h, h] atd. Jak by pak
dopadly diferencialy v prikladé vyse? Mnohem lépe, protoze pak lze spojit ¢leny se smiSenymi
indexy. Pouzijeme-li vypocty z prikladu, dostavame

df(1,2)[(h1, he)] = 4h1 + 13ho,
d?f(1,2)[(h1, ha), (h1, ha)] = 4k + 2h1hg + 2hohy + 1213
= 4h + 4h1hy + 123,
d3£(1,2)[(h1, ha), (h1, ho), (h1, ha)] = 2h1hihg + 2h1hohy + 2hghihy + 6hohahsy
= 6hihy + 6h3.
Uméli bychom se k témto vysledkiim dostat efektivnéji? Zde odpovéd zni, ze ano. Pripomeneme si,

ze gradient je mozné vnimat jako diferencidlni operator V = (8%1, -3 Bam ) ktery se také mize
stat soucasti vyrazi. To nam umoznilo najit alternativni vyjadieni SmMErové derivace, tedy také
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prvniho diferencialu:

:éhia (Zh ) (h e V)F.

Ted se podivame na druhy diferencidl. Tam mame

e n an B 6 6
dzf(a)[hvh] = Z 8%8th ih; (Z hi hJ(‘)x 81‘J)f <Z hi hjaxz 8;3])f

:(Zh ><Zhﬂax> (heV)(heV)f=(heV)f.

Takze druhy diferencial je prosté jen dvakrat aplikovany operator (l_i e V). Pro vyssi diferencialy to
funguje zcela analogicky. Nejlepsi na tom je, Ze neni tfeba opakované aplikovat tento operator, jako
kdyz vyssi derivaci hleddme opakovanym derivovanim, ale miizeme si nejprve zjistit, jak vlastné
cely operator funguje, roznasobenim mocniny pomoci obvyklych vzorct. Napriklad takto se najde
treti diferencial.

(e V) = (hlimz 0 )

ox (9272
0 0 0 0 0 \?2 d \3
h h h h h h
( 161}1) +3< 18{131) 28{1,’ +3 13.%1( 281‘2) ( 285[12)
3 ) 3 3 83
Ted tento operator aphkmeme na f a dostaneme
O3 f 93 f o3 f O3 f
d3 f[(h1, ha), (h1, hy), (h1, ho)] = o2 h3 + 9270, 3hihg + 5102 ———3h1h3 + o2 —=h3.

Pokud toto aplikujeme na funkci f a bod (1,2) z piikladu, tak dostaneme shodny vzorec
dgf(l, 2)[(h1, hg), (hl, hg), (hl, hg)] = Gh%hz + 6h§

Tento postup je vysoce efektivni, bude se nam velice hodit v nasledujici sekci.

7d. Taylortv polynom

Taylortv polynom je inspirovan nasledujici otazkou: Mame dobré informace o funkci f v bodé a,
a chtéli bychom z toho odvodit co nejkvalitn€jsi informaci o hodnoté f v bodé Z, ktery je typicky
blizko k a.

Pro funkce jedné proménné nam tuto sluzbu poskytuje pravé Tayloriv polynom. Pro funkci vice
proménnych se k této situaci dostaneme oblibenym trikem, tedy pfechodem k fezu. Od bodu @ se k
bodu Z dostaneme nejsnaze po prlmce ta vede smérem & — a. My ale preferujeme jednotkovy smé-
rovy vektor, proto vezmeme @ = H . 4” Pak ¥ — d = ||& — d||ud. NasSe pfimka ma tedy parametrické
vyjadieni d@ + ti, pficemz nas zajima zejména pro t, = || — d||, protoZze pak @ + t, i = Z.

Na této pfimce muzeme funkci f sledovat prostifednictvim pomocné funkce ¢(t) = f(a + tu).
Zajimavé jsou zejména hodnoty ¢(0) = f(@) a ¢(t,) = f(¥). Pokud ma funkce f dost derivaci v
bodé d, bude mit také funkce ¢ dost derivaci v odpovidajici hodnoté parametru ¢ = 0 a mizeme
pouzit Tayloriv polynom k odhadu jeji hodnoty:

- 1 1 1
(@) = o(ts) = 9(0) + &' (O)te + 50" (0)87 + 57" (O + - + 176 (01

My ovSem vime, ze derivace @ souviseji se smérovymi derivacemi funkce f ve sméru u. V kapitole
3 jsme vidéli, ze ¢'(0) = Dzf(@), snadno se ukaze, ze také ¢”(0) = DzDgzf(d) = D2f(d) a tak
dale. Pokud si jesté pfipomeneme, Ze t, = ||Z — d||, mizeme psat

f(@) =~ f(@) + Daf(@)|7 - @l + 3 Dzf (@7 — al* + - + 5 DF f(@)| & — al|™.
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To uz je vyraz, ktery primo pracuje s funkci f, takze bychom jej mohli vzit jako inspiraci pro
definici Taylorova polynomu pro funkce vice proménnych. Smérova derivace ma ale z teoretického
pohledu jisté nedostatky, takze na tom vyrazu jesté zapracujeme. Nejprve si pripomeneme, zZe
chf = CDgf. Pak
DZ3f = DealDeaf] = DealeDaf] = eDealDaf] = ¢*DalDaf] = D3 f.
Obdobné se ukéze, %e obecné DEf - c* = Dk - f, vzorec tak lze diky ||Z — d||4 = & — @ piepsat jako
f(&) ~ f(@) + Dz—af(@) + 3D3_3f(@) + 5;D3_5f(@) + - + 37 Dz_af(@).
Vidéli jsme, ze D;, f odpovida diferenmalu df [h] Vime také, ze vyssi diferencialy vzniknou opako-
vanou aplikaci diferencialu, takze
d*flh, h] = df(df[n])[h] = Dy(df[h]) = DDy f = D;.f.

Obdobné to plati i pro vyssi fady, coz nas privadi ke tvaru

f(@) ~ f(@) +df(@)[Z —a) + 3 f@)F—az—a + -+ HdV f@)7F—a,...,7—al
Pro dostate¢né rozumné funkce f by mél vyraz napravo nabizet dobrou aproximaci, navic vidime
zjevnou podobnost s klasickym Taylorovym polynomem. Nasledujici definici jde tedy cekat.

Definice.

Necht f je funkce definované na néjakém okoli bodu @ € R"™, ktera je v d dife-
rencovatelnd az do radu N € N.

Pak definujeme jeji Taylortv polynom v @ stupné N jako

(@) = £(@) + df(@)[ - a + 24>/ (@)[F — @& —a] + - -
+ LdNf@) [ —d,... % —al

—»—» — — —

r—da,...,T—da.

??‘|,_.

- h

k=0

V této podobé je Taylortv polynom prirozenym zobecnénim definice pro jednu proménnou, pro-
toze uz vime, ze diferencialy jsou tim spravnym zobecnénim béznych derivaci. Jak brzy uvidime,
nabizi také efektivni postup vypoctu. Prepis do smérovych derivaci ma ale také své vyhody, na-
priklad nabizi vhodny jazyk pro zapis obecné verze jednoho z klicovych poznatki o Taylorove
polynomu, jmenovité vétu o Lagrangeové tvaru zbytku.

Véta.
Necht @ € R™. Necht f € C"*t1(U) pro néjaké okoli U bodu @. Pak pro kazdé

¥ € U existuje ¢ € (a,¥) takové, Ze pii oznaceni @ = ||m_ZH mame

f(:l}) - TN(f) (N+1)|DN+1f(C) - (N+1)|DN+1 (C)Hf_ a’|N+1'

Zde (@, ¥) oznacuje usecku v R”, jinak feeno mnozinu bodu ve tvaru @+ t(Z — @) pro t € (0,1).
V aplikacich casto preferujeme variantu, kde neprechazime od @ do ¥, ale od @ do @ + h. Odpo-
vidajici verzi snadno vytvotrime piimo s ¥ — d = h ¢i s pouzitim jednotkového smérového vektoru

U= ” hH . Nabidneme tii verze.
J(@+ ) ~ 1@ + A @] + 5 F@U T + -+ d¥ F@)F,... 7]
~ f(@) + D f(@) + $D2f(@) + - - + % DY f(@)
~ f(@) + Daf(@)||hl| + 1DEf@)|R)* + - + DX f@)|R|Y
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Taylortiv polynom tedy opravdu i ve vice dimenzich funguje dle ocekavani. Jak jej spocitame
efektivné? Na to si pfipomeneme prakticky prepis diferencialu.

Ty (#) = (@) + (@) o V)f(@) + $(F ~ @) o VIA(@) + -+ (7 ~ @) » V)" (@)
Z% 7)o V)" f(@)

S témito vyrazy jiz umime pracovat. I zde se nabizi alternativni prepis

Piiklad: Uvazujme funkci f(z,y) = cos(zy) + xy. Najdeme pro ni T, se stfedem v bodé (0, 7).
Nejprve spocitame parcialni derivace, pro usporu mista pouzijeme oblibené fyzikalni znaceni:
fo = —sin(ey) -y +y, f, = —sin(ey) - @ +
Fre = — 05(2y) 42, fyo = fuy = — cos(zy) - zy — sin(zy) + 1, fyy = — cos(zy) - @
Dosadime: f;(0,7) ==, f,(0,7) = 0;
faa(0,m) = —r?, fyz(0,7) = fuy(0,m) =1, £y, (0, 7) = 0.

Jesté budeme potiebovat f(0,7) = 1.

2

Protoze jde o polynom stupné dva a pro tyto diferencidly mame prijemné vzorce
df(@[h) =V feh, d&f@)lh h]=hH@h",
mohli bychom najit hledany polynom pifimo podle definice.
T(z,y) = f(0,7) +df(0,7)[(z,y) — (0,m)] + 3d* (0, m)[(x, y) — (0,7), (z,y) — (0, 7)]

=1+ (m,0) e ((z,y) — (0,7)) + 3((z,y f > z,y) — (0,7))"
=1+ (m,0)e (z,y — )+ 2(z,y — ) < )( )

=1+ mz — ir2? + 2(y — ).

U polynomi vyssiho stupné uz bychom museli pouzit (ﬁ o V)*f, tak si to tady natrénujeme.
Nejprve si zjistime, jak vypadaji potfebné diferencialy:

((2.9) — (0.7)) » V) = ( — 0.y — ) = V) :x3+<y—w>§y,

0
0 0\2 82 0?2 02
(@) = 0.m) e V)’ = (a5 + -m)g ) =2’ + 275 o+ -5
Nyni tyto diferencialy aplikujeme na f a dosadime (0, 7):
0 0
(g =) 0 9)£0,7) =23 0.7) 4 (v = m) 3L 0.7) = o
2 62 82
((@y =) 0 D) 50 7) =252 0.7) + 20ly = 1) 52 (0.7) + (y = 7P 520m)

= —7m?2? + 22(y — 7).
Takze
To(z,y) = 1+ 7z + 3 (—7*2® + 22(y — 7)),
coz dava stejny polynom jako predtim.
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Dalsi mozny ptistup je spoéitat Tn (0 + h, 7 + k). Nasli bychom

0 0
(k) 0 V) = h— + ko
S
((h k)0 V)" =2 ohkgo kg,
pak
_ 91 of _
((h,k) e V) f(0,7) = h%(o, ) + ka—y(O,W) = mh,
2 o Qﬁ 82f 26_2f 272
((h,k) e V) f(0,7) =h 92 (0,7) + thaxay (0,7) + k 0y (0,7) = —7“h* + 2hk.
Konecéné

T(0+ h,m+ k) = f(0,7) +df(0,7)[(h, k)] + 3d° (0, m)[(h, k), (. k)]
2
= f(0,7) + ((h, k) ¢ V) f(0,m) + 5 ((h, k) @ V)" f(0,)
=1+mh—i7*h® + hk.
Protoze f je rozumné funkce, ocekavame, ze pro mala h, k je
fO+h,7m+k)~1+nh— $7°h* + hk.
A

Na zavér se vratime do kapitoly 4, kde jsme si uvedli Sylvestrovo kritérium pro klasifikaci lokalnich
extrémi. Odkud se vzalo?

Uvazujme funkci f definovanou na okoli stacionarniho bodu a. Mame tedy podezteni, ze je tam
lokalni extrém. Pokud je tato funkce dostatecné hladka (dvakrat spojité diferencovatelnd), pak
bychom ji mohli na okoli bodu @ aproximovat Taylorovym polynomem stupné dva. Vezmeme-li v
tvahu, ze V f(@) = 0, pak

f(@+h) ~ f(@) + LhHART,

o0*f
8113@81' j
mensi nez f(a).

(Ostré) lokalni minimum vyzaduje f(@+h) > f(@), tedy rozpozname jej podle toho, ze hHhT > 0
pro vSechna nenulova h. Obdobné (ostré) lokalni maximum nastane, pokud hHRT < 0 pro vSechna

kde H = ( ) je Hessova matice. Potfebujeme védét, zda jsou hodnoty f okolo a vétsi ¢i

nenulova h. Zajimavou shodou okolnosti presné tuto vlastnost znaji v linearni algebfte.

Definice.
Necht A je symetrickd matice n x n.
Rekneme, 7e A je positivné definitni, jestlize
ZAZT > 0 pro viechny & € R™ — {0}.
Rekneme, 7Ze A je negativné definitni, jestlize
#AZT < 0 pro viechny & € R™ — {0}.
Rekneme, 7ze A je indefinitni, jestlize
existuji #, 7 € R™ takové, ze £AZT > 0 a Ay’ < 0.

Tato vlastnost je velice uzitecna v n€kterych aplikacich, zde je dokonce evidentné klicova. Vidime,
ze pokud je Hessova matice positivné definitni, tak mame lokalni minimum, negativni definitnost
da lokalni maximum a indefinitni Hessova matice signalizuje stacionarni bod, ktery neni lokalnim
extrémem. Jak se definitnost u matice pozna?
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Pro diagondlni matice je to snadné, pak totiz a;; = 0 pro ¢ # j a tedy

n n n n
HAHT = Z aijhihj = Zauhf + Z aijhihj = Za“hf
i,j=1 i=1 i,j=1 i=1
i#]

Je zjevné, ze znaménko hART pozname podle znamének a;;. Pokud jsou vsechna kladna, pak
hART > 0 pro libovolny (nenulovy) vektor. Pokud jsou vSechna zaporna, pak vzdy hART < 0.
Pokud by byla mezi a;; znaménka kladna i zdpornd, tak mame indefinitni matici.

Pokud matice A neni diagonalni, ale je symetricka, pak se dle teorie matic da v souc¢inu hART na-
hradit diagonalni matici D, ktera ma na diagonale vlastni ¢isla matice A. Dostavame tak nasledujici
tvrzeni.

Véta.

Necht A je symetrickd matice n x n s vlastnimi éisly Aq,..., A,.
Jestlize \; > 0 pro vSechna i = 1,... ,n, pak je A positivné definitni.
Jestlize \; < 0 pro vSechna i = 1,... ,n, pak je A negativné definitni.

vevs

Véta. (Sylvestrovo kritérium)
Necht A = (a;5) je symetrickd matice n x n. Uvazujme jeji subdeterminanty
A = aq1, Ay = det (all a12)’ atd. az A,, = det(A).
az1 @22
Jestlize A; > 0 pro vSechna i, pak je A positivné definitni.
Jestlize A; < 0, Ay > 0, Az < 0 atd. az (—1)"A,, > 0, pak je A negativné
definitni.
Jestlize Ay < 0, pak existuji &,y € R takové, ze ZAZT > 0 a AT < 0.

Protoze je Hessova matice hladkych funkci symetrickd, miizeme tento poznatek na ni aplikovat
a dostaneme Sylvestrovo kritérium, které jsme poznali v kapitole 4.

7Te. Implicitni kirivky a funkce

Mnohé atvary jsou dany rovnicemi, naptiklad jist4 kruznice v roviné je ddna rovnici 22432 = 169.
Jak bychom se o takovych tutvarech néco dozvedéli?

Jedna moznost je vnimat utvar dany rovnici f(z,vy,...) = ¢ jako hladinu konstantnosti funkce
f. Ziskame tak uzite¢né informace. Pokud naptiklad vezmeme libovolny bod na této kiivce, tak
ziskame vektor kolmy k dané kiivce v tomto bodé jednoduse jako V f. Pomoci tohoto vektoru se
pak daji snadno napsat tecné pfimka, rovina atd. (podle po¢tu dimenzi). Jsou ovSem informace,
které se takto neziskaji snadno. Proto se pouziva jesté jiny pohled na situaci.

Casto se stava, Ze uréité ¢asti takového ttvaru lze interpretovat i jako grafy y
vhodnych funkei. Napiiklad pokud uvazujeme tu kruznici =2 + y? = 169,
tak okolo bodu (5,12) odpovida ona kruznice grafu funkce y = v/169 — 22,
prosté jsme danou rovnici vytesili pro y. Takové funkci fikdme implicitni
funkce. Vyhodou je, ze pak mizeme na prislusnou cast kiivky aplikovat x
standardni metody analyzy, napt. hledani lokalnich extrémi, konvexita atd.
Nevyhodou tohoto pristupu je, Ze ne vzdy je mozné takto popsat celou
danou kfivku. Vidime to pravé v tomto prikladé€, celou kruznici rozhodné
nedokazeme vidét jako graf jedné funkce.

V takovém pfipadé se obvykle postupuje lokalné, naptiklad na okoli bodu (5, —12) je uz kruznice
totoznd s grafem funkce y = —+/169 — 22, coz je jind funkce nez predtim. Proto se od zacatku
smifime s tim, ze budeme dané kiivky prevadét na grafy funkci pouze lokalné.

[Te] 146 [Te]



pH: Funkce vice proménnych Derivace I1

Bohuzel, ani tuto ambici nelze zcela naplnit. Jak vidime z obrazku, nelze najit okoli bodu (13,0),
na kterém by slo ¢ast doty¢né kruznice vyjadrit jako graf funkce. Na libovolném okoli jsou totiz
dva body kruznice se stejnou soutfadnici x, ale zddna funkce nemiize mit v jednom x dvé rizné
hodnoty.

Presto je tento pristup pirinosny. Pokud jej chceme aplikovat, tak potfebujeme vyloucit patologické
situace. Priklad s kruznici ukazuje, zZe miize nastat problém, kdyz méa ktivka v bodé svislou te¢nu
(nebo také ne, zalezi na tom, jestli se v takovém bodé kfivka zacne vracet nad sebe). Bohuzel
mohou nastat i horsi véci, mnozina feSeni rovnice f(z,y) = ¢ viibec nemusi byt kiivka.

Priklad: Implicitni rovnice zy — /22y? = 0 d4v4 mnozinu vSech bodu prvniho a tfetiho kvad-
rantu.
Implicitni rovnice (22 — 4)? + (y — 1)? = 0 d4va mnoZinu dvou bod, jmenovité (2,1) a (—2,1).
Implicitni rovnice (|z| —1)? + 3% = 1 dava ,,osmicku“, dvé kruznice dotykajici se v jednom bodé.
Konecné néco rozumného.

A

Soustfedime se ted na rovinné objekty, tedy rovnice o dvou proménnych z,y. Abychom si situaci
formalné zjednodusili, budeme pracovat s rovnicemi typu f(z,y) = 0, na které se ty ostatni snadno
prevedou.

Da se ukazat, ze pokud vylou¢ime pfipady se svislou (nebo neexistujici) te¢nou, tak uz vylouéime
vSechny patalogické jevy. Bohuzel tim také vylouc¢ime nékteré slusné vychované krivky, napiiklad
x — 1% =0, coz je graf tieti odmocniny, ale jemné&jsi vybiraci ndstroj nemame.
lokalné stejny objekt jako rovnice f(zx,y) = 07

Vratme se k ptikladu 22 + y? = 169. To, Ze jsme si dokazali vyjadiit y, vlastné znamend, Ze jsme
nasli feSeni této rovnice, pokud povazujeme y za neznamou a r za parametr. Spravnost feseni se
standardné ovéfuje zpétnym dosazenim:

2
2% +1/169 — 22 = 2?4169 — 2® = 169.
Obecné tedy vzorec y = y(x) dosadime do dané rovnice za y a ocekéavame, Ze to dobfe dopadne, tedy

ze f(x,y(x)) = 0 pro vSechna x, se kterymi pracujeme, tedy obvykle z néjakého okoli daného bodu.
Protoze mame zajem o kiivku prochazejici danym bodem (zg, y9), budeme také chtit y(z¢) = yo.

Véta. (o implicitni funkci)

Necht D je oteviend mnozina v R?, f € C*(D). Nechf @ = (x¢,y0) € D splituje
f(@) =0.

Jestlize g—)yc(o?) # 0, pak existuje okoli U bodu z( a funkce y = y(x) na U takova,
ze y(xzo) = yo a f(z,y(z)) =0 proz € U.

Navic mé y(z) spojitou derivaci na U a

Jinak feéeno, rovnice f(x,y) = 0 se d4 na okoli bodu @ vyfesit pro y v zavislosti na z. Véta
nezarucuje, ze vyslednou zavislost y = y(x), tedy vzniklou funkci, pujde vyjadrit algebraickym
vzorcem, ale uz jen védomost, ze existuje, je nékdy prinosné. Vzorec z véty pak nabizi moznost
dostat se k derivaci této funkce, i kdyz si ji tfeba neumime vyjadrit formulkou.

Nemusime ten vzorec aplikovat formalné, protoze se odvozuje zptisobem, kterym muizeme derivaci
rovnou hledat pro konkrétni funkci. Za¢neme tim, Ze si v rovnici f(x,y) = 0 pfedstavime, Ze y
je ve skutecnosti funkce s proménnou x. Je to pak rovnice porovnavajici dvé funkce s nezndmou
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x, pricemz na pravé strané je to konstantni funkce. Mtzeme tedy obé strany zderivovat, na levé
strané bude tfeba pouzit fetizkové pravidlo:

f(z,y(z)) =0
[f(z,y(x))] = [0]
%(w, y(x)) 1+ %(ﬂ% y(2)) -y'(x) =

Kdy?7 si z této rovnice vyjadiime y'(x), dostavame vzorec z véty.
Kdyz se tento postup provadi s konkrétni funkci, fikdme tomu implicitni derivovani.

Piiklad: Uvazujme implicitni kiivku danou rovnici 2* — 4xy + y* = 1 (je to mimochodem &igoid
s dlouhou osou na hlavni diagonale, ale vétSinou tvar kfivky nezname, tak se bez této informace
zkusime i zde obejit). Protoze bod = = 0, y = 1 vyhovuje dané implicitni rovnici, lezi na této
kiivce. Je dand mnozina na okoli tohoto bodu pékna (je to vibec kiivka?) a muzeme ji vyjadrit
jako graf funkce?

Potiebujeme jesté upravit rovnici, aby méla napravo nulu, takze pouzijeme vétu s funkei f(z,y) =
x* — 4zy + y* — 1. Mame

of B
o — 440,

takze podminka je splnéna. Proto na néjakém okoli bodu (0, 1) mame kfivku, ktera odpovida grafu
jisté nezndmé funkce y(x). Bohuzel, vzorec pro tuto funkci y(z) nejsme z dané rovnice schopni
odvodit.

Jak vypada te¢na k jejimu grafu (neboli k¥ivce) v daném bodé? Protoze pro y(z) nemame vzorec,
nezbyva nez najit potfebnou derivaci pomoci implicitniho derivovani. V dané rovnici (klidné té
ptivodni) tedy povazujeme y za funkci proménné x a derivujeme rovnici 2* — 4zy(z) + (y(z))* = 1.
Obvykle si lidé tu proménnou u y jen predstavuji, ale nepisou.

[zt — 4wy + ¢y = 1)
4a3 — 4y — dxy’ + 43y =0

(0,1) = (—4x + 4y3)|x:07y:1

Ay - 4a3
43 — 4’

Nés zajimé situace v bodé (0, 1), tedy pro x = 0 a y = 1, po dosazeni méme y'(0) = % = 1. Zndme
tedy bod i smérnici, teéna v daném bodé je y — 1 =1-(x — 0) neboli y = x + 1.

Alternativa: Jde o hladinu konstantnosti funkce f(z,y) = z* — 42y + y*, mame

Vf=(42° — 4y, —4x + 4y>) = Vf(0,1) = (—4,4).

Vime, ze @ = Vf(0,1) = (—4,4) je vektor kolmy na tuto hladinu, proto je kolmy i na teénu.
Pfimka, ktera prochazi bodem (0,1) a je kolmé na vektor # je ddna rovnici

de((z,y) —(0,1)) =0 = (—4,4)e(z,y—1)=0 = —do+4(y—1)=0 = y=z+1.
A

Implicitni derivovani pomuze casto i v pripadé, kdy bychom byli schopni funkci y z rovnice
vyjadrit, ale byla by komplikovana.
Vsimnéte si, ze vzorec pro derivaci, ktery jsme dostali implicitnim derivovanim,
, Ay —4a®
 4y3 — 4’
zahrnuje x i y, tedy jak volnou proménnou, tak funkci, kterou se snazime zkoumat. To je typické.
Pokud bychom znali vzorec pro y = y(z), tak bychom jej mohli dosadit a dostali obvykly vzorecek
pro derivaci pouzivajici x (ovSem kdybychom znali vzorec pro y(x), tak derivujeme rovnou). My

[Te] 148 [Te]



pH: Funkce vice proménnych Derivace I1

ale vzorec pro y(x) nezname, takZe ndm je nas derivacni vzorec k uzitku pouze ve zndmgch bodech
(x,y) implicitni kiivky.

Jak by toto vypadalo ve vice dimenzich? V dané implicitni rovnici pak mame vice proménnych,
napiiklad rovnice 2z +3y+ 2z = 5 definuje rovinu v R3. V tomto pfipadé z rovnice snadno vyjadiime
tieba z, takze celou rovinu vyjadiime jako graf funkce z(z,y) =5 — 2z — 3y.

Obecné, pokud mame jednu rovnici s vice proménnymi, tak muzeme doufat, ze se nam podafi
(pfinejmensim lokalné) jednu proménnou vyjadiit. To odpovida situaci, kdy jsme si kousek atvaru
vytvoreného tou rovnici vyjadrili jako graf funkce, jako jsme to udélali s rovnici roviny.

Formalné se hodi si tu jednu specialni proménnou oddélit znacenim. Pracujeme tedy s rovnici
ve tvaru f(z1,...,%,,y) = 0, pfiéemz doufidme, Ze se ndm z ni podaii vyjadiit y v zavislosti
na ostatnich proménnych. Jinak feceno, doufame, Ze vznikne funkce y = y(x1,... ,x,), jejiz graf
odpovida (lokalné) tomu, co vytvotila rovnice. Opét to lze ovérit dosazenim, tedy podminka je

f(:z:l,... Ty Y(T1, . ,:z:n)) =0.

Jak to vypada v pfipadé, ze mame rovnic vice? Predstavme si typickou sadu rovnic popisujicich
pfimku v R3, tieba
dr +2y+2=6
T+y+z=4.
Z takovéto soustavy dokézeme eliminovat jednu proménnou, takze dostaneme napiiklad (ode¢tenim
druhé od prvni) y = 2 — 3z. Ale mizeme také odecist prvni rovnici od dvojnasobku druhé a
dostaneme z = 2 + 2x. Ziskali jsme vzorce, které davaji y, z v zavislosti na x. Neni tézké zjistit, ze
mnozina bodu (z,2—3z, 2+2x) je totozna s pfimkou danou ptivodnimi rovnicemi. Ted potfebujeme
nase pozorovani spravné interpretovat.

Na odvozené zavislosti 1ze nahlizet jako na vektorovou funkci
x> (2 - 32,24 2z) = (y(z), 2(x)).
Mnozina {(z,y(z), z(z))} pak pfedstavuje graf této funkce. Ukézali jsme, Ze z puvodnich rovnic

jsme dokazali odvodit vektorovou funkci, jejiz graf souhlasi s objektem definovanym ptvodnimi
rovnicemi.

Toto je spravny pohled na zobecnéni implicitnich ktivek a implicitniho derivovani. Pokud mame m
rovnic, tak je pfi troSe §tésti mozné z nich odvodit vzorce pro m vybranych proménnych (znacenych
y;), které uz budou zaviset jen na téch ostatnich proménnych (znacenych x;). Lze to zapsat i
vektorové, pak pracujeme s ¥ a T.

Dokonce i téch m rovnic lze zapsat jako jednu rovnici, ale s vektorovou funkci nalevo a vektorem
funkci napravo. Napiiklad ty dvé rovnice vyse lze prepsat jako

dr+2y+z—6\ (0
r+y+z—4 ) \0)°
Vznikne tak velmi kompaktni formulace.
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Véta. (o implicitni funkci)

Necht F(Z,7): D — R™ je vektorova funkce, kde D C R xR™. Pfedpoklddejme,
Ze pro jisty bod (a, g) € D plati F(a, g) = 0,, 2 F' mé4 spojité parcialni derivace
na néjakém okoli (&, b).

Uvazujme matice m X m a m X n

OFy OF, OF, oF;
oy1 T OYm ox1 e Oz
']F,g - . Y ']F,i“ - :
OF,, OF,, oF,, oF,,
Oy1 T OYm, 0z e Oz,

-,

Jestlize je Jp 7(@,b) regularni, tak existuje okoli U bodu @ a funkce

Y () € [CH(U)]™ takové, ze Y (@) = b a F(Z,Y (%)) = O, na U.

Tato funkce je jednozna¢né urcena a jeji Jacobiho matice je dana jako
Ty (7) = = [Tpg(@,Y (@)™ - Tpa(Z, Y (2)).

Prelozeno do méné formalniho jazyka, sadu rovnic

Fl(l‘l,... s Ly Yty - ,ym) =0

Fm(xla--' y Ly Y1y - - - 7ym) =0
dokazeme lokalné upravit na vzorce

y1 =y1(z1,... ,2p)

Ym = ym(l'l, cee 7xn)7
které popisuji stejny objekt jako je mnozina feseni ptivodnich rovnic. Jako obvykle neni zaruceno,
Ze ty vzorce museji mit formu vzorcu algebraickych, mohou to byt abstraktni funkce.
Jejich parcialni derivace lze ziskat implicitnim derivovanim. Kdyz chceme parcialni derivaci vzhle-
dem k néjakému x;, tak prosté vezmeme pivodni rovnice, predstavime si, Ze y; az y,, jsou funkce
x;, a aplikujeme parcialni derivaci vzhledem k x; na levé a pravé strany rovnic. Vyslednou soustavu

v v oy
pak vyresime pro Fo

Priklad: Uvazujme rovnice
s—ev?—u+202=-1
3s —elv? +u—203=-3
3vs + etv —u +v? — 203 = 0.
Definuji néjaky objekt v R*, tak se rovnou vzddme nadéje, ze bychom si to uméli piedstavit. Zato
si vSimneme, Ze pokud jsou ty rovnice nezavislé (a vypadaji na to), tak kazda odebere jeden stupen
volnosti z puvodnich ¢ty¥, takze by ten objekt mél byt jednodimenzionalni (pokud to neni jeden z
téch patalogickych) a mizeme mu fikat kiivka.
Snadno ovéfime, ze bod (3,0, 8, 2) tyto rovnice splituje, takze na té kiivce lezi. Je kolem néj kiivka
rozumna? Véta nas vyzyva ke zkoumani jisté matice, na to si nejprve zavedeme prislusné znaceni:

s —etv? —u+ 202 -1
3s — etv? +u — 203 =1 -3
3us + etv — u + v — 203 0

— F(s,t,u,v) = (5 — e'v® —u+ 20% 35 — e'v® + u — 20%,3vs + e'v — u + v? — 20°).
Cilovy prostor je tridimenzionalni, takze pokud budou splnény predpoklady, méli bychom byt
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schopni (teoreticky) vyjadrit t¥i z proménnych jako funkce té ¢tvrté. P¥i pohledu na rovnice se mi
nechce hledat vzorec pro v, protoze se tam vyskytuje v riiznych mocninach, takze jsem se rozhodl z
néj udélat volnou proménnou. Jinymi slovy, soustiedime se ted na na moznost mit funkce s = s(v),
t = t(v), u = u(v). Pokud se vdm ma volba nelibi, tak si udélejte vlastni a provedte pfislusné
vypocty, ja na to nemam dost odvahy.

Véta po néas chce zkoumat jistou matici.

% % % 1 —etv? —1
Irn= | B B B) (3 e
of, oF Of% v elv -1
Potfebujeme najit jeji determinant v daném bodé.
1 -4 -1
det(JF,(S,t,u)(3707872)) = det 3 -4 1 = —064.
6 2 -1

Determinant neni nula, takze v bodé (3,0,8,2) neni kiivka patologickd a musi existovat né&jaké
okoli tohoto bodu, kde se tato kfivka da vnimat jako graf jisté vektorové funkce. Nas spise zajima
interpretace, Ze je tedy (teoreticky) moZné z téch t¥i rovnic ziskat vztahy s = s(v), t = t(v),
u = u(v). DokdZeme je najit?

Budeme brat v jako parametr. Odectenim prvni rovnice od druhé a prictenim v-nasobku tieti k
druhé rovnici dostaneme
25 + 2u — 20° — 20% = 2 s+u=v>+0v2-1
35(1 + v +u(l —v) —v® —20* = -3 — 5(3v% +3) + u(l —v) = 20* +0* - 3.
Pokud tu prvni vynasobime ¢lenem 1 — v a odecteme od druhé, ziskame
s(3v +v+2) =3vt +0* —0v? —v —2.
Proto

v+ —v?—v -2 9
= =v° -1
302 4+ v+ 2
Dosazenim do prvni rovnice hned nad nami dostaneme
u=(v>+0v*-1)— (v - 1) =2
Nakonec dosadime s a u do prvni ptivodni rovnice a vyjde
e?=1+0*-1) -0 +202 =30 —0v® = t=In(3 —).

Dostali jsme vzorce

u(v) = v®,
které popisuji danou kiivku na néjakém okoli bodu (3,0, 8,2). Vektorova funkce z véty je
G(v) = (v* — 1,In(3 — v),v%).

Meéli jsme Stésti a vzorce jsme nasli, takZze snadno najdeme derivace

s'(v) = 2v,

-1
{() = =
u' (v) = 30,

coz ma platit na néjakém okoli bodu (3,0, 8,2) na kfivce, tedy pro v blizko k 2. Naptiklad s'(2) = 4.

Kdybychom toto sStésti neméli, tak by se pro nalezeni derivace nabizely dvé moznosti. Jedna z
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nich je pouzit vzorec z véty. Na to potfebujeme najit invezni matici k Jg (444), COZ je

1 v—1 1 v+1 v
2 3v24u42 2 3v2+4+v+2 3v2+v+2
N N T S w W G 1 B N
F,(s,t,u) — 2 etv 3v24v+2 2 etv 3v24v+2  etv 3v24v+2
3 w41 1 30241 . v
2 3v24v+2 2 3v24v+2 3v2+v+2

Nagli jsme ji pomoci Gaussovy eliminace a triku (A|E,,) — (E,|A™1) a uz z vysledku se d4 usoudit,
ze to nebylo moc prijemné. Tuto matici pak usime vynasobit matici

OF

s —2etv + 4v
JF,U = _88}:)2 = —2¢ty — 61]2

%ﬁv 3s+ et + 20 — 602

Podle vzorce pak u vysledku zménime znaménko a dostaneme
9v243v—2+e—3s

s’ v 3v2+v42
t/ — _ 1 91)3—21’02—2’U+68tv2+26t’u+26t+65
, etv 3v2+u42
u —v —9v3 —5v—6+4ef —3s
3v2+v+2

Obecné bychom tento vzorec mohli pouzivat pouze ve zndmych bodech kfivky. My zndme bod
(3,0,8,2), takze dosazenim s = 3, t = 0, u = 8, v = 2 snadno ziskdme tieba
36+6—-2+1-9
J(2) =202 -
124+2+2
To se shoduje s vysledkem pfimého vypoétu vyse. Protoze my zde vlastné zname vzorce pro s(v)
a t(v), mizeme je do vzorce pro s’ dosadit a dostaneme
;924302467 32 —1) 602 +20+4 )
_ — _

302+ v+ 2 3v24+ v+ 2

Vypada to tedy, ze ten vzorec s Jacobiho maticemi opravdu dava spravnou informaci.

OvsSem ruc¢ni vypocet inverzni matice byl poné€kud vyzivny, takze stoji za to zkusit ten druhy
pristup, jmenovité implicitni derivovani. Nejprve derivujeme dané rovnice, maje pritom na paméti,
ze s,t,u jsou ted vlastné funkce s proménnou v.

s —ett'v? —ef2v—u +4v =0
35" —elt'v? —e2u+u' — 602 =0
35+ 3vs’ +et'v+el —u +20—60v% =0.
Toto se da vytesit pro s',t',u’. VSimnéte si, Ze ted bereme i s,t,u jako parametry, takze takova

soustava bude vzdy linearni.

s — et —u = e'2v — 4u

35" — el + ' = e'2v + 602
3vs’ + elvt’ —u' + 20 = —3s — €' + 60°.
Mizeme naptiklad pouzit Kramerovo pravidlo a dostaneme

, —2etv?(et + 9v? + 3v — 2 — 3s) el +9v? +3v—2—3s
s’ = :

—2etv(3v2 + v + 2) - 302 4+ v+ 2

Je to stejny vzorec, jaky jsme dostali formalnim vypoctem ptes Jacobiho matice, a zdalo se to o
néco prijemnéjsi. Ctenaf si miize podobné ovéfit, ze také vzorce pro t' a u’ ziskané timto zptisobem
souhlasi.

A
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8. Vice o integralu

V této kapitole zavedeme integral pro funkce vice proménnych. Moznych pfistupt je vice, my
zde budeme néasledovat definici Riemannova integralu pro funkce jedné proménné na intervalech.
Jeji podstatou je déleni intervalu, kdy si dany interval rozdélime na tsecky a pak s¢itdme obsahy
obdélniki, které jsme nad nimi vztycili pomoci funkce f. To je zabaleno do mechanismu, ktery nas
motivuje brat jemnéjsi déleni a tak ziskavat presnéjsi aproximace integralu.

Pro uspéch tohoto pfistupu je podstatné, Ze tseCky umime zméfit (pomoci jejich délky pak
pocitdme obsahy). Relativni jednoduchost je pak dana tim, Ze intervaly umime pohodlné roziezat
na mensi usecky.

8a. Mnoziny

Nyni tyto myslenky aplikujeme na integral funkce n proménnych pfes mnozinu 2 z R" pron € N.
Radi bychom integracni mnoziny dé€lili na néjaké ,zakladni tvary® v R", tak jako jsme v jednom
rozmeéru délili integrac¢ni interval na tsecky. Uz pro n = 2 ale narazime na problém. Urcité bychom
radi integrovali pres kruhy, ale kruh nedokazeme rozrezat na kousky, jejichz tvary by byly jednoduse
zpracovatelné (Ctverce, kolecka, trojuhelniky, ... ).

Je dobré si uvédomit, ze problém neni ve vyssi dimenzi, ale ve vyssi ambici. V jednom rozmeéru
jsme se spokojili s integrovanim pres intervaly. Pokud bychom se pro funkce dvou proménnych spo-
kojili s integrovanim pres obdélniky, tak vesele fezeme na mensi obdélnicky. Ale my jsme neskromni
a chceme integrovat i pres jiné tvary, pak se nemtzeme divit, Zze méame problém.

Pokud jej chceme vytesit, musime se blize podivat na problematiku déleni mnozin na mensi
kousky. Vlastné nas v té chvili nezajima funkce, kterou integrujeme, je to otazka prace s mnozi-
nami v R". Jak zdhy uvidime, vlastné resime otazku, jak mnoziny zmérit, tedy jak najit jejich
n-rozmérnou analogii obsahu a objemu.

Klicova myslenka je, Zze uz nebudeme mnoziny fezat, ale budeme je aproximovat pomoci mnozin
priznivého typu. Z praktického pohledu jsou dva rozumné pristupy.

Prvni moznost je, Ze pro nas bude hlavni, abychom z mnoziny nic nevynechali. Toto se velmi
snadno zapise matematicky. Na obrazku nize vlevo vidime, jak pomoci ¢tvercli aproximujeme
kruh. Je zjevné, ze plytvame. To nevadi, protoze podobné jako u Riemannova integralu vznikne
mechanismus, ktery nas bude motivovat k co nejmensimu plytvani.

T~ .

Na obrazku vpravo vidime druhy pfistup k tomu, jak pomoci ¢tvercti aproximovat kruh. Zde je
naopak motivaci zabranit plytvani a néjak nas nemrzi, zZe jsme mnozinu nepokryli. Jak zabranime
plytani? Pokud bychom pozadovali, aby byly zti¢astnéné mnoziny disjunktni, tak by nas to v mnoha
pripadech zbytecné omezovalo. Prakti¢téjsi je dovolit, aby se zakladni tvary mohly prekryvat svymi
hranicemi. To se da elegantné zachytit pozadavkem, Ze by se mnozinam nemély prekryvat vnitiky.

Definice.
Uvazujme mnozinu {2 C R™ a konec¢nou kolekci mnozin 24,...,Q,, C R"™.
Rekneme, ze {1} je pokryti mnoziny Q, jestlize Q C |J Q4.

k=1
Rekneme, ze {2} je vyplnéni mnoziny (, jestlize 2 C Q pro vSechna k
a QY N QP =0 pro viechna k #1 € {1,... ,m}.
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Zde bychom méli ¢tenate varovat, ze zatimco ,,pokryti“ je oficidlni nazev, ,vyplnéni“ jsme si tu
vymysleli, abychom se o tom mohli bavit intuitivné. V teorii, jak se bézné zavadi, se nutnost tu
situaci néjak pojmenovat obchazi riznymi triky.

Z toho, jak definujeme pokryti a vyplnéni, by mélo platit nasledujici: Jestlize bychom uméli
vSechny zucastnéné mnoziny ,,zmérit“, tedy meéli bychom néco jako n-rozmérnou obdobu objemu,
tak by pro vSechna pokryti {Qx} mélo platit

vol, (©2) < Z vol, ()
k=1

a pro vSechna vyplnéni {Q} pak

vol, (©2) > Z vol, ().
k=1

Jinak feceno, zatim tyto definice davaji smysl, budeme se pomoci kvalitnéjsich aproximaci mno-
ziny snazit shora a zdola priblizit k jejimu ,,objemu‘.

Ted prichazi okamzik, kdy bychom se méli rozhodnout, jaky zékladni tvar budeme pouzivat.
Hlavni pozadavek je, ze by mél byt pfirozené zobecnitelny pro vSechny dimenze a méli bychom
umét spocitat jeho objem zptisobem, ktery je natolik intuitivni, Ze by ndm mél pfijit rozumny i
pro vyssi dimenze, kde vlastné zatim nevime, co je to ,,objem*.

To ukazuje na vicerozmérné intervaly, tedy obdélniky, kvadry atd. Pii jednorozmérné integraci
jsme pracovali s useckami (a,b), délka je b — a. Je pak pfirozené pracovat ve dvou dimenzich
s obdélniky (aj,b1) X (ag,bs) s obsahem (b — a1) - (b2 — az). Ve tfech rozmérech piejdeme ke
kvadrum (aq, by) X (az,bs) X (as,bs) s objemem (by —ay) - (b2 — az) - (bs — ag) a je snadné se nechat
premluvit, Ze ma smysl timto zptisobem pokracovat.

Definice.
Necht n € N. Pojem n-obdélnik oznacuje libovolnou mnozinu typu

<CL1,b1> X <a2,bg> X - X (an,bn)

pro néjaka redlna ¢isla ap, < bg prok=1,... ,n.
Pro dany n-obdélnik 2 = (a1, b1) X (az,b2) X - -+ X (an, b,) definujeme jeho miru
jako

n

m(Q) = (b1 — a1) - (by — az) -+~ (bn — an) = [ [ (b5 — as).

i=1

Mira je matematicky zptsob, jak nefict ,,n-rozmérny objem*, ale myslet si to.

Intuice nam tika, ze délka intervalu nezalezi na tom, jestli je otevieny, polouzavieny nebo uza-
vieny. Podobné je to u n-obdélnikt. Néktefi autori preferuji v definici oteviené intervaly, mnozi
pouzivaji intervaly (a;, b;), snad kvili tomu, Ze na sebe pékné navazuji. D4 se ukazat, Ze to nakonec
vyjde nastejno. My jsme zde zvolili uzaviené intervaly, protoze pii integrovani se mnoziny obvykle
berou jako uzaviené.

Budeme tedy mnoziny pokryvat a vyplinovat n-obdélniky, pro zkraceni tomu nékdy budeme rikat
obdélnikové pokryti a obdélnikové vyplnéni. Nejprve si rozmyslime, ze abychom mohli mnozinu
pokryt obdélniky, tak musi byt omezend, protoze obdélniky jsou omezené a definice pokryti ne-
umoznuje vzit jich nekonecné mnoho. V této kapitole se tedy omezime na omezené mnoziny €2 a
ty uz pak jdou pokryt vSechny. Kazda omezend mnozina je totiz z definice obsazena v n-rozmérné
kouli o jistém poloméru r a ta je zase obsazena v n-rozmérné krychli o strané 2r.

Jak je to s vyplnénim? Tady nam pomtze, Ze v definici n-obdélnika se pripousti moznost, ze
a; = b;. To znamena, Ze i jeden bod je povazovan za n-obdélnik, jeho mira je zjevné nula. Kazda
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neprazdna mnozina tudiz v sobé obsahuje néjaky n-obdélnik, tedy mé néjaké obdélnikové vyplnéni.
V této kapitole proto také budou vSechny mnoziny neprazdné. Shrnuto, kazda neprazdna omezena
mnozina ma néjaké obdélnikové pokryti i vyplnéni.

Nyni jsme pripraveni pokusit se co nejlépe aproximovat tvar dané mnoziny pomoci n-obdélniki.
Zavedeme mechanismus inspirovany Darbouxovym piistupem k Riemannovu integralu, ktery nas
bude motivovat k co nejlepsim aproximacim mnoziny. Mame dvé moznosti, jak se k tvaru mnoziny
Q) priblizit.

Miizeme zkouset rtizné pokryti pomoci n-obdélnikti. Jak pozname, kterd pokryti jsou lepsi a ktera
horsi? Kazdé takové pokryti {2} poskytuje jisty odhad n-rozmérného objemu mnoziny €2, v nasem
pripadé ve tvaru > m(€y). Jak jsme jiz poznamenali vySe, tento odhad (pro rozumné zavedeny
pojem objemu) nemuze byt mensi nez skuteény objem mnoziny 2 (pokud néco takového existuje),
ale zato muze byt vétsi, a to tim vétsi, ¢im vic se plytva. Neboli naopak, ¢i mensi odhad pomoci
obdélnikového pokryti dostavame, tim 1épe by mélo to pokryti aproximovat danou mnozinu.

6 6 6

Na obrazku vidime nékolik pokryti trojuhelnika o obsahu 18 pomoci 2-obdélniki. V levém pokryti
jsme pouzili velky ¢tverec o strané 5 a dva mensi o strané 2, takze jsme dostali horni odhad

524+2-22 =33 =18+ 15.

To jsme docela plytvali. V dalsim pokryti uz jsme se poucili, nepiekryvali jsme ¢tverce o strané 2
a horni odhad je

6-2> =24 =18+6.
Jsme blize. U tietiho pokryti jsme pouzili ¢tverce o strané 1 a dostali odhad

2117 =21 =18 +3.
Vidime, ze se soucty opravdu priblizuji ke spravné hodnoté€ 18 s tim, jak pokryti stale 1épe vystihuji
tvar trojuhelnika. Zda se také, ze bychom se mohli priblizit libovolné blizko volbou stale mensich
¢tverctl.

Pro obecnou mnozinu €2 tedy méa smysl hledat nejmensi mozné cislo, ke kterému je mozné se
pomoci pokryti dostat. U nékterych mnozin 2 primo existuje konkrétni pokryti, které da jeho
,objem“, ale pro jiné (tfeba ten trojuhelnik) se dokdzeme jen libovolné blizko pfiblizit, takze je
potieba misto minima vzit infimum moznych odhadi.

Druhy mozny pfistup je naopak mnozinu €2 vyplnovat. Pro kazdé vyplnéni pomoci n-obdélnikt
pak > m(Qy) predstavuje dolni odhad n-dimenzionalniho objemu. Kdyz povzbudime vyplnéni k
poskytnuti co nejvétsiho ¢isla, tak tim zase motivujeme k co nejlepsi aproximaci tvaru mnoziny €.
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Na obrazku vlevo je nepravidelné vyplnéni ¢tverci, které dava dolni odhad
3242.1.52=135=18—4.5,
zatimco dalsi pravidelna vyplnéni davaji dolni odhady 18 — 6 a 18 — 3. Opét by si ¢loveék tipnul, ze
zjemnovanim c¢tvercii by se umél dostat libovolné blizko k 18.
To nés privadi k nasledujici definici.

Definice.
Necht Q je neprazdnd omezend mnozina v R"™.
Definujeme pro ni vnéjsi miru

m*(Q) = inf{z m(Q); {Qr} obdélnikové pokryti Q}
k

a vnit¥fni miru

m,(Q) = sup{z m(Q%); {Q} obdélnikové vyplnéni Q}
k

Rekneme, Ze mnozina 2 je Jordanovsky méfitelnd, jestlize m*(Q) = m.(Q).
Pak definujeme jeji (Peanovu-Jordanovu) miru jako m(2) = m*(Q).

Myslenka je podobna jako u definice Riemannova integralu. Tam jsme také odhadovali shora a
zdola a pokud se odhady sesly, tak jsme prohlasili, Ze funkce je dostate¢né rozumna. Ted to mame
podobné s tvarem mnozin. Klicovad dobra zprava je, ze ve dvou a tfech dimenzich Jordanova mira
odpovida obvyklému obsahu a objemu.

Které mnoziny jsou méritelné? Vsechny bézné mnoziny. Naptiklad pokud vezmeme spojitou
funkci na intervalu, tak oblast pod grafem (coby mnozina v R?) bude ur¢ité méfitelna. Stejné
tak jsou métitelné mnoziny ,mezi grafy*, jak jsme o nich mluvili v kapitole 6. Pfejdeme-li do vice
dimenzi, tak pokud mame métitelnou mnozinu D a na ni dvé spojité funkce, tak je mnozina ,mezi
grafy“ téchto dvou funkci (kterd ma o jednu dimenzi vic nez D) také métitelna.

Neméritelné mnoziny musi mit velmi divokou hranici, obvykle vselijak potrhanou, takze je v
béznych aplikacich nepotkavame.

Piiklad: Ukazeme neméfitelnou mnozinu v R. Pfipomenme ze pak n-obdélniky odpovidaji tisec-
kam.

Uvazujme mnozinu Q@ = QN (0, 1). Jde tedy o mnozinu vSech raciondlnich ¢isel mezi 0 a 1.

Racionalni ¢isla maji dvé dilezité topologické vlastnosti.

Tou prvni je, Ze raciondlni ¢isla jsou husta, tedy v kazdém useku realné osy kladné délky je
néjaké racionalni cislo. To znamend, Ze pokud mnozinu €2 pokryjeme tseckami, tak ty tsecky na
sebe museji navazovat bez mezer, protoze kdyby se mezi nimi objevila mezera (a byla mezi 0 a 1),
tak uz je v té mezere raciondlni ¢islo a vlastné to neni pokryti. Sjednoceni takového pokryti proto
musi obsahovat interval (0,1). Pokud posé¢itdme délky usecek z takového pokryti, tak musi byt
nejméné 1. Infimum ziskané z pokryti tedy nemiize byt mensi nez jedna. A nemutze byt ani vétsi,
protoze interval (0,1) o délce 1 je sAm o sobé je pokryti Q2. Proto m*(Q2) = 1.

Druhou vyznamnou vlastnosti je, ze i iracionalni ¢isla jsou husté, jinak feceno, neexistuje zadny
souvisly tsek realné osy, ktery by se sklddal Cisté z racionalnich ¢isel. To znamena, ze {2 nemuze
obsahovat zadnou podmnozinu ve tvaru intervalu kladné délky. Kazdé obdélnikové vyplnéni se
tedy nutné musi skladat z jednobodovych intervali, jejichz mira je nulova a nulovy je pak i soucet
meér. Pravé jsme ukézali, ze vSechny odhady pomoci vyplnéni jsou nula, takze i jejich supremum
musi byt nula. Matematicky: m,(2) = 0.

Ukazali jsme, ze m,(02) < m*(§2), takZe mnozina Q neni méfitelna.

[8a] 156 [8a]



pH: Funkce vice proménnych Integral 11

Tento piiklad se hravé zobecni i pro vy$si dimenze, napiiklad pro R? mizeme vzit viechny body
s raciondlnimi soufadnicemi ze ¢tverce (0,1) x (0, 1).

A

Odborné poznamka: Existuji i jiné typy mér nez Jordanova. V matematické analyze je asi nejpo-
uzivanéjsi mira Lebesgueova, ktera pouziva nekonecna pokryti. Je vyrazné mocnéjsi nez Jordanova
a umi zmé¥it i dosti divoké mnoziny (naptiklad Q), ale jeji zavedeni d& dost prace.

Popravdé feceno, i nase zavedeni Jordanovy miry by jesté pottebovalo podepftit, napiiklad viibec
neni jasné, jestli to infimum a supremum v definici existuji konec¢na. Zde je klicové lemma, které
je velmi podobné klicovému lemmatu pfi zavadéni Riemannova integralu: Nemitize se stat, ze by
néjaké pokryti mnoziny poskytlo mensi odhad jeji miry nez jeji vyplnéni. I diikaz je podobny jako
pro Riemanntv integral, jmenovité pres zjemnéni.

Poznamka: V kapitole 6 jsme se mimo jiné zminili o zajimavé kategorii mnozin, které formalné
patii do n-rozmérného prostoru, ale jejich podstata je méné dimenzionalni. Pokud jsou méritelné,
tak by mély mit miru nula.

Podivejme se na piipad tise¢ky v R%. Pro jednoduchost si vybereme
interval (0,1) na ose z, ktery ale ted vidime jako mnozinu

Q={(z,0); 0 <z <1}
Je jasné, ze jediné 2-obdélniky (neboli obdélniky), které se do Q
vejdou, jsou obdélniky typu (0,0) X (ag,bs). Protoze 0 — 0 = 0, mayji 0 1 X
v8echny miru nula. Proto pro libovolné obdélnikové vyplnéni {4}

musi platit Y m(Qy) = > 0= 0. To dokazuje, ze m,(Q2) = 0.

Ted budeme pokryvat, a aby se ndm to 1épe délalo, budeme pokryvat
pomoci ¢tvercli o strané % Zvolme si tedy m € N a uvazujme ctverce
o strané %, jejichz stiedy lezi na ose x. Protoze jsme nase n-obdélniky
definovali jako uzaviené, je mozné je na sebe nalepit a hned vidime,
ze k pokryti nasi mnoziny €2 staci m takovych ctvercu. e s o X

Pro takovéto pokryti pak dostavame 1

Pokud ted uvazujeme vSechna pokryti tohoto typu a vezmeme infimum odpovidajicich sum,
dostavame inf(%) = 0. Pfibranim dalsich pokryti se infimum nemuze zvétsit a zmensit se nema
kam, takze vidime, Zze také m*(Q2) = 0. Protoze m*(Q2) = m.(Q), je naSe usecka mé¥itelna, ale
hlavné vidime, ze opravdu m(£2) = 0.

Podobné se da ukazat, ze vSechny (rozumné) kiivky v roviné maji miru nula, obdobny argument
pak funguje i pro povrchy v R? a podobné.

A

8b. Integral

Pokud mnozina neni métitelnd, tak na ni nemé smysl ani integrovat. Pokud méritelna je, tak se
d& dobre aproximovat pomoci n-obdélnikli, pak ma smysl nad nimi stavét ,sloupce® a séitat jejich
prispévky k integralu. U klasického Riemannova integralu jsme pii pocitani takového prispévku
jednoho ,sloupce” nasobili délku zékladny vyskou, zde pfirozené pracujeme s mirou zakladny.

Nejprve zavedeme pojmy. Pfipomenme, ze v této kapitole pracujeme jen s neprazdnymi a ome-
zenymi mnozinami 2.
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Definice.
Necht f je omezend funkce na méfitelné mnoziné 2.
Pro pokryti {2} mnoziny 2 pomoci n-obdélniki deﬁnujeme

U(f, {%}) Zsup Q).

Déle definujeme horni integral f na Q jako
S(f, Q) =inf{U(f, {Q%}); {Qx} obdélnikové pokryti Q}.

Pro vyplnéni {Q;} mnoziny 2 pomoci n-obdélnik definujeme
L(f {%}) = ;i&f(f) m($).

Déle definujeme dolni integral f na Q jako
S(f, ) =sup{L(f,{Q%}); {Q%} obdélnikové vyplnéni Q}.

Pro smysluplnost definice zase potiebujeme klicové lemma, které iikd, Ze kdyZ pro mnozinu (2
mame néjaké pokryti {x} a néjaké vyplnéni {;}, tak pro f > 0 musi platit

Jen to d& o néco vic prace nez v jedné dimenzi. Z toho pak vyplyne, ze definice horniho a dolniho
integralu ma smysl, vysledkem jsou realna ¢isla a vzdycky plati

S(f,9) < S(£,9).

Pak uz nasleduje povédoma definice.

Definice.

Necht f je omezené funkce na méfitelné mnoziné 2.

Rekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelna na (), jestlize
S(f, Q) = 5(f,9).

V takovém pripadé definujeme

//f:? 7 = 5(f,9).

Napftiklad vsechny spojité funkce jsou integrovatelné, coz pro bézné aplikace staci. Takto de-
finovany integral splnuje vSechny obvyklé vlastnosti, tfeba linearitu a aditivitu vici integrac¢ni
mnozine.

Véta.
Necht f, g jsou funkce integrovatelné na meétitelné mnoziné 2 C R™, necht ¢ € R.
Pak je také funkce cf + g integrovatelna na 2 a

//cf+gdx]—c//fd //gd
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Véta.

Necht f je funkce integrovatelnd na méfitelné mnoziné €.

Predpokladejme, Ze mnoziny €24, ... , {2, jsou méritelné, jejich vnitiky jsou po
m

dvou disjunktni a Q = |J Q.
k=1

Pak

[ ran=55 [ f o

Kdyby toto byla pofadna ucebnice a ne ilustrovany tvod, tak by ted prisly dikazy téchto vét a
také véty dalsi, napriklad Ze tento Riemanntv integral je mozné pocitat pomoci fezt, jak jsme se
to naucili v kapitole 6. Ale ona neni. Véty o substituci uz jsme také probrali v prislusné kapitole,
takze si na rozlouc¢enou dame jeden integral.

Piiklad: Uvazujme funkci f(z,y) = (22 +y? +1)® na mnoziné €2, kde Q2 je kruh v R? se stfedem
v pocatku a polomérem 3. Chceme integral, pfimy vypocet vede na dvojny integral
3 V9—=z2

/ / x? +y? +1)%dy du.
23 _ ooz

Zkuseny integrator si hned v8imne, ze preferovany p¥istup, tedy substituce w = 2241412, zde neni
prichozi. Tento integral se musi pocitat roznasobenim tfeti mocniny a integraci vSech vyslednych
¢lent, coz neni moc pritazlivé.

Kruh ale vyzyva k pfechodu na polarni soufadnice © = rcos(p), y = rsin(p), které zobrazuji
D =(0,3) x (0,27) na Q. Najdeme jakobidn:

A= cos(¢) sin(yp) | _ -
—rsin(p) 7 cos(p) ’
proto dS = rdS|r, ¢]. Dostavame

3 2w 3 2w
//(x2+y2+1 dxdy //r cos?(p) + r2sin?(p) + ngpdr://r + 1)3rdpdr
Q 00 00
/ 2 ; 2
o 2 3 p=am o 2 3 o w=r +]_
_/[r(r +1) gp](pzo dr—/27rr(7’ +1)°dr = ‘dw:2rdr
0 0
10 L
= /7rw3 dw = [szﬂo = % -9999.
0
A
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9. Dodatky

9a. Geometrické objekty v R"

Zde si pripomeneme nékteré popularni objekty v R”.

Linearni objekty
Za¢neme s pfimkou v R? prochézejici danym bodem (zg, o). Je nékolik zpiisobii, jak urcit jeji
Smer.

e Jeden popularni zpiisob je zadat jeji smérnici k. Rovnice primky pak je y
y=k(x —x0) +yo mnebo y—yo=Fk(z — xo).

Druhé podoba nam pfipominé skuteény vyznam éisla k. Je to pomér vysky k Yo

zékladné v libovolném trojihelniku prilepeném k pfimce. Nékteri lidé davaji o 3 .

prednost napsat y = kx + ¢ a dopoditat ¢ z dat. Yo x X
Hlavni nevyhoda tohoto pristupu je, Ze nam nedovoli zapsat svislé primky.
e Dalsi popularni popis pfimky je rovnici ve tvaru
ar +by=c mnebo axr+by+c=0. Y (a,b)
Koeficienty a,b tvori vektor (Va,b), ktery je na doty¢nou p¥imku kolmy a Y0
jednoznac¢né urcuje jeji smér. Rikd se mu normalovy vektor a rozhodné neni 0l .x'?(, Tk

jediny. Libovolny nenulovy nasobek normalového vektoru zase poslouzi jako
normalovy vektor.

Je-li ddn normalovy vektor 7 = (a,b) a bod (zo,yo), tak lze odpovidajici pfimku popsat rovnici

a(z — x0) + b(y — yo) = 0.

D4 se to také zapsat pomoci skaldrniho souéinu jako (a,b) @ (x — zg,y — yo) = 0. To uréuje pfimku
jako mnozinu vs8ech bodu (z,y) takovych, ze vektor (x,y) — (zo,yo) je kolmy k 7.

Pfepsanim y = kx + ¢ do tvaru kz + (—1)y + ¢ = 0 vidime, ze pro danou smérnici k lze pouzit
(k, —1) coby normélovy vektor nasi pfimky. Je-li naopak dana pfimka specifikaci az + by +c¢ =0

sb#0, pak y = —7z — , tedy jde o pfimku se smérnici k = —¢.
e Smér piimky lze specifikovat smérovym vektorem (u,v). Pak lze pouzit N N(=v,0)
parametricky popis bodt doty¢né primky
=a+ tu, y (u v)
x,y) = (xo, + t(u,v neboli 0 ’
(2, y) = (z0,Yo) (u, v) —b+tu, tER.

o , " I ,
Eliminaci ¢ dostaneme y = “x — ~a + b, nasledné vx — uy — va + ub = 0. 0 Xo x‘(v,—u) x

Takovéato pfimka md tedy smérnici k = © a normalovy vektor 7 = (v, —u)
nebo 7 = (—v,u) nebo jejich libovolny nenulovy nésobek.
Naopak, pfimka dand rovnici y = kx + ¢ ma smérovy vektor (1, k) a pfimka dand ax +by+c=10

ma smérovy vektor (b, —a) nebo (—b, a) nebo jejich libovolny nenulovy nasobek.

Tyto tfi zptisoby popisu piimky v R? maji rozliény zobeciiovaci potencial.

Parametricky popis lze primo pouzit také pro primky v R™ pro libovolné n > 2. Je-li dan bod a
a smérovy vektor u, pak jsou body pfimky prochéazejici bodem @ ve sméru u dany jako

r=a+tu, teR.
Je to nas preferovany zptisob zapisu pfimek ve vyssi dimenzi.

Smérnicova verze zadné zobecnéni nenabizi. Verze s normalovym vektorem zobecnéni nabizi, ale
jinym smérem. Uz v prostoru R? snadno nahlédneme, ze kdyZ dany vektor 7 umistime v néjakém
bodé a, tak existuje nekoneéné mnoho primek, které danym bodem prochéazeji a jsou k tomuto
vektoru kolmé. To znamena, Ze ve vyssich dimenzich nelze specifikovat primky pomoci normalového
vektoru.
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Na druhou stranu neni té7ké nahlédnout, ze body & € R? takové, Ze vek- 4
tor ¥ — Zo je kolmy na @ = (a,b,c), tvoii v R? plochou rovinu. Vlastné
sjednocujeme vSechny ty kolmé pirimky. Vysledna rovnice je

a(x —x0) + by —yo) + c(z — z0) = 0.
Obecné, kazd4a rovnice ve tvaru ax + by + cz = d neboax +by+cz+d =0 ¥ y
definuje rovinu v R3, jejiz normalovy vektor je @i = (a, b, c).

Sy

Sklon takovéto roviny je svym normdalovym vektorem jednozna¢éné urcen (zase je nekonecné
mnoho moznych normélovych vektort). To mimo jiné znamend, 7e kdyz chceme védét, zda jsou
dvé roviny rovnobézné, tak polozime stejnou otazku o jejich normalovych vektorech.

Je nemozné (pro vétsinu lidf) nahlédnout, Ze mnozina viech bodt & € R%, pro které je ¥ — T
kolmy k 7, je vlastné objekt, jehoz skutec¢ny rozmér je 3 a ktery je také plochy. Je to ale tak.
Obecné, libovolny nenulovy vektor 77 € R™ umistény v néjakém bodé @ urcuje specificky objekt,
,plochou* mnozinu, kterd je svou podstatou n — 1 rozmérna a kolma k 7. Takovym objekttim
fikdme nadroviny. Matematicky, nadrovinou v R" rozumime libovolnou mnozinu ve tvaru H + @,
kde H je né€jaky linearni podprostor R"™ dimenze n — 1.

Nadrovina dand bodem @ a normalovym vektorem 77 je popsana rovnici

ne(¥—ad =0

neboli

E TLZ(LL'Z — CLZ') =0.
i=1
Priseciky nadrovin vedou k mnozindm nizsiho rozmeéru, coz nabizi dalsi moznost, jak zachytit
pfimky v R™, jmenovité coby pruseciky n — 1 nerovnobéznych nadrovin.

Kvadriky (kvadratické objekty)

Intuitivné jde o objekty popsatelné rovnicemi, ve kterych jsou kvadratické polynomy.

V R? jsou tyto objekty zndmé coby kuzelosecky. Jsou dva zakladni typy:

e Rovnice, kde jedna proménna neni pritomna na druhou: V této rodiné je jen jeden tvar. Rovnice
y = az? + bx + c a © = ay® + by + ¢ definuji paraboly. Ta prvni se otevird nahoru (pro a > 0)
nebo dolu (pro a < 0), zatimco ta druha se otevira doprava ¢i doleva.

Dtilezité prvky, zejména vrchol, 1ze identifikovat doplnénim ctverce.

Napiiklad rovnici = 12y — 2y? lze piepsat jako

z=—2(y* - 6y) = —2(y° — 6y +9 - 9) = —2((y - 3)* - 9) = 18 - 2(y — 3).

Vidime, Ze popisuje parabolu otevienou doleva a s vrcholem (18, 3).

Yy
3—)
0 18 X

e Rovnice, kde obé& proménné maji druhou mocninu: Typicky reprezentant je rovnice ax?+by? = c
s a,b # 0. Jou dva zadkladni tvary, jeden z nich ma podtyp, ktery stoji za vypichnuti.

— KruZnice se stfedem (xq,yo) a polomérem r > 0 je déna rovnici

(x —20)* + (y — yo)* = 1.

— Elipsa se stfedem (¢, yo) a poloosami a,b > 0 je ddna rovnici

(z — $0)2 (y — y0)2

a? + b2 =1
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— Hyperbola je dana rovnici
(z — wo) (y yo)

(x05y0) .
0’y0 /( £x09y0)

X

0 N / N

Rovnice s linarnimi ¢leny se zpracovavaji doplnénim c¢tvercti. Naptriklad
2yt —dr+2y=4 = (-2 + (y+1)* =32

Toto popisuje kruznici o poloméru 3 se stfedem v (2, —1).

Katalog kvadrickych povrchii v R? je podstatné bohatsi. Proto zde uvedeme jen nékteré popularni
typy a se stfedem v pocatku, coz se snadno upravi na jiné stredy.

e Zacneme rovnicemi, kde jedna proménna neni v mocniné:

— 22 +9y? — 2 = 0 neboli z = 22 + y? popisuje paraboloid. Viz piiklad v sekci 1b.

Tento paraboloid 1ze zplo$tit ze strany, ¢imz vznikne elipticky paraboloid dany rovnici

2 2
T Y
— 22 —y? — 2z = 0 neboli z = 22 — 2 popisuje hyperbolicky paraboloid. Jde o zajimavy objekt
ve tvaru sedla, viz priklad v sekci 1b.

Z|

- AN
7

e A ted rovnice, ve kterych jsou vSechny proménné v druhé mocniné:
— 22 + y? + 22 = r? definuje sféru o poloméru r. Jde o popularni specialni piipad nasledujiciho

typu.
22 g2 2
- — + b_2 —|— — = 1 definuje elipsoid.
— 2%+ 42 = 0 neboli z = /22 + y? popisuje kuzZel s vrcholem v Z
pocatku. Véimneme si, ze pro bod (z,y) v roviné xy udava r = /x? + y? T

jeho vzdalenost od pocatku. Vzorec z = y/x? + y? fika, ze v bodé (x,y) je :
hodnota z rovna vzdélenosti od pocatku. Graf se tedy zveda stejnou rychlosti,
jakou se vzdalujeme od pocatku, jinak feceno, strana kuzele ma sklon 1:1.

Uplny seznam kvadrik v R? se snadno najde.
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Degenerované krivky a povrchy

Jde o rovnice, ve kterych chybi néktera proménna. Zakladni pravidlo je, Zze degenerované objekty
nejprve nakreslime jen v prostoru, jehoz souradnice jsou v rovnici pritomny, a pak jej protdhneme
do nekonecna ve sméru proménnych, které v rovnici chybi.

Uvazujme rovnici y = 13. V R definuje bod na pfimce. Ve vyssich di- Z
menzich se stane degenerovanou. V R? definuje vodorovnou piimku. V R3
definuje rovinu, ktera je rovnobézna s rovinou xz. Obdobné to plati pro
rovnice r = xg a 2 = 2o.

Podobné, rovnice x + 2y = 13 definuje pfimku v R2. V prostoru R? se 0 13 Y
stane degenerovanou a definuje svislou rovinu prochézejici onou primkou v
rovin€ xy.

Rovnice x2 + 92 = r? v R? definuje svisly valec o poloméru r, zatimco y? + 22 = r? tam definuje
valec rovnobézny s osou z.
Obecné rovnice

=1

(z — 9)? 4 (y — vo)®
a? b2
definuje elipticky valec, tedy valec rovnobézny s osou z, ktery je ze stran zplostély a jeho osa
prochazi bodem (zg, yo, 0).

I zde jsou proménné zaménitelné, takze napriklad Z¢
(z —20)* (2~ 20) Y
+ =1 < [ /
a2 2 o
definuje zplostély valec rovnobézny s osou y jako na ob- ' (:f,xﬂ’ Zo)
razku. N 8

/0 y
X

Ctenéf si jisté dokaze vymyslet fadu takovych pifkladt, naptiklad y = 2% v R? (tomu se mimo-
chodem tika parabolicky valec).

Nastésti skoro nikdy nepracujeme v jesté vyssich dimenzich, protoze tam uz je pocet tvart kvadrik
masivni a stejné si to neumime predstavit. Za zminku stoji, ze jeden tvar se skaluje dobte, jmenovité
sféra, ktera je ve vSech dimenzich reprezentovana rovnici

Z:(:JcZ —a;)? =12
3 (@i = a:)” _2‘“)2 =1

(2

Obecné 1ze uvazovat elipsoidy
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9b. Topologické pojmy v R"
Znaceni:
Necht n € N. Symbol R™ znaéi prostor vSech n-rozmérnych vektor s redlnymi soufednicemi
znadenych & = (v1,...,,), také  nebo tieba x. Cisla z; € R jsou soufadnice ¢i slozky.
Pro vektory mame zakladni operace.

Definice.
Pro vektor Z € R" a skalar ¢ € R definujeme nasobek jako

@ = (cxy,...,cxy).
Pro vektory Z,y € R™ definujeme jejich
e soucet jako
f+g: (131 T Y1, 7xn+yn);

e skalarni soucin jako

n
Foff=mys+ + TnYn = Y TiY;.
=1

Pro vektory &, % z R? také mame vektorovy souéin

I X § = (T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

:(det<x2 xg),det(wg xl),det(x1 m))
Y2 Y3 Yys 0 Yy Y2

— — — — — P

€1 €y €3 T 7k
= det X1 T2 I3 = det Tr1 T2 X3
Y1 Y2 Y3 Yyr Y2 Y3

Pro skalarni soucin existuji i alternativni znaceni ¢i alternativni vzorce, napiiklad
- o - - ST
Tey=(Z,y)=2-y".
V tom poslednim vzorecku se fadkovy vektor nasobi sloupcovym vektorem, jako by to byly dvé
matice.

Pojem vzdalenosti neboli metriku ndm urcuje norma.

Definice.
Pro vektor & € R" definujeme jeho (Euklidovskou) normu jako

12 = /2t +-- +af.

Pro vektory &,y € R™ definujeme jejich (Euklidovskou) vzdalenost jako

Vektorovému prostoru R™ s Euklidovskou normou fikdme Euklidovsky prostor dimenze n,
nékdy se znaci (R™, | - ||2) ¢ E,. My budeme psit jen R™, protoze jiné normy neuvazujeme.

Kazd4 norma musi spliiovat uré¢ité vlastnosti uz proto, zZe je to norma, viz (i)—(iii) nize. P¥idame
i néjaka dalsi uzitecna pozorovani o Euklidovské normé.
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Véta.

Necht n € N. Euklidovské norma na R"™ spliuje nasledujici vliastnosti:

(i) Pro vSechna # € R” plati: ||| = 0 pravé tehdy, kdyz & = 0;

(ii) Pro v8echna ¥ € R™ a ¢ € R plati ||cZ|| = |¢| - [|Z|];

(iii) Pro viechna &, 7 € R™ plati |Z + 7| < |Z]| + |7 ;
(trojuhelnikova nerovnost)

(iv) Pro v8echna & € R™ plati |Z|| = VT e T

(v) Pro vSechna #,y € R™ plati |Ze ¢| < [|Z]| - ||7]];
(Cauchy-Schwarzova nerovnost)

(vi) Pro vSechna ¥ € R™ plati max |z;| < ||7]| < /nmax |z;|.

Skalarni soucin se da spocitat pomoci normy a informaci o pozici vektort.

Fakt.
Necht n € N. Pro @, € R" plati Te i = ||Z|| - || 7] - cos(c), kde « je tihel mezi
vektory T a 4.

Skalarni soucin je mira kolmosti. Plati & e f = 0 pravé tehdy, kdyz ¥ L y. Naopak pro &,y
rovnobézné nabyva soudin e ¢ maximalni mozné hodnoty +||Z|| ||| (viz Cauchy-Schwarz vyse),
znaménko zalezi na tom, zda je orientace shodna nebo opacna.

Definice.

Necht M je podmnozina R™.

Rekneme, 7e je omezena, jestlize existuje K > 0 tak, aby || Z|| < K pro vSechna
re M.

Definujeme diametr M jako diam(M) = sup{||Z — ¥||; &,y € M}.

Evidentné je mnozina M omezend pravé tehdy, kdyz diam(M) < oo.

Definice.

Necht @ € R™ a £ > 0. Definujeme

e c-okoli bodu @ jako U.(d) = {Z¥ € R™; | —ad|| < e}y

e prstencové c-okoli bodu a jako P.(d@) = {¥ € R™; 0 < ||Z — d| < e}.

Ugr(d) je oteviend  koule“ o poloméru R se stfedem v @. Mnozina M je omezend pravé tehdy,
pokud je podmnozinou néjakého Ur(@); pak diam(M) < 2R.

Definice.

Necht M je podmnozina R". Rekneme, ze ¥ € R" je

e vnit¥ni bod M, jestlize existuje U = U.(Z) takové, ze U C M,

e vndjsi bod M, jestlize existuje U = U.(F) takové, ze U N M = {;

e hrani¢éni bod M, jestlize pro kazdé U = U.(Z) plati UNM # 0 a U — M # ()
e izolovany bod M, jestlize existuje U = U.(Z) takové, ze U N M = {Z};

e hromadny bod M, jestlize pro kazdé P = P.(¥) plati PN M # (.

Ekvivalentné, # je hromadny bod M piesné tehdy, kdyz existuje posloupnost {Z(k)} C M — {Z}
takové, ze Z(k) — Z.

[9b)] 165 [9b]



pH: Funkce vice proménnych Dodatky

Fakt.
Jestlize m& mnozina M C R™ hromadny bod, pak musi byt nekonecné.

Neplati naopak, napiiklad N je nekone¢ns podmnozina R!, ale nemé hromadny bod.

Véta.
Kazda nekonecné omezend podmnozina R” ma alespon jeden hromadny bod.

Definice.

Necht M je podmnozina R™. Definujeme jeji

e vnitiek M© jako mnozinu vSech vnitinich boda M;
e hranici OM jako mnozinu vSech hrani¢nich bodu M;
e uzavér M jako M UOM.

Pro kazdou mnozinu M plati M® C M C M a M° NnoM = 0.
Uzaveér je mnozina vsech bodi, ke kterym se da libovolné blizko dojit pomoci bodi z M.
¥ €M <= existuje posloupnost {Z(k)} C M aby Z(k) — 7.
To samoziejmé zahrnuje i body z M, k takovému bodu se da dojit libovolné blizko pomoci jeho
samého.

Definice.

Necht M je podmnozina R™.

Rekneme, 7e M je oteviena, jestlize M© = M.
Rekneme, ze M je uzaviena, jestlize M = M.

Mnozina je otevrena, je-li kazdy jeji bod vnitini.
Mnozina je uzaviend, jestlize je kazdy jeji hromadny bod ¢asti mnoziny. Jinymi slovy, pro libo-
volnou posloupnost {Z(k)} C M, kterd konverguje k néjakému Z, musi platit & € M.

Definice.

Necht M je podmnozina R™. Rekneme, Ze je souvisla, jestlize neexistuji oteviené
mnoziny G1,Gs C R™ takové, ze M C G1 UG, Gi1NM # 0, GoNM # () a
Gi1NGy=0.

Intuitivné feceno, mnozina M C R” je souvisla pravé tehdy, jestlize pro libovolné dva body

Z,y € M existuje nepferusovand ¢ara (viz spojité parametrické kiivky) z & do 7, kterd cela lezi v
M.

Véta.
Jediné souvislé podmnoziny R jsou intervaly.

Kdyz uz jsme u interval: Vicerozmérné intervaly v R™ jsou mnoziny typu Iy x Iy X --- X I,
kde I; jsou intervaly v R. Predstavujeme si obdélnik, hranol, atd. Ve vice dimenzich jsou ale i jiné
souvislé mnoziny, tfeba kruh v R2.

Definice.
Mnozina M C R” se nazyva oblast, jestlize je oteviena a souvisla.
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Definice.

Necht Z,y € R™. Definujeme tsecku (7, ) jako mnozinu
{tr+ (1 —t)y; t € (0,1)}.

Definice.

Necht M je podmnozina R". Rekneme, 7e je konvexni, jestlize pro libovolné
Z,y € M plati (Z,y) C M.

S topologii tizce souvisi pojem konvergence.

Definice.

Necht n € N, uvazujme vektor & € R™ a posloupnost vektora {Z(k)} C R™.
Rekneme, Ze {7(k)} konverguje k Z nebo Ze ¥ je limita posloupnosti {Z(k)},
znaceno klgglo(f(k)) = T ¢ jen Z(k) — Z, jestlize kli)ngo(H:f(k) —Z||) = 0.

Ekvivalentné,

Ve>0dINeNVE>N: ||Z(k) -7 <e
neboli

VU =U(¥)IN e NVk> N: Z(k)eU.
Fakt.

Necht n € N, uvazujme vektor & € R™ a posloupnost vektori {Z(k)} C R", kde

Z(k) = (x(k)1,... ,x(k)n)-
Plati Z(k) — & pravé tehdy, kdyz pro vSechna i = 1,... ,n plati z(k); — x;.

Konvergence tedy funguje po souradnicich.
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