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MA2: Cviéné piiklady—Funkce vice proménnych: Derivace, geometrie
Struc¢na reseni

1. % _ (4$ + 2y)€212+y2+2xy+2y’ % — (2y 427+ 2)62x2+y2+2zy+2y.
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3. ﬂ = cos(z3 + 2)32? In(2) + 22y°2, ?Tg]; = 222yz, af = cos(z® + 2) In(2) + sin(2® + 2) L + 2?2
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5. af = (2x + y) cos(z? + zy), 8—f z cos(z? + zy);
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% = 2cos(x? + xy) — (22 + y)? sin(z? + zy), argy = cos(2? + xy) — z(2x + y) sin(2? + 2y),
2
g—yé = —2? sin(2? + 2y).
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Derivace jsou jednodussi s \/yfrﬁ = (y +22)" /2.
0 z2
7. f—ln(:z:y—i—l) wa, a%:xyﬂv
proto V£(1,0) = (0,1) a Dz f(1,0) = Vf(1,0) e i = %
8. a) Potfebujeme smér nejvétsiho spadu, coz je —V f(1,2). Mame
_(of Ofy _ 62 2 . W
Vf= (%, 67;) = ((3m2+y2+1)2, (3$2+y§/+1)2) Proto —V{(l 2) = (32, 32) mizeme vzit d = (3,2).
b) Potfebujeme derivaci ve sméru Dz f(1,2), kde @ = e = £(—3,4), proto

Zemé v tomto sméru klesa.

Dz f(1,2) = Vf(1,2) e i = 35(3,2) » 5(=3,4) = 15

9. Je nékolik moznosti, jak k tomuto problému pfistoupit.

1) Jedna moznost je umistit obdélnik tak, aby byl jeho horni levy vrchol v po¢atku, pak je pravy dolni
vrchol v bodé (10, —5). Obsah je dan jako A(z,y) = —xy. Chceme védét rychlost zmény A, kdyz se bod
(10, —5) méni ve sméru (a velikosti) ¥ = (2,2).

VA = (—y,—z) = VA(10,-5) = (5, —10), proto DzA(10,—5) = —10. Plocha se zmensuje rychlosti 10
cm? /sec.

2) Je také mozné prosté vzit obsah A(x,y) = zy a uvazovat pfipad, kdy = = x(t), y = y(t) zavisi na case.
Derivujeme vzhledem k t: A'(z,y) = $22/(t) + %y’(t) =ya'(t) +zy'(t).

Mame x = 10, y = 5 a dané udaje jsou 2’ = 2, y’ = —2. Proto A’(10,5) =5-2+ 10 - (—2) = —10.

Je také mozné pouzit totalni diferencial dA(10,5) = 5dz + 10dy.

10. Interpretujeme to jako tlohu o hladiné konstantnosti pro f(z,y) = % + 4% = 1. Ovéfime, ze dany bod
P spliuje f(z,y) = 1, takze opravdu lezi na dané kiivce.

2] o

a% =1z, a—i = 2y, proto Vf(v3,-1) = (1v3,-1).

Tento vektor je kolmy (normalovy) ke kiivce, proto také k tecné. Jeji rovnice proto je
Vf(P)e((z,y)—P)=0 = %\/?:(x—\/g) — (y—l—%) =0 = y:%\/g:v—Q

Abychom nasli normélu, mazeme pouzit V f(P) jako jeji smérovy vektor, dostaneme parametrickou rovnici
x =3+ %\/g t,y = —ft Abychom dostali klasickou rovnici, eliminujeme ¢, dostaneme z + \f 3y =3 \f
Lze také najit vektor kolmy k V f(P), napiiklad vektor ( , é\/g), a pak najdeme rovnici normaly pomoci

(1,3V3) o ((z,y) — P) =0, zase skonéime s = + $/3y = 31/3.

11. Interpretujeme to jako tlohu o hladiné konstantnosti pro f(x,y,z) = @ + % + % = 1. Ovéfime,
ze dany bod P splnuJe f(z, y, z) = 1, takze opravdu lezi na dané kfivce.

, % 3y, gi = z proto Vf(0,1,—-1) = ( 1,3,—5).

Tento vektor je kolmy (normalovy) ke kiivce, proto také k tecné roviné. Jeji rovnice proto je
VfP)e((x,y,2)—P)=0 = —z+3(y—1)—1(2+1)=0 = —a+32y—it2=1 = 3-2y+2+3=0.
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Abychom nasli normélu, mtzeme pouzit Vf(P) jako smérovy vektor, dostaneme parametrickou rovnici
:L‘:*t,y:1+%t,zzf f%t.

12. Potfebujeme norméalovy vektor. Jsou dvé moznosti.

1) Pfistup pies hladinu konstantnosti: F(z,y,2) = 2 + y*> — 2z = 0, VF = (2x,2y,—1), proto mame
normalovy vektor VF(1,2,5) = (2,4, —1). Z toho dostaneme te¢nou rovinu pomoci

Vf(P)e((z,y,2) —P)=0 = 2(x—1)+4(y—2)—(2—5)=0 = 220+4y— 2z =5.

2) Pfistup pres graf f(z,y): Teorie fikd, ze vektor (%, 8—7’;, —1) je kolmy ke grafu, zase to vede na (2,4, —1).



