MA2 Cviéné piiklady 3 pHabala 2021

MA2: Cviéné priklady—Funkce vice proménnych: Extrémy
Struc¢na reseni

1. Stacionarni body:

9L — P2V (47 4 9y) = O 2r +y =0
p 2.2 — } - (1, —2).
oL = 2ty (9y 4 234 2) = 0 y+o=-1

Klasifikace: % = [e2$2+y2+2my+2y (4z +2y)? + 4e2$2+y2+2zy+2y] =4,
=1, y=—2 r=1,y=-—2

% f _ [62z2+y2+2xy+2y(2 4927+ 2)(41’ +9 ) 4 2€2z2+y2+2xy+2y] -9

Oz Oy - Y Yy — 4
r=1,y=—2 =1, y=—2

2 4 2

27315 1 , — [62x2+y2+2my+2y(2y + 20 4 2)2 + 262x2+y2+2my+2’y} 1 ) =92 = H = <2 5 > .
r=1Yy=— r=LYy=—

A1 =h;1=4>0, Ay = |H|=4>0, proto f(1,-2) = e~ ? je lokdlni minimum.

2. Stacionarni body:
of _ 9,2 _
L =32>-3=0 } _ 2 =

L =3y -12=0
6z O

,3m3y_0,gyz—6y:>H_ 0 6y

(1,2): Ay =6>0, Ay =72 >0, proto f(1,2) = —18 je lokalni minimum.

(1, —2) Al =6>0, Ay =—-72 <0, proto f(1, —2) = 14 je sedlo.

(—1,2): Ay =—6<0, Ay =—T72 <0, proto f(—1,2) = —14 je sedlo.

(— 1 ,—2): Ay =—-6<0, Ay =72 >0, proto f(—1,—2) = 18 je lokdlni maximum.

= A1 = 6z, Ay = 36xy.

Klasifikace: ﬁ = 6z

3. Stacionarni body:

9 — 2z +y>—-16=0 =0 — y— 44
o } —{ T = 050),6,0)

oy = 22y =0 y=0 = =28

2 2
Klasifikace: 6xf =2, ;xay = 2y, giyf =2r = H= (2y 2i> — A =2, Ay =4z — 4%

(0,—4): Ay =2>0, Ay = —64 <0, proto f(0,—4) =0 je sedlo.
(0,4): Ay =2>0, Ay = —64 <0, proto f(0,4) = 0 je sedlo.
(8,0): Ay =2>0, Ay =32>0, proto f(8,0) = —64 je lokalni minimum.

4. Stacionarni body:
O = 2 41=0
=-4 =

ox 26 2 6

of _ 2 222 3 = =1 r =z 6 14

a—y:?y—y—z: = y=z" = , (= 7}:>z:z = 2z=0,z=41.
L2 — 4 xr ==z

of _ 4z _ 4 _ x 2%

Oz y 22
z=0 = x =0,y =0 ale to neni v defini¢nim oboru, z=1 — z =1,y =1,

z=—-1 = x = -1,y = —1. Dva stacionarni body, (1 1 1) (—17 -1,-1).
Z3

. VO 2w 9 F 2y 8f _ o O°F _ Pf _ 4z O*f _ 4 8

Klasifikace: b = 2, 5o = =24 5. =0, gr =2+ . g, =~ gr =, T 5.
2 -2 0 5 o
H1L,1L,1)=|-2 6 —-4| = A1=2>0,A,= =8>0, A3 =64>0.
-2 6
0 —4 12
Proto f(1,1,1) = 7 je lokalni minimum.
2 2 0 o
H(-1,-1,-1)=|( 2 -6 4 = A1 =-2<0,Ay = =8>0, A3 =-64<0.
2 -6
0 4 —12

Proto f(—1,—1,—1) = —7 je lokdlni maximum.
5. Stacionarni body:
9 =322 -3=0
a f nema TeSeni, nejsou lokalni extrémy.

=342 +3=0
6. Stacionarni body:

— 2 _ —

0f — 627y — 6y = 0 (22 —1) = 0}:> r=1= 2" =8 = y==£2
= — — = X -
oy Ty Y y x:—1:>—2y2:8:>@
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Stacionarni body (£3,0), (1,+2).
o%f _ ’f _ Pf 2 _
Klasifikace: 2 = 6x + 69 122y, 952 6x°—6 — H

' Oxdy

6z + 6y> 12zy
12zy 622 —6 )

(3,0): H = (108 408)' Ay =18 >0, Ay =18-48 > 0, proto f(3,0) = —54 je lokalni minimum.

(=3,0): H= <_(}8 408>' A =-18<0, Ay =—18-48 < 0, proto f(—3,0) = 54 je sedlo.
30 24
24 0

(1,-2): H = (_334 _54). Ay =30>0, Ay = —242 < 0, proto f(1,—2) = —26 je sedlo.

(1,2): H = . A1 =30>0, Ay = —242 <0, proto f(1,2) = —26 je sedlo.

7. Stacionarni body:

ﬁ:3:1/:2—33,/:0 2 r=0 = y=0

g? 2 - xz y} = at=1z :>{ ! = (0’0)7(171)'

5y =3y =3x=0 y: = r=1=— y=1

Klasifikace: 5.4 = 6z, 21 = -3, 00 =6y — H = (62 g;’) = A1 =6z, Ay = 362y — 9.

(0,0): Ay =0, Ay =—-9 <0, proto f(0,0) =0 je sedlo.
(1,1): Ay =6>0, Ay =27 > 0, proto f(1,1) = —1 je lokdlni minimum.

8. Stacionarni body:

% =423 — 42 =0
— x =0, z =41, y =1, independent equations = (0,0), (1,0),(—1,0).

. . 9%f 92f o 9%F _ (1222 -4 0 _
Klasifikace: 5.5 = 1222 — 4, doog = 0 52 = 2 = H = < 0 9 — A} = 1222 — 4,
Ay = 242% — 8.

(0,0): Ay =—-4<0, Ay =—-8<0, protof( 0) = —2 je sedlo.
(1,0): Ay =8> 0, Ay =16 > 0, proto f(1,0) = —3 je lokdlni minimum.

(—=1,0): Ay =8> 0, Ay =16 > 0, proto f(—1,0) = —3 je lokdlni minimum.

9. Stacionarni body:
% =2x4+y+3=0

ﬂ:x+2y:0

} = Jy+3=0 = y=12=-2
oy

Klasifikace: 5.4 =2, 2L =1, 5L =2 — H = (i ;):A1:2>0,A2:3>O.

Proto f(—2,1) = 13 je lokdlni minimum.

10. Stacionarni body:
9 =322 -3=0

(35233/2—12:0} — J,‘::i:]_, y::i:2, z = +2.

fz=322-12=0
Rovnice byly nezavislé, mtizeme tedy volné kombinovat znaménka a je 8 stacionarnich bodt.

6 0 O
Klasifikace: % 6z, axafy =0, 88;5; =0, giyéc = 6y, 66;8]; =0, ‘37 =6z. H(z,y,2) = 0 6y O
0 0 6z
point: Ay =6z | Ay =36y | Az = 216xy2
f(1,2,2) =—-34 + + + lok. minimum
f(1,2,-2)=-2 + + - neidentifikovatelné
f(1,-2,2) =-2 + - - sedlo
f(1,-2,-2) =30 + — + sedlo
f(=1,2,2) = =30 - - — sedlo
f(=1,2,-2)=2 - - + sedlo
f(=1,-2,2) =2 — + + neidentifikovatelné
f(=1,-2,-2) =34 — + — lok. maximum
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11. Stacionarni body:

%:3$2+392—1QZ/:0 22+ —4y=0 r=0 = y* =4y = y=0,4
5L — 6oy — 120 =0 :>x(y—2)=o }:>{y:2:>x24:0:>:v::|:2
Stacionarni body: (0,0), (0,4), (£2,2).

2 2
Klasifikace: §f = 6z, 54 = 6y — 12

Ay = 3622 — 36(y — 2)2.

(0,0): Ay =0, Ay = —36-4 <0, proto f(0,0) =0 je sedlo.

(0,4): Ay =0, Ay =-36-4<0, proto f(0,4) =0 je sedlo.

(2,2): Ay =12-4>0, Ay =36-4> 0, proto f(2,2) = —16 je lokalni minimum.
(—=2,2): Ay =-12-4<0, Ay =36-4> 0, proto f(—2,2) = 16 je lokdlni maximum.

’8:_1/

_ . 6x 6y — 12 B
=6r — H = <6y—12 62 > - A1—6l‘,

12. Stacionarni body:

9 =622 +182-12=0 22432 -2=0
— }:>x:1,2,y::|:1.

3—y—6y —6=0 =1

Nezavislé rovnice = (1,1),(1,—-1),(2,1),(2, —1).

Klasifik Cf = 192 +18, 2L =0, Zf = 12 g (12F18 0 A; = 12z + 18
asifikace: z-7 = 12z + s awoy — O gz = 12y = — 1 = 12z + 18,

0 12y
Ay = 12(12z + 18)y.

(1,1): Ay =30>0, Ay =12-30 > 0, proto f(1,1) = —5 je lokdlni minimum.
(1,—-1): Ay =30>0, Ay =—12-30 < 0, proto f(1,—1) = 3 je sedlo.

(2,1): Ay =42>0, Ay =12-42 > 0, proto f(2,1) = 24 je lokdlni minimum.
(2,—-1): Ay =42 >0, Ay = —12-42 <0, proto f(2,—1) = 32 je sedlo.

13. Stacionarni body:
9 = —20+6=0

oz
:}1':3, :O:> 370
T——— } y (3,0)
Klasifikace: 5.4 = 2, 21 =0, gy2__2:>H=<‘02 _02) — A =-2<0,A,=4>0.

Proto f(3,0) = 12 je lokdlni maximum.
14. Stacionarni body:

= —da+dy+4=0
5 — r=2y=1 = (2,1).
L =dr—-6y—2=0
. 8% f 8% f 82%f —4 4
Klas1ﬁkace:? —4, May =4, 8y2__6:>H: i _6 — A; = —4, Ay =28.

Proto f(2,1) = 8 je lokalni maximum.

15. Stacionarni body:

of _ _v? 1 _
%__%24_1_0 28 1 2 _ 4,6
= =7 x¢ =4z
gfz%—%zo} — y=2 = T, }:> }:>4z14:4z6:>z:0,z:i1.
vy ooy 223 1 x =227
of _ 22 _ 2 _ z o2t
0z — y z2
z=0 = x =0,y =0 alec to neni v defini¢cnim oboru, 2 =1 —= z=2,y=1,2=-1 —= z= -2,y =
—1. Dva stacionarni body, (2,1,1) a (—2,-1,-1).
af_2 °f _ 2y O*f _n O°f _ 2 222 9*f _ 2z O°f _ 2 4
Klasifikace: a7 = Zy  Bady = —2 omrr =V g T o T T ag0s T gt 052 =y T
i 3 0 11
H2,L)=|-3 3 2| = A1=3>00=]1% 2/=5>0A4=3>0
0 -2 6 2
Proto f(2,1,1) = 4 je lokdlni minimum
-1 3 0 11
H(-2,-1,-1)=|[ 3 -3 2| = A1=-3<0,4 14 2‘:§>0,A3_—40
0 2 -6 2 73

Proto f(-2,-1,-1)
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16. Stacionarni body:

9 =6z —6y=0
o7 > }zyQ—yZOZ{
8—y:—6$+6y =0

y=0= 33:0} — (0,0), (1,1).

. 2 2 6 —6
Klasifikace: % =6, 82;5; —6, g—y’; =12y = H = (—6 12y
(0,0): Ay =6>0, Ay = —36 <0, proto f(0,0) =0 je sedlo.
(1,1): Ay =6>0, Ay =36 >0, proto f(1,1) = —1 je lokdlni minimum.

> — A1:6,A2:72y—36.

17. Stacionarni body:

iy ) = Z}:>16y4:2y:>{y X b= 0.0,(1,3).
3—:24y —6x =0 T =4y y=5 = xv=1

6r —6
—6 48y

’ 8z8y
(0,0): Ay =0, Ay =—36 <0, proto £(0,0) =5 je sedlo.
(1, %) A1 =6>0, Ay =144 — 36 = 108 > 0, proto f(l, %) =4 je lokalni minimum.

Klasifikace: gwf = 6x O*f —6, a 2 =48y — H = ( ) = A; = 6x, Ay = 288wy — 36.

18. Stacionarni body:
O —9p —4ze ™ =0
oF — y=0,2(1-2")=0 = z=0,2=+,/In(2) = (0,0),(+/In(2),0).

2482~ 0
0 9

Klasifikace: % 2+8x26_””2 =0 2f _ -2 — H= <

’ 8x8y ' Oy T

:> Ay =2+82% %, Ay = —4 — 1627,
,0): Ay =2>0, Ay = -2 <0, proto f(0,0) =2 je sedlo.

ln(2) ): A1 =2+4In(2) > 0, Ay = —2 —41In(2) < 0, proto f(1/In(2),0) = + 1 je sedlo.
\/ln( )»0 ): A1 =2+4In(2) >0, Ay = -2 —41n(2) < 0, proto f(—+/In(2), 0 )+ 1 je sedlo.
Y3 = \2x
19. Vf =\Vyg, g(z,y) =22 +y> =4 = |32y = \2y
22 +y? =4
Jestlize x = 0, pak y = 0 podle (#1) ale pak (#3) neplati, takze x = 0 nemozné. Pak z (#1) A = &, do

(#2), 3%y = y*.

Jestlize y = 0, pak x = £2 a A\ = 0 fesi vSechny rovnice.

Jestlize y # 0, pak 322 = 92, do (#3), 42> =4 — z = £1. Pro z = +1 je y = £/3.

Mozné lokalni extrémy jsou f(2,0) =0, f(—2,0) =0, f(1,v/3) =3v3. f(1,—v3) = =3V3. f(-1,V/3) =
—3v3. f(—1,—/3) = 3V3.

Podminka g = 4 definuje kruznici, coz je omezend uzaviend mnozina. Proto musi f nabyvat globalni
extrémy, déje se to v koncovych bodech (ale kruznice takové nema) nebo v bodech lokalnich extrému. Jedini
kandidéati jsou tedy téch Sest vyse.

Zévér: Lokalni/globalni minima jsou f(—1,v/3) = f(1, —v/3) = —3+/3. Lokalni/globalni maxima jsou

f(17 \/g) = f(_17 —\/3) = 3\/§

1= \(42® —8)
20. Vf=MVg, g(z,y) =2t +y* —8r -8y =0 = 1:)\(4y3—8)
rt+yt -8z — 8y =0
EV1dentne A = 0 nemozné, takze prvni dvé rovnice davaji 423 — 8 = + = 4y> — 8 = y = 2. Dosadit do

(#3),2* =8 =8 = z=0,2.

Mozné lokalni extrémy jsou f(0,0) =0, f(2,2) =4.

Je mnozina definovana g = 0 omezena? Ano, protoze pro velké hodnoty x, y lze ignorovat 8x a 8y a podminka
v zésadé zni % 4+ y* = 0, ¢imZ je nemozné pro = nebo y libovolné rist. Lze tedy odhadnout, Ze se nabyva
globalnich extrému.

Zavér: Lokalni/globalni minimum je f(0,0) = 0. Lokélni/globalni maximum je f(2,2) = 4.

1= \(423 - 8)
21. Vf=MVg, g(z,y) =2t —y* —8r -8y =2 = 1= \(—4y> - 8)
xt —yt -8z — 8y =2
Evidentné A = 0 nemozné, prvni dvé rovnice davaji 423 — 8 = % = 493 -8 = y = —x. Dosadit do
(#3), 22 =2 = x = +1.



MA2 Cviéné piiklady 3 pHabala 2021

Mozné lokélni extrémy jsou f(1,—1) =0, f(—1,1) = 0.

Je mnozina omezena? Podminka z* — 8z = y* + 8y + 2 umoziuje, aby &ly z,y zarovein do nekoneéna, pak
také f — oc.

Zavér: Lokélni/globalni minimum je f(1,—1) = f(—1,1) = 0. Globalni maximum neni nabyto, supremum
je nekonecno.

y =A%
22. szAVg,g(a:,y)z%%—%:l — 23?:2)\21
£

Dat y z (#1) do (#2), 4z = A\%x. Jestlize x = 0, pak dle (#1) také y = 0, spor s (#3). TakZe x # 0, proto
A =12

Jestlize A\ = 2, pak # = 2y, do (#3), y*> =1, y = &1, body (2,1) a (-2, —1).

Jestlize A = —2, pak x = —2y, do (#3), y¥*> =1, y = &1, body (—2,1) a (2,—1).

Mozné lokélni extrémy jsou f(2,1) =2, f(2,—1) = -2, f(—2,1) = =2, f(—-2,—-1) =2.

Podminka g = 4 definuje elipsu, coZ je omezend uzaviend mnozina. Proto musi f nabyvat globalni extrémy,
nastanou v koncovych bodech (ale elipsa takové nemd) nebo v bodech lokélnich extr-mi. Jedini kandidati
jsou tedy ty ¢tyTi body vyse.

Zavér: Lokélni/globalni minima jsou f(2,—1) = f(—2,1) = —2. Lokdlni/globalni maxima jsou f(2,1) =
F(=2,-1) = 2.

2r = A2z — 2)

23. Vf=MVg, g(z,y) =2 - 20+ y* -4y =0 = 2y = \(2y — 4)
22 20+ 1y? —4y=0

Nelze mit = = 1 (pak (#1) zni2 = 0) a podobné y # 1, takze %5 = X\ = ﬁ — y = 2z. Dat do (#3),
vyjde 52?2 — 10z =0 = = =0,2.
Mozné lokalni extrémy jsou f(0,0) =0, f(2,4) = 20.
Podminka g = 0, tj. (z — 1)? + (y — 2)? = 5 definuje kruznici, coZ je omezena uzaviensd mnozina. Jedini
kandidéti na globalni extrémy jsou ty ¢tyii body vyse.
Zavér: Lokalni/globalni minimum je f(0,0) = 0. Lokalni/globalni maximum je f(2,4) = 20.

1 = \3z2
24. Vf=)Vg, g(z,y) =23+ 93 =2 = | 1= A3y
23y =2

Nelze mit A = 0, proto z3 3)\ = y-.

Jestlize y = x, pak (#3) davaz® =1, x = 1. Jestlize y = —x, pak (#3) dava0 = 1, nemozné.

Mozné lokalni extrém je f(1,1) = 2.

Podminka g = 2 definuje mnozinu, kterd neni omezena, umoziuje, aby soucasné r — oo, y — —oo, ale x
a —y musi zlstat blizké a tak f nemiize piilis rist. Dokonce je to tak, Zze pokud nechame r — oo, pak
23+ 93 =2 dava x +y — 0. Jeden zptsob, jak to vidét: Jestlize 2 — oo, pak y = V2 — 23 — —o0, proto
2 —ay+yP o> oca2=2>+y>=(z+y)(a® -2y +9?), tedy x +y = MW — 0.
Zavér: Lokalni/globalni maximum je f(1,1) = 2. Globalni minimum neexistuje, globdlni infimum je 0.

1= )\2zx
2= A2y
B _ .2 2 2 _
25. Vf=AVyg, g(z,y,z) =2 +y* + 22 =14 — 3= A2z

2% 4 92 +z =14
Nelze mit A = 0, takze v = ﬁ, y=13,2= ﬁ, dat do (#3), A 4/\2 =14 = A= :t%.
Mozné lokalni extrémy jsou f(1,2,3) = 14, f(—1,-2,—-3) = —14.
Podminka g = 0 definuje sféru, coz je omezena uzaviend mnozina. Jedini kandidati na globalni extrémy
jsou ty dvé hodnoty vyse.
Zavér: Lokalni/globalni minimum je f(—1,—2, —3) = —14. Lokalni/globalni maximum je f(1,2,3) = 14.

1= X224 pul

1=My+ul
26. Vf=\Vg, g1(z,y,2) =22 +y*> =2, go(z,y,2) =2 +y+2=0 = [0=X-0+pl

22 +y? =2

z+y+2=0
Z (#3) je p = 0, do prvnich dvou, vyjde y = x. D4t do poslednich dvou, 222 = 2, 2z + 2z = 0. Pak # = +1
az=—2x.
Mozné lokalni extrémy jsou f(1,1,—-2) =2, f(-1,—-1,2) = —2.

1
A7
3) =

5
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Mnozina definovand podminkami je omezenda. Z prvni totiz mame |z| < 2 a |y| < 2, pak druhd dava |z| < 4.
Jedini kandidati na globalni extrémy jsou ty dvé hodnoty vyse.
Zavér: Lokalni/globalni minimum je f(—1,—1,2) = —2. Lokélni/globalni maximum je f(1,1,—-2) = 2.

4= X2z + pl

0= M2y+ p2
27. Vf=MVg, g1(z,y,2) =2 +y?> =5, go(z,y,2) =0+ 2y +2=0 = [2=X-0+ pul

22 +9y2=5

z+2y4+2=0
Z (#3) je u = 2, do prvnich dvou, vyjde Az = 1, A\y = —2. To davd y = —2z, dat do poslednich dvou,
502 =5, —3x+2=0. Pak z = +1 a z = 3x.
Mozné lokalni extrémy jsou f(1,-2,3) =10, f(-1,2,-3) = —10.
Mnozina definovana podminkami je omezena. Z prvni totiz mame |z| < v/5 a |y| < v/5, pak druha davé
|z| < 3+/5. Jedini kandidati na globalni extrémy jsou ty dvé hodnoty vyse.
Zavér: Lokalni/globalni minimum je f(—1,2, —3) = —10. Lokalni/globalni maximum je f(1,—2,3) = 10.

2zy = A1 + p2x
22 =X +p-0
28. Vf=AVg, gi(z,y,2) =2 +y =0, ga(w,9,2) =2 —2=0 = [3=X-0+p(-1)
r+y=0
22 —2=0
Z (#3) je p = —3, do prvnich dvou, vyjde 2xy = A\ — 6x, 22 = \. To dava 2xy = 22 — 6x. Z (#3) jey = —x,
takze posledni zni 0 = 323 — 62 = 2 =0, 2.
Mozné lokalni extrémy jsou f(0,0,0) =0, f(2,—2,4) = 4.
MnozZina definovand podminkami neni omezena. Lze snadno poslat + — oo, pak podle prvni podminky
y — —oc a podle druhé z — co. Pomoci druhé pomdinky dostavame f(z,y,2) = 2%(y + 3), tedy f — —oc.
Podobné pokud nechame z — —oo, tak y — oo a f — oo.
Zavér: Lokalni minimum je f(0,0,0) = 0. Lokalni maximum je f(2,—2,4) = 4. Neni globalni maximum ani
minimum. Globalni supremum je nekonec¢no, globalni infimum je minus nekonec¢no.

29. Nejprve najdeme lokalni extrémy vzhledem k dané mnoziné. Vf = AVyg, g(z,y) = 2y = 32 —

2z —2)=M\y
2(y — 16) = Az
zy = 32
Protoze z,y # 0, mizeme udélat “3772 =2 =21 — (v -2) =y(y— 16). Z (#3) pouzijeme y = 32,
dostaneme z(z — 2) = 3239(2 — z). Jestlize  # 2, pak zkratime, 2® = —32-16 = x = —8. Toto neni ve

zkoumané mnoziné, takZze nas to nezajima.

Jestlize x = 2, pak y = 16, dostdvame podeziely bod f(2,16) = 0.

Dalsi podeztelé body jsou krajni body: f(1,32) = 257, f(12, %) =277+ %.

Zavér: Globalni minimum je f(2,16) = 0, globalni maximum je f(12, %) =277+ g.

30. Nejprve najdeme lokalni extrémy vzhledem k dané mnoziné. Vf = AVyg, g(z,y) = 2y = 4 =

2z +2)=M\y
2(y+2) =z
zy =4
Protoze z,y # 0, muZeme udélat :”T“ = % = yTH = z(x +2) =y(y+2). Z (#3) pouzijeme y = %,

dostaneme z(z + 2) = 5 (2 + x). Dany rozsah je x > 1, takiie  # —2 a lze zkrétit, 23 =8 — 2 = 2.
Podeziely bod f(2,2) = 32.
Dalsi podeztelé body jsou krajni body: f(1,4) =45, lim (f(a:, %)) = 0.

T—r 00

Zavér: Globalni minimum je f(2,2) = 32, globalni maximum neexistuje, supremum je nekonec¢no.

31. Nejprve najdeme lokalni extrémy vzhledem k dané mnoziné. Vf = A\Vyg, g(z,9,2) = 2 +y + 22 =

yz = Al

5 rxz = Al

Ty = A2z
r+y+22=5

Z prvnich dvou mame yz = zz, diky z > 0 mame = = y. Dostavame xz = \, 22 = 2\z, tedy 22 = 2222, tj.
x = 222. Dosadime do podminky, 222 4+ 222 +22 =5 = z =41, ale 2 > 0 tedy z = 1.
Podezfely bod f(2,2,1) = 4.
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Co vime o0 M7 Je to omezend mnozina, protoze z x,¥y, z > 0 a podminky méame z,y, z < 5. Proto f nemuze
utéct do nekoneéna. Muzeme mit x — 07 (napiiklad s z = 2, y = 1 — z), pak f — 0. Nedok4Zeme ale mit
f=0sxz,y,2>0.

Zavér: Globalni maximum je f(2,2,1) = 4, globalni minimum neexistuje, infimum je 0.

32. M je trojahelnik s vrcholy (0,0), (3,0), a (0, 3).
1) Vnittek. Stacionarni body:
9 =4 —2y-2=0

%5 =-2x+2y=0
2) Hranice. Rohy: f(0,0) =0, f(3,0) =12, f(0,3) = 9.

Ted casti:

2a) z =0, y € (0,3) (svisla strana). Uvazujme ¢(y) = £(0,y) = y? na (0, 3), koncové body viz 2),

¢'(y) =0 = y =0, (0,0) uz zahrnuto.

2b) y = 0, x € (0,3) (vodorovna strana). Uvazujme ¢(z) = f(x,0) = 222 — 2z na (0, 3), koncové body viz

2), ¢'(r) =0 = z = 1. Kandidat f(1,0) = —1.

} = z=y=1. (1,1) € M, tedy prvni kandidat: f(1,1) = —1.

dor — 2y — 2= A1
2c) y = 3—x, x € (0, 3) (Sikmé strana). Lagrangeovy multiplikitory s g(x,y) = x4+y =3: | —2z+2y = A1l
r+y=3
Z prvnich dvou 4o — 2y — 2 = —2x 4+ 2y — 6x — 4y = 2, seCist se ¢tyfnasobkem podminky: 10z = 14 —
T = %, pak y = %. Kandidat f(%, %) = 1?6.
Alternativa: Uvazujme ¢(z) = f(z,3 — x) = 522 — 14z + 9 na (0,3). Koncové body viz 2), ¢'(z) = 0 =
7

Porovnani kandidati dava: f(1,1) = —1 je minimum na M, f(3,0) = 12 je maximum na M.

33. f(z,y,2) =2 —ay—2% M ={(z,y,2) € R? 2% +y*>+ 22 <3}. M je a ball with radius v/5.
1) Vnitfek. Stacionarni body:

of _ _
g—iz—xzo } — z=2=0,y=1. (0,1,0) € M, hence the first candidate: f(0,1,0) = 0.
of _ _
@——22—0
2) Hranice:
1—y=2A\2z
—x = A2
Vf=AVg, g(z,y,2) =2*>+y*+ 22 =3 = _22:)\2‘7{2

? +y® +2° =3
Tteti rovnice nabizi dvé moznosti.

1—y= XNz
a) Pripad z = 0. Pak méame systém | —x = A2y
2 +y?=3

Jestlize x = 0, pak z (#1) y = 1, ale to je ve sporu s podminkou, podobné neni mozné y = 0. Proto z (#1),
=3.

(#2) je 1_Ty =2\=F = y-— y? = —22 = 22 —y? +y = 0. Odeéteme od podminky, 23% — y

Proto y = —1, % Dva kandidati, f(\/i, —1,0) =22, f(@, %,0) = —%.
b) Pfipad A = —1. Prvni dvé rovnice pak zni y = 2z + 1, 2y = z, tedy = = —%, Yy = —é. Podminka pak
dévé » = +¥22. Mame dalsi dva kandidéty: f(—2,—1,¥22) = -2 p(-2 1 _v22)_ 326

3
Porovnani kandidatt dava: f(\/i, -1, 0) = 21/2 je maximum na M, f(—%, —%, iﬁ) = —% dava minimum
na M.

34. M je spicka hyperboly odfiznutd piimkou, priseéiky jsou (5,4), (5, —4).
1) Vnitfek. Stacionarni body:

b e 50 o

% 9y =0 = x=4,y=0. (4,0) € M, proto prvni kandidat: f(4,0) = —16.
y

2) Hranice. Rohy: f(5,+4) = 1.

Ted ¢asti:

2a) ¥ =5, y € (—4,4) (svisla strana). Uvazujme ¢(y) = f(5,y) = y? — 15 na (—4, 4), koncové body viz 2),
¢'(y) =0 = y =0, dalsi kandidat f(5,0) = —15.
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2r — 8 = A\2x
2b) 22 —y?2 =9, x € (3,5), y € (—4,4) (hyperbolicka strana). Lagrangeovy multiplikatory: | 2y = \(—2y)
1‘2 _ y2 =9
Jedna moznost y = 0, pak z = 3, kandidat f(3,0) = —15.
Jestlize y # 0, pak z (#2) A = —1, (#1) davd = 2, neni v M.
Porovnéni kandidatt dava: f(4,0) = —16 je minimum na M, f(5,+4) = 1 ddvd maximum na M.

35. f(x,y) = 224+-2x+5y>%, M je tii Gtvrtiny kruhu s kouskem uiiznutym p¥imkou, priseéiky jsou (—2,v/5),
(2,V5).
1) Vnittek. Stacionarni body:

9 =22+2=0
— x=-1,y=0. (—1,0) € M, proto prvni kandidat: f(—1,0) = —1.

of _ _
2) Hranice. Rohy: f(—2, j:\/g) =5.
Ted ¢asti:

2a) v = =2,y € <—\/5, \/5> (svisla strana). Consider p(y) = f(—2,y) = y? na <_\/3’ \@>’ koncové body
viz 2),
¢'(y) =0 = y =0, dalsi kandid4t f(—2,0) = 0.

2+ 2 = A2z
2b) 22 +y? =9, v € (-2,3), y € (—3,3) (kruhové ¢ast). Lagrangeovy multiplikdtory: | 2y = A2y
> +y?=9
Jedna moznost y = 0, pak = = 3, kandidat f(3,0) = 15.
Jestlize y # 0, pak z (#2) A =1, (#1) dava 2 = 0, nemozné.
Porovnani kandidatt dava: f(—1,0) = —1 je minimum na M, f(3,0) = 15 d4vd maximum na M.

36. Vezméme libovolny bod Q(z, ¥, z) z plochy, chceme minimalizovat f(z,y, z) = dist(0, Q)? = 22 +y?+22.
Podminka: g(z,y,z) = 2% — 22 = 1.

2r = N2z
Lagrangeovy multiplikatory: 222712/\()\_202)

x?2—22=1
Druhé dava y = 0. Prvni nabizi dvé moznosti.
Piipad = 0: Pak —2? = 1, nemozné.
Piipad A = 1: pak (#3) dava z = 0, podminka dava =z = £1. Kandidati Q(+£1,0,0).
Protoze vzdalenost jde do nekonecéna, kdyz nechdme y — oo, nasli jsme minimizujici body. Jejich vzdalenost
od pocatku je 1.
Odpoveéd: Nejblizsi body jsou Q(+£1,0,0).

Poznamka: Casto se dava piednost pouziti podminky ke snizeni poétu proménnych.

a) Vyjadifme z? = 22 — 1. Dosadime do f, chceme minimalizovat funkci h(z,y) = 222 + y* — 1. LokAalni
extrémy:

%:]; = 2x = 0, %5 =2y =0 = =z =y = 0, minimalizovali jsme h, ale bohuzel to neni bod, ktery lezi na
dané hyperbolické plose! Toto feSeni tedy nefunguje.

Abychom to rozchodili, museli bychom si vSimnout, Ze plocha nuti z, aby spliiovalo |z| > 1, takze je mozné
zkusit minimalizovat h(z,y) za téchto podminek.

b) Vyjadiime si 22 = 2% + 1. Dosadime do f, chceme minimalizovat funkci h(y, z) = y? 4+ 222 + 1. Lokalni

extrémy: Zde najdeme y = z = 0, které déavaji spravnou odpovéd.

37. Vezméme libovolny bod Q(x, v, 2) z povrchu, chceme minimalizovat f(z,y,2) = dist(0, Q)% = 22 +y? +
22. Podminka: g(z,y,2) = ay —z = —1.
2r = Ay
2y = \x
2z = \(—1)
zy —z=—1
Dosadime y z druhé do prvni, 4z = A\2x. Dva piipady.
a) Pfipad = 0. Pak také y = 0 a podminka dava (0,0, 1).
b) P¥ipad A = 2. Pak y = = a (#3) déva z = —1, podminka vychézi 2> = —2, nemozné.
Je jeden kandidat, jeho vzdalenost od pocatku je 1. DOkézeme zvétSovat vzdalenost do nekonec¢na s body
z dané plochy, takZze jsme nasli minimum.

Odpoveéd: Nejblizsi bod je Q(0,0,1).

Lagrangeovy multiplikatory:
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38. Pottebujeme vzit bod (s,t) z jedné kiivky a bod (u,v) z druhé k¥ivky a minimalizovat jejich vzdélenost,
pro jednoduchost budeme minimalizovat druhou mocninu jejich vzdalenosti, f(s,t,u,v) = (s—u)?+(t—v)2.
Podminky: ¢1(s,t,u,v) =t —s=1a ga(s,t,u,v) = u—v? = 0.

2(s—u)=A(-1)4+pu-0 2(s —u) = -\
2t —v)=A-14u-0 2t —v) = A
—2(s—u)=A-0+p-1 . 2(s —u)=—p
—2(t—v)=A-0+ pu(—2v) 2(t —v) =2uv
t—s=1 t—s=1
u—v2=0 u—v2=0

Porovname (#1) a (#3), A = p, z (#2) a (#4) X = 2uv, takze p = 2pv. DvE moznosti.
a) Pifpad py=0: s =u,t =v, takkze t —s =1 a s = t2, t* —t + 1 = 0 nem4 feseni. Proto u # 0.

b) Pfipad u # 0. Pak v = %, proto u = %. Dostavame 2(3 — i) = =), Q(t — %) =\, tedy s = —%)\4— %,
t= %)\—F % Dosadime do podminky, %)\ + % + %)\ — i =1, proto A = %, s=-—3, 1= %.
Nasli jsme body (—%, %) a (%, %) Jejich vzdalenost je %\/ﬁ



