MAZ2 Resené piiklady 2 pHabala 2021
MAZ2: ReSené piiklady—Funkce vice proménnych: Derivace a geometrie

1. Najdéte defini¢ni obor a vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkce
f(lll‘, Y, Z) = arcsin(xy)e3z + (x + Z)erz.

2. Najdéte defini¢ni obor a vSechny parcialni derivace druhého rfadu funkce
f(z,y) = 2%y + (3z 4 5y)*.

Najdéte vsechny derivace piimo, nepouzivejte zadnou vétu.

xYz

VT +y

Najdéte jeji gradient V f(1,0,2) a totalni diferenciél v bodé (1,0, 2).

€2mfz‘

3. Uvazujte funkci f(z,y,2) =

4. Uvazujte funkci f(z,y) = zy® + 2%y + 22 — y. Jsme v bodé (1,2).

a) V jakém sméru klesd f nejrychleji? Jakou rychlosti?

b) Pokud se pohneme smérem k bodu (3,2), jakou rychlosti se za¢nou ménit hodnoty funkce f?
5. Najdéte rovnici te¢né roviny a normaly v bodé (1,1,2) k povrchu danému rovnici

22 =7—12% — 202

6. Najdéte rovnici teény a normély v bodé (0,57/6) ke kfivce dané rovnici
2sin(y) — sin(x) = 1.
Napiste rovnice v klasickém tvaru.

7. Pouzijte totalni diferencial k aproximaci In(1.1) cos(0.3).

8. Najdéte Taylortav polynom tfetiho stupné se stfedem @ = (1, —1,1) k funkci
f(z,y,2) = 2zy® + 22°.

9. Necht je f(x,y) néjaka funkce. Uvazujte transformaci proménnych = = /s, y = t/s.
: of of
Najdéte — a —.
a) Najdéte s & Bt
of of

b) Transformujte vyrazy —— a ——

ox Oy’
(Pfesné feGeno, vyjadiete je pomoci parcidlnich derivaci f vzhledem k s a ¢.)
1 0%f
c) Transformujte vyraz — .
) Jrevyraz g 0x0y

10. Uvazujte rovnici sin(xy) + 22 +y* = 1.

a) Dokazte, Ze na néjakém okoli (0, 1) tato rovnice definuje implicitni funkci y(x).
b) Najdéte rovnici teény ke grafu této y v bodé (0, 1).

c) Najdéte y"(0).

11. Uvazujte rovnici sin(zz) + sin(yz) = sin(zy).
a) Dokazte, Ze na néjakém okoli bodu (0,1, 7) tato rovnice definuje implicitni funkci z(z, y).
b) Najdéte rovnici teéné roviny ke grafu této z v bodé (0,1, 7).

2

0%z
Najdé 1, 7).
c) Najdéte 8:1:8y(0’ ,TT)

Reseni:

1. K nalezeni defini¢niho oboru musime nejprve prepsat obecnou mocninu v druhém ¢lenu:

flz,y,2) = arCSin(:cy)e3z + e(Wt2) In(z+z)
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MAZ2 Resené piiklady 2 pHabala 2021

Podminky pro existenci jsou proto -1 <zy<lax+2z>0:
D(f) ={(z,y,2) € R —1<azy<laz> —z}.

K ziskani parcialni derivace podle x pfedstirame, zZe y, z jsou konstanty. Co z toho plyne? Prvni
¢len je soucin, ale jeho druh& c¢ast zavisi jen na z, takze celd exponencialni ¢ast je konstanta
a lze ji z derivace vytahnout. Pfi derivovani prvni slozky soucinu pouzijeme fetizkové pravidlo
(slozena funkce). V druhém ¢lenu je proménnd x jen v zakladu, takze neni tfeba pouzivat trik
pro obecnou mocninu, aplikujeme vzorec pro [z?]’. Ono to ale neni presné takto, je tam v
zékladu funkce, takze zase aplikujeme tetizkové pravidlo. Pfipominame, Ze derivace konstanty
je nula a [Az] = A.

ﬁ _ 3z Q : y+z—1 2
5 =€ B2 larcsin(zy)] + (y + 2)(z + 2) 52 [z + 2]
€3z o y 632

= [yl + (y+2)(z+ )" 1+ 0] = + (y+2)(z 4 2)U 1

V1 (zy)? Ox V1= 222
Ted predstirame, Ze x,z jsou konstanty. Prvni élen se derivuje obdobné, ale druhy je ted ve
tvaru a¥*?, takze je t¥eba pouzit pravidlo pro derivovani obecné exponencialy. Dostaneme

of _ 3z£ : y+Z£
9y e 9y larcsin(zy)] + In(z + 2)(z + 2) 2y [y + 2]
esz T e3z

= —— 2[acy] +In(z +2)(x + 2)VT* - [1+0] = +In(z + 2)(x + 2)V 12,

N Vi
Nakonec predstirdme, Ze x,y jsou konstanty. V druhém ¢lenu ted mame proménnou z jak v
zékladu tak v exponentu mocniny, takze je tfeba pouzit pfepis pro obecnou mocninu, jak jsme
jej méli pii hledéni definiénfho oboru, a derivovat slozenou funkci 2 [e¥(*)] = e?(*) L(o(2)]:

6—f = arcsin(my)%(e?’z) + elyt2) In(ztz) . 0 [(y + 2) In(z + 2)]

0z 0z

= arcsin(zy)3e3* + (z 4 2)V1* ([1 +0]In(z + 2) + %[y + z])

e z
.

= 3arcsin(zy)e®® + (x4 2)¥T* (ln(x +2)+

Poznamka ohledné definiéniho oboru (pro zvédavé studenty):

Jaky je tvar mnoziny D(f) = {(z,y,2) € R3; —1<zy<laz>—z}?

V prvni podmince nastésti neni z, takze mizeme zacit vysSetfovat, jaky tvar nam definuje v
roviné xy. Pri desifrovani podminky —1 < xy < 1 musime uvazovat tfi moznosti:

x=0: —1<0<1vzdy = vsechna y funguji.
z>0: —%Syﬁ%
z<0: —%zyziiigyg_%

Méme tedy nasledujici tvar v IR?:

<
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Defini¢ni obor je nicméné tfidimenzionalni objekt, vime, Ze je to néco vztycené nad mnozinou v
obrazku vyse. Kdyby tam nebyly zadné dalsi podminky, pak by z mohlo byt libovolné a dostali
bychom néco jako nekonec¢ny svisly ,valec* s prufezem danym tvarem vyse.

My ale mame podminku, jmenovité z > —x. Tato podminka omezuje z zdola v zavislosti na
pozici v roviné xy. Rovnice z = —x definuje rovinu sklonénou pod tthlem 45 stupnii, rovnobéznou
s a prochézejici osou y. Definiéni obor D(f) je proto ta ¢ast onoho ,nekone¢ného valce“, ktera
lezi nad touto rovinou.

2. ProtozZe ve vzorci nejsou zadné problémy, mame D(f) = IR

Abychom dostali parcialni derivace druhého radu, musme nejprve spocitat ty prvniho radu:

0 0 0
8_£ = ya—i[f] +2(3x + 5y)a—£[3w + 5y] = 2zy + 2(3z + 5y) - 3 = 2zy + 18z + 30y,
0 0 0
a—]yt = xza—i[y] +2(3z + 5y)8—£[3x + 5y] = 2% + 2(3z + 5y) - 5 = 2% + 30x + 50y.
Proto
Pf _ o rof o
62f o [0f 9
30 =2 [%] = 8—y[2xy + 18z + 30y| = 2z + 30,
aZf o 1of 0 [.,.2
ey =2 [a—y] = 5-2" + 302 + 50y] = 2z + 30,
0% f
Frie 2 [55] = Z12% + 30z + 50y) = 50.
Vsimnéte si, ze tato funkce ma parcidlni derivace vsech fadl a jsou spojité, takze podle véty
musi byt 2L = 2S

Oydxr ~— 0Oxz0y"

3. To je snadné. Nejprve najdeme parcidlni derivace a pak do nich dosadime dany bod:

Yz T +y — 5=
oF _ BTy g — Oy g 9) 29,
ox x4y ox
af r2/T+Yy— 2% af
ay $—|—y 8@/( ) ) ) )
or _ _xy

_ of
= — ¥ = 22(1,0,2) = —1.
0z Jr+y c 82( /0,2)

3
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Ted jiz zformujeme gradient a totalni diferencial:
V£(0,2,0) = grad(f)(0,2,0) = (2,2,—1),
df(1,0,2) = 2dz 4+ 2dy —dz nebo  df(1,0,2)[k] = 2hy + 2hy — hs.

4. Obé otazky vyzaduji znalost gradientu, takze najdeme pfislusné parcialni derivace a zpracu-
jeme je:

of _ .2 0
ar — Y +2xy+2} . 3

(1,2) = 10
0 0
a_£:2xy+m2—l 811(1,2):4

Smér nejvétsiho spadu je —Vf(1,2), tedy (—10,—4). ProtoZe se smér neméni, kdyz vektor

vynasobime (vydélime) kladnym &islem, lze také udat odpovéd jako %(—10,—4) = (=5, —2).

Rychlost zmény ve sméru gradientu je |V f(1,2)| = V102 + 42 = /116 = 2v/29. V opacéném

sméru bude rychlost zmény stejné velka, ale zdpornd. Rychlost zmény ve sméru (—5,—2) je

—2v29.

b) Nejprve uré¢ime vektor udévajici nas pohyb (zménu pozice), kdyz jdeme z (1,2) do (3,2):

U= (3,2) — (1,2) = (2,0). Pak najdeme vektor ve stejném sméru, ale s normou rovnou jedné:
- U 1 _

Odpovéd na otazku b) je dana pfislusnou smérovou derivaci. Rychlost zmény ve sméru 4 je

Daf(1,2) = f4(1,2) = VF(1,2) o i = (10,4) » (1,0) = 10.

82

} —  Vf(1,2) = (10,4).

5. Ovéiime, ze dany bod P = (1, 1, 2) spliiuje danou rovnici, takze otdzka mé smysl, bod opravdu
lezi na dané krivce. Abychom nalezli zadané objekty, potfebujeme nejprve najit normalovy vektor
k danému povrchu v bodé (1,1,2). Jsou dva mozné piistupy:

1) Miizeme ten povrch povazovat za hladinu konstantnosti x2 + 232 + 22 = 7 funkce

flz,y, 2) = 2% + 2% + 2°.
Vime, ze pak gradient dava normalovy vektor k hladiné konstantnosti. Najdeme tedy patiicné
parcialni derivace a dosadime:

%:2% g—£:4y, %:22
0 el 2]
— g2 =2 1,2 =4 5(1,1,2)=4

Proto Vf(1,1,2) = (2,4,4). ProtoZe za normélovy vektor 1ze vzit libovolny nasobek gradientu,
pro zjednoduSeni vezmeme 77 = %Vf(l, 1,2) =(1,2,2).
2) MiZeme ten povrch také povazovat za graf jedné z funkci

2= —\/T—2x2—2y2, z2 =47 —x2— 292

Musime rozhodnout, ktera z téchto funkci je pro nas problém relevantni, ale to je snadné, rychle
zjistime, ze dany bod (1,1,2) nevyhovuje prvni rovnici, ale druhé je v pohodé. Budeme tedy
uvazovat funkci g(z,y) = /7 — 22 — 2y2.

Vime, Zze normalovy vektor ke grafu lze nalézt jako (g—g, g_Z’ —1) vyhodnoceny v bodé (1,1).
Takze pocitame:

99 — -z 99 _ -2y
Oz \T—z2—2y2’ Y 7T—22—2y2
2] 3] 1
— (22(1,1), 92(1,1), 1) = (—3,—1,—1).

Protoze mizeme jako 7 vzit libovolny nésobek tohoto vektoru (i zdporny, opacény smér ke
kolmému vektoru je pofad kolmy!), ddme pfednost vynasobeni ¢islem —2 a dostaneme 7 =
(1,2,2) jako v 1). Poznamenejme, Ze timto zptusobem to nebylo tak snadné, coz je typické.
Pristup pres hladiny konstantnosti je obvykle ptirozenéjsi, nékdy jediny mozny.

4
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Kazdopadné mame normalovy vektor 77 = (1,2,2). Normdala je ddna parametrickou rovnici
Zt)=P+tn=(1,1,2) +t(1,2,2) = (L +¢,1 + 2¢t,2 + 2t), t € IR.

Protoze jsme ve tfech dimenzich, alternativnim zptisobem vyjadreni primky je coby prinik dvou

rovin. To ale neni tak elegantni jako parametrické vyjadreni, tak jsme se rozhodli to nedélat.

Teénd rovina dand normalovym vektorem (1,2,2) musi spliiovat rovnici

l-z4+2-y+2-2=d
pro néjaké d. To najdeme dosazenim bodu (1, 1,2) do této rovnice, vyjde d = 7, takZe rovnice je
TH+2y+2z="T.
Dalsi moznost (mé nejoblibenéjsi) je si pamatovat, Ze rovnice roviny kolmé na 7 a prochézejici
bodem P je ddna vztahem
O=ne[(z,y,2) —P]=1-(x—1)+2-(y—1)+2-(2—2),

v vo. v . v 7
coz samoziejmé vede na stejnou odpoved.

6. Ovérime, Ze bod P = (0, %’r) splnuje danou rovnici, tudiz otdzka mé smysl. Jako obvykle
potfebujeme nejprve najit norméalovy vektor 7. Kftivka je dana rovnici s dvéma neznamymi, lze
to tedy uvazovat jako problém najit 77 k hladiné konstantnosti dané funkci

f(z,y) = 2sin(y) — sin(x).
Z teorie vime, ze kandidatem na takovy vektor je gradient f, takze najdeme parcialni derivace
a dosadime onen bod:

o) o) o) )
H=—cos(@), F=2es(y) = FHOF)=-1 FO.F)=-2

Dostavame gradient V f (0, %’r) = (—1,—-2). Protoze si jako normélovy vektor muzeme vzit
libovolny nasobek tohoto gradientu, dame ptrednost vektoru n = —V f (O, %”) = (1,2).
Ted uz snadno napiSeme parametrickou rovnici normadly:

Z(t) = P+t = (0,2F) +1(1,2) = (¢, 3 + 2t).
Abychom dostali klasicky tvar, eliminujeme t z vyslednych rovnic x = ¢, y = %” + 2t, dostaneme
nejprve t = x a pak

Jsou dva zpisoby, jak nalézt tecnu.
1) Jedna moznost je vidét ji jako pfimku, kterd je kolmé na 77 a jde danym bodem P. Takovato
pfimka spliuje rovnici

O=re[(x,y)—Pl=1-(x—0)+2-(y—3) = z+2y="5.
Nekteri lidé si pamatuji, ze v takovémto pripadé mame 1 -z 4+ 2 -y = ¢ pro néjaké c. To pak
najdou dosazenim bodu (0, %”) do této rovnice, vyjde c = %”
2) Ten druhy pfistup zac¢ind parametrickou rovnici pfimky. K tomu nejprve potfebujeme najit
n&jaky tecny vektor v bodé (0,2F). ProtoZe zndme normalovy vektor 7 = (1,2), pouZijeme
popularni dvoudimenzionalni trik s prohozenim soufadnic a pridanim jednoho minusu, ¢imz

dostaneme napiiklad d = (2, —1). Ted miZeme psat

Z(t) = P+td=(0,3F) +t(2,-1) = (2t, 37 —t).
Abychom dostali klasicky tvar, eliminujeme t z vyslednych rovnic x = 2t, y =
t =z/2 a pak

5w _

y Qx 6 °

Poznamka: Ovéite, ze také bod (m/2,7/2) lezi na dané kiivce. Co kdyz zkusime najit nor-
malovy vektor v tomto bodé?
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Dosazeni do parcidlnich derivaci spoétenych vyse dava @ = (0,0) a problém nelze vyfesit. Pro¢
tomu tak je? Duvodem je, ze kiivka popsand rovnici 2sin(y) —sin(x) = 1 je dosti komplikovana,
coz pred nami postup pouzity vyse laskavé ukryl. Na povrch by to vyslo, pokud bychom zkusili
tento problém z podoby ,,tecna k hladiné konstantnosti“ pfevést na typ ,tecna ke grafu funkce*.
Kdyz se pokusime vyjadrit y z rovnice, dostavame

sin(y) = —Sin(;H—l )

Pro dané z ma tato rovnice nekoneéné mnoho feSeni y (poptipadé Zadné feseni, pokud ¢islo
napravo nepadne do (—1,1), ale to zde nenastane). Z toho, Ze mozna feSeni = a y se opakuji s
posuny o 2w, dostavame, ze kifivka dand nasi rovnici je jeden urcity tvar, ktery se pak opakuje
stale znovu a znovu ve sméru x a také ve sméru y s periodou 27, dokonce tam jsou i zrcadlové
obrazy! Toto vSe plyne ze zamysleni, kolik feSeni ma problém sin(y) = A a jak vypadaji. Graf
je takovyto:

NN N

Hned vidite, ze v bodé (0,57/6) ma dand otdzka smysl a lze ji vyfesit, ale v bodé (7/2,7/2)
tato kiivka prochazi dvéma sméry, tudiz nema smysl se ptat na tecnu.
Vsimnéte si také, ze kdybyste se naivné pokusili vyjadrit y pomoci arkus sinusu:

Y= arcsin(%) = f(z),
tak byste dostali onu ,zakladni“ krivku, ktera vypada jako morte a jejiz kopie a zrcadleni davaji
kompletni graf vyse:

N\

_2m - 0

27 47 X

[N
;]_

Tato kiivka dokonce ani neobsahuje dany bod (0, 57/6), takze danou otazku nelze pomoci tohoto
f Tesit.

7. Budeme pracovat s funkci f(z,y) = In(z) cos(y). Cislo In(1.1) cos(0.3), které chceme aproxi-
movat, ted mizeme vyjadrit jako f(1.1,0.3). VSimneme si, ze (1.1,0.3) je velmi blizko k (1,0), a

6
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funkce f je v bodé (1,0) mnohem hezéi, coz je zédkladem pro nasi aproximaci. Pojem totalniho
diferencialu nam umoznuje odhadovat

£(1.1,0.3) = £((1,0) + (0.1,0.3)) ~ £(1,0) + df(1,0)[(0.1,0.3)] = f(1,0) + V£(1,0) e (0.1,0.3).
Spocitame
V£(1,0) = (&x(y), —In(z) sin(y)) }(1 0) = (1,0).
Proto
In(1.1) cos(0.3) ~ In(1) cos(0) + (1,0)  (0.1,0.3) = 0.1.

Mimochodem, pfesna hodnota je In(1.1) cos(0.3) = 0.091..., takZe nase aproximace je dost dobra.

3

8. Vime, 7e T'(Z) = z zdbf@)z—a =Y H((@—a) e V) f(a).

k=0
Pottebujeme tedy spoc1tat ony diferencialni vyrazy, pro zjednoduseni budeme nejprve psat h
namisto & — @. Vime, ze d°f = f, a

Afh] = (ke V)f = (ha s + by +ha) f = Ghhe + by + 5Lh.
EI = (o VP = (b +he)” K
= (h2§—;2 + h gya + b2 aaz2 + 2R, hy 525 Bway + 2h, hz 320z T 2hyh. ayaz)f
Ohn2+ SLn2 + 502 + 22 L hohy + 22 L hoh. + 22 L hyh.
B = (he V)’ f = (hois +hyis +hzaz) f
( xag;3 + hi %3 +h3 88;;3 +3h3hy iz, 8x28y + 3h hy 83083y2 + 3hhs 8:1:2382
+3hoh? 52 + 3h2h. 50 + 3hyh? 5% + Ghuhyh. 520 ) f

= 9z2

*fln

Oxdz ayaz

2°f13 . &° f 3, 93 f 3 2 o*f 2 2
= gzshy + g5hy + 5550 +3ax2ayhxh +38m8y hayh +36m2azhxh
*f 2 Bf 42 3f 2
+ 3gga:2 Ntz + 35paz iyl + 3552 Myl +68m8y82h hyh
Ted si spoc¢itdme potfebné parcidlni derivace:
% :2y2+z3, g—£ = 4y, % = 3z2%;
3Pf _ f _ 3Pf _ ’f _ ’f _ ’f _
922 = 0 a7 = 4z, 9.7 = 622, w0y — 4 8x8z 32%, g0z = 0;
Pr_ Of _ 0 _ _f °f  _ ’f _ 83f
Ox3 = 0xz20y ~ 0x20z ~ 0Oxz0ydz Oy20x — oy3 8y282 -
Bf *f  _ ?’fr _
8228w 6Z 8228y 0 023 6.
Dosadime do nich bod @ = (1,—1,1) a pak je ddme do onéch vzorcl pro totélni diferencidly:
Of(l, A = f(1,-1,1) =3,
df(1,— )[h]—?)h — 4h, + 3h.,
a2f(1, -1 )[ﬁ] = 4h2 + 6h% — 8hyhy + 6hyh.,
f(1,-1,1)[h] = 6h3 + 18h,h? + 12h2h..

Nakonec dosadime h = (r—1,y+ 1,z — 1) a vytvorime Taylortiv polynom:
T(z,y,2) =3+3(x—1)—4y+1)+3(z—1)+2(y+1)* +3(z = 1)* —4(z — 1)(y + 1)
+3x—-D(z-1)+(z—-1)2+3(x - 1)(z - 1)?+2(y + 1)*(z - 1).

9. Po transformaci dostaneme novou funkei f(s,t).
a) K derivovani podle s je tfeba si uvédomit, ze po provedeni transformace se ve vyrazu f(x,y)

7
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proménnd s vyskytuje jak v x tak v y, mame f(x(s,t),y(s,t)). Obecné Fetizkové pravidlo Fika,
ze musime prozkoumat obé moznosti, jak se k s dostat. Podobné derivujeme vzhledem k t.
L I
95"\ Y T 95 9s T By 9s 01 2/5 Oy 2
0 of ox  Of Oy of 1
— == —4+=—==04+=-.
al = gr o ta o T o,

b) Tato otazka se d& zodpovédét dvéma moznymi zptisoby.

1) Obé derivace, které hledame, jsou pfitomny v onéch dfive odvozenych rovnicich

of _ 1 of tof
0s 25 0x 82 Oy
or _19f

ot s Oy

a my pro né dokdzeme tento systém vytesit, dostavame

of af of of 2t Of

=S5, —— =2Vs——+ —F=—.

oy ot Ox Js /s Ot
2) Druhy pfistup funguje obracenim postupu z ¢asti a). Zacneme s funkci f zavislou na s,t a
transformujeme je v z,y. Matematicky feceno ted uvazujeme inverzni transformaci k té, kterd
nam byla dana, namisto (s,t) — (x,y) chceme jit (s,t) — (z,y). To se d& snadno realizovat
vyfesenim systému x = /s, y = t/s pro s a t, dostdvame vzorce s = 22, t = z2y.

Ted uz pokrac¢ujeme jako predtim pomoci Fetizkového pravidla.

D pop 0508 0F 00 _of,  0f
02l = s o T ot ar — 8s 25 5 2
5 Cofos of ot of
o D =55y Taray Ot T

V takovéto situaci lidé casto davaji pfednost mit na pravé strané jen s a t, ale to se snadno zaridi
pomoci dané transformace.

! =W T s
g, of
8_y =S5

Dostali jsme stejny vysledek jako predtim.

0 ., 0f  20f

Prvni ptistup se zd4 snazsi, ale ten druhy se bude hodit v éasti ¢). VSimnéte si nicméné, ze je
zavisly na nasi schopnosti vytesit ony dvé rovnice x = z(s,t), y = y(s,t) pro s,t, coz neni vzdy
mozné.

c) Zase tu méame dvé moznosti odpovidajici pFistuptum z éasti b). Jedna moznost je vzit jiz
spocitanou derivaci podle y a zderivovat ji podle z. Vime, ze

oF _ 20
oy ot
(véimnéte si, Ze jsme vzali verzi s x2, zjednodusi to dalsi vypocty) a ted derivujeme podle z.

Pripomenme, ze % zavisi na s,t, které zase zavisi na z,y. Mame tedy soucin dvou funkci

zahrnujicich x, proto musime zacit soucinovym pravidlem. Pak aplikujeme fetizkové pravidlo na
% (s,1):

f O (O1y 0 (2 Oy D gy O 2. D (a1 )

dxdy — 9z \dy) ~ 0x\" " ot) b ot o
9 o /0f\ 9s O /0 B
S aa R OR
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of 0 f 0 f 2 NP 9*f = *f
v+ g 20 g 2| = 2y w2t g 2ty
Reseni dokonéime dosazenim za z a y a dostaneme transformaci
1 0%f af 3 0% f
202y \/_815 +(\f) 3s 8t+t\/—8t2

Vv

inverzni transformace), je obdobny tomu z b1). Zac¢neme s rovnicemi odvozenymi v ¢asti a),
vlastné mutzeme pouzit jen tu druhou,

of 1 0 of

ot s Ay
a ted ji zderivujeme vzhledem k s a také k ¢, dostaneme dvé rovnice.

02 —19f 1 9*f 0z  18°f0
f of |1 0°f 0w 1070y

OOt  s2 Oy s 0xdy ds s Oy? Os
62f 1 0*f or 10%foy

02 s Oxoy Ot | s Oy2 Ot
3f

neboli po zjednoduseni a dosazeni za z Casti 1),

*f —1 8f+1 0%f 1 1 0%f —t

9sot ot s 0zdy2y/s s Oy 2
> _ 1 ﬁl
o2 s Oy? s

2 2
Tento systém vyresime pro 88 8f , je tam dalsi neznama derivace, jmenovité ayz, ale mame dvé

rovnice, takze zadny problém, budeme eliminovat. Dostavame

o*f 6f
5a0s 2f—+2\/_

Vydélenim 2 dostavame presné totéz, co predtim.

Poznamenejme, ze jsme meéli velké Stésti, Zze se v rovnici pro % objevila na pravé strané jen
jedna parcidlni derivace. Obecné lze ocekavat, Ze se v obou rovnicich v ¢asti 1) budou vyskytovat
derivace podle x a y, jak je tomu v prvni z nich. Pak bychom museli derivovat obe rovnice podle

fo9%f  9%f
s a t a dostali bychom ¢tyfi rovnice se ¢tyfmi neznamymi parcianimi derivacemi 2 522> 0y21 Dady

6t2

a %, pak by bylo tfeba ten systém vyftesit. Tento postup je tedy opravdu delsi, ale jak uz
jsme poznamenali, obecnéjéi

Bonus: NaJdeme W Zacneme s

of  of of
g gs TG

a pak (podobné jako vyse) pocitame
TT 0 (009 90y —0 L () 0,9 o o~ 9 (20

Oyoxr 0Oy 0s 815 0y \ Os ot ot
2 2 2 2
=205, *+ s ay) + 27 20 i, * ot )
= 291;3;2;5 + 2z % + 2z ya;f
Proto ,
%aayaf faa{ - (f)ggtg +t\/_8t2

Jestlize je f ,,pékné“, tak se ty dvé smiSené derivace museji rovnat.
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10. Mame F(z,y) = sin(zy) + 2% + 2. Ovéiime, Ze F(0,1) = 1, takZe otdzka m4 smysl.
a) %—5(0, 1) = zcos(zy) + 2y|m207y:1 = 2. Protoze %—5(0, 1) # 0, podle Véty o implicitni funkci
existuje funkce y(x) definovana na néjakém okoli bodu z = 0 takova, ze y(0) = 1 a F'(x,y(z)) = 0.
b) K nalezeni y'(x) mtzeme pouzit Vétu o implicitni funkei, ale je snazsi prosté derivovat danou
rovnici, maje na paméti, ze y je ted funkce x. Dostavame

sin(zy) + 2% +¢y* =1

[sin(zy(2))]' + [2%]' + [y(=)*]" = [1]
cos(zy) - [y + 2yl + 2z + 2y -y’ = 0. (%)

Dosadime do toho (0,1) a dostavame cos(0) - [1 +0-3'(0)] + 0+ 2-y'(0) = 0, vyFesime pro y'(0)
a dostavame y'(0) = —1.
Méme bod (0, 1) a smérnici y'(0) = — 3, rovnice tecny je proto y = —3(z—0)+1 neboli z+2y = 2.
c) Jsou dvé moznosti. Jedna je znovu derivovat rovnici (*):

—sin(zy)ly + 2] - [y + 2yl + cos(zy)ly’ +¢' + 2y"] + 2+ 24"y + 299" = 0.
Dosazenim z =0, y = 1 ay’ = —1, pak vyfesenim pro y”(0) dostaneme y”(0) = —3.
Alternativni feseni: Vyfesime obecné (%) pro y':

, 2z + cos(zy)y
ylr)=- 2y + cos(zy)x

a pak zderivujeme:
Y (z) = — [22 + cos(zy)y]’ - [2y + cos(zy)z] — [22 + cos(xy)y] - [2y + cos(zy)z]
[2y + cos(zy)x]?
2 sin(ay)(y +zy)y + cos(zy)y’ | (22 + cos(zy)y) 2y’ — sin(zy)(y + zy')z + cos(zy))
2y + cos(ay)e 23+ cos(y)oP

Pak dosadime z =0,y =1, 3y = —% a je to hotovo.
Prvni feseni je evidentné vyhodnéjsi.

11. Rovnici lze napsat jako F'(z,y,z) = 0, kde

F(x,y,z) = sin(xz) + sin(yz) — sin(zy).
a) Aby funkce z(x,y) existovala, potiebujeme Z£(0,1,7) # 0. Zde 2 = z cos(z2) + y cos(yz),
takze %—I;(O, 1,m) = —1 # 0 a zbytek dodéla Véta o implicitni funkei.
b) Dana rovnice definuje hladinu konstantnosti funkce F', ke které se normalovy vektor najde
jako gradient F. VF = (—ycos(zy) + zcos(yz), —x cos(zy) + z cos(yz), x cos(xz) + y cos(yz)),
takze 1 = VF(0,1,7) = (7 — 1, —m, —1).
Te¢na rovina je dana rovnici (7 — 1)z — 7w(y — 1) — (2 — 7) = 0, coz je

(m =1z —7my—2z+27=0.

Alternativni feSeni: Podivame se na to jako na otdzku nalezeni te¢né roviny ke grafu z = z(z,y).
Normalovy vektor je dan jako (2, 2y, —1). Parcialni derivace ziskdme tak, Ze zderivujeme danou
rovnici podle x a podle y s tim, Ze ted je z = z(z,y):

cos(zz)[z + xz,| + cos(yz)yz, = cos(xy)y

cos(xz)xzy + cos(yz)[z + yz,] = cos(xy)x
Dosadime (0,1, 7) a dostavame 2,(0,1) = 7 — 1, 2,(0,1) = —m, proto 7 = (7 — 1, —m, —1) jako
predtim.
Poznamenejme, Ze jsme pro zjednoduseni zapisu pouzili uzite¢nou zkratku z, = %, 2y = g—;.
c¢) Druhou parcialni derivaci nejsnaze najdeme pomoci alternativniho feSeni ¢asti b). Tam jsme
ptvodni rovnici derivovali podle z, ted ten vysledek zderivujeme podle y a ziskdme kyzenou z,,,.
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Zase si musime pamatovat, ze z = z(x,y), ale ted i z, = z,(x,y).
[cos(z2)[z + x25] + cos(yz)yzs] y = [cos(zy)y] y =
— sin(xz)rzy [z + x2] + cos(22)[2y + T24y] — sin(y2)[z + yzy|yzz + cos(yz)zy + cos(y2)yzay
= —sin(ay)zy + cos(xy).
Dosadime bod (0,1,7) a také 2,(0,1) = 7 — 1, 2,(0,1) = —7 a vyfeSime vyslednou rovnici,
dostaneme tak z.,(0,1) =2 — 2.

Je ovSem také mozné vzit rovnici, kterou jsme v ¢asti b) dostali derivovanim podle y, a pak ji
zderivovat podle x, dostaneme stejny vysledek.
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