MAZ2 Resené piiklady 3 pHabala 2021

MAZ2: ReSené priklady—Funkce vice proménnych: Extrémy
1. Najdéte a klasifikujte lokalni extrémy funkce f(x,y) = 223 + 9zy? + 1522 + 27y2.
2. Najdéte a klasifikujte lokalni extrémy funkce f(z,y, 2) = 23 —222+y?>+ 22 — 22y +r2—y2+32.
3. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y) = x? + 2y? vzhledem k podmince
22 — 224+ 2y% +4y = 0.
4. Najdéte bod v roviné dané x+y—z = 1, ktery je nejblize k bodu P = (0, —3, 2), a vypocitejte
jejich vzdalenost. Pouzijte Lagrangeovy multiplikatory.
5. Jista primka v 3D je dana rovnicemi
r+y+z=1, 20 —y+ 2 =3.
Najdéte vzdalenost mezi touto piimkou a bodem P = (1,2, —1).

6. Najdéte globalni extrémy f(z,y) = 22 + 4y? na kone¢né mnoziné M vymezené kiivkami
>+ y+1)2=4,y=-lay=x+1.

7. Najdéte globalni extrémy f(z,y) = 22 + y?> — 6z + 6y na disku o poloméru 2 se stiedem
v pocatku.

8. Rovnice y? +2zy = 22 — 422 definuje implicitni funkci y(z). Najdéte a klasifikujte jeji lokalni
extrémy.
Reseni:

1. Nejprve najdeme stacionarni body. Parcidlni derivace:

9 = 62® + 9y* + 30z, oL — 18zy + 54y.
Mame je polozit rovny nule. Dostavame systém
222 + 3y% + 10z =0 ry + 3y = 0.

Druhé rovnice vypada slibné, protoze ji umime piepsat jako y(x + 3) = 0. Jsou tedy dvé
moznosti:

1) y = 0. Pak prvni rovnice vlastné zni 2% + 52 = 0, coz davd = 0 a = —5. Tato moznost
tedy vede na body (0,0) a (—5,0).

2) z = —3. Pak prvni rovnice zni y? = 4, coz dava y = £2 a body (-3, 42).

Dostavame tedy ¢tyfi stacionarni body: (0,0), (—5,0), (=3,2) a (—3,—2).

K jejich klasifikaci potfebujeme najit derivace druhého fadu a vytvorit Hessovu matici:

O — 122 + 30, OF 18y, 84 =18z + 54
- <12x+30 18y )
18y 18z + 54
Ted tedy klasifikace.
30 0

Pro (0,0) dostavame H = 0 54

Ay =a;; =30 a Ay =det(H) = 3054 = 1620. Jejich znaménka jsou A; > 0, Ay > 0, coz
ukazuje, Ze bod f(0,0) = 0 je lokadlni minimum.

Pro (—5,0) mame H = (_30 —(;6)' Subdeterminanty jsou A; = —30 a Ay = 780. Jejich
znaménka jsou Ay < 0, As > 0, coz ukazuje, ze bod f(—5,0) = 125 je lokalni maximum.

, (-6 —36
Pro (—3,—2) mame H = 36 0

Jejich znaménka jsou A; < 0, Ay < 0, toto nevyhovuje zadnému vzoru pro lokalni extrém. Z
Ay < 0 ale usoudime, ze f(—3,2) = 81 je sedlovy bod.

. Determinanty hlavnich minorii (subdeterminanty) jsou

. Subdeterminanty jsou A; = —6 a Ay = —(—36)2.
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—6 —36
—36 0
v pfedchozim p¥ipadé usoudime z Ay < 0, Ze f(—3,—2) = 81 je sedlovy bod.

Pro (—3,2) mame H = ( . Subdeterminanty jsou A; = —6 a Ay = —362. Jako

Neékteri lidé davaji prenost jinému pristupu, ktery je u rozumnych derivaci jednodussi, je také
asi trochu organizované;jsi.

Nejprve si obecné spocitame ty subdeterminanty, dostavame A; = 12z + 30 a

Ag = (122 4 30)(18x + 54) — (18y)? = 36(6x% + 23z + 45 — 9y?). Pak dosadime stacionarni body

a ucinime zaveéry:

bod: (0,0) (=5,0) [(=3,2)[(-3,-2)
Aq: -+ — — -
As: + + — —
zaver: |[lok. min. |lok. max. | sedlo sedlo

Pak je tfeba napsat odpovéd: f(0,0) = 0 je lokdlni minimum, f(—5,0) = 125 je lokalni maxi-
mum, f(—3,2) = f(—3,—2) = 81 jsou sedlové body.

2. Najprve najdeme stacionarni body. Parcialni derivace:
g—£:3x2—4x—2y—|—z, 9f —

oy 2y — 2x — z, 9f 22 4+x —y+3.
Méme vyftesit systém

9z
322 —4x —2y+2=0
20 —2xr —2z=0
224+ —-—y+3=0
Tentokrate nemé zadna rovnice prijemny tvar soucinu, takze predchozi metoda nepomtze. Dalsi
populérni metoda je eliminace.
Protoze mame v prvni rovnici 2, zkusime pomoci téch dalsich odstranit z prvni rovnice y a z a
pak pouzijeme kvadraticky vzorecek. Z druhé rovnice si vyjadiime z = 2y — 2z a dosadime do
prvni a tieti, dostaneme 322 — 62 = 0 a 3y — 3z = —3. To je klika, v prvni rovnici uz je jen z,
treti se také bude hodit, kdyz si vyjadiime y = = — 1.
Rovnice 322 — 62 = 0 m4 dvé feSeni: v =0 a x = 2.
Jestlize x = 0, pak y = —1 a 2z = —2. Jestlize z = 2, pak y = 1 a z = —2. Mame tedy dva
stacionarni body, (0,—1,—-2) a (2,1, —2).
Ted pouzijeme test druhou derivaci.
usporadané v Hessovu matici.

Nejprve potfebujeme parcidlni derivace druhého tadu

6r—4 -2 1
-2 2
1 -1 2
Po¢itani subdeterminanttt obecné nezni moc lakavé (ale muzete tento pfistup zkusit), podivame
se na kazdy bod zvlast.
Pro (0, —1,—2) dostavame
-4 -2 1
-2 2 -1
1 -1 2
Protoze Ay < 0, neni ve staciondrnim bodé (0, —1, —2) lokalni extrém, ale sedlovy bod. Lepsi
odpovéd: f(0,—1,2) = 13 je sedlovy bod (poskytneme tak vic informaci).

H =

H= :>A1:—4,A2:‘:;1 _22‘:—12,A3:|H|:—26.

(Néktefi autofi nepouzivaji pojem sedla v pripadé vice nez dvou proménnych, prosté by rekli,
ze tam neni lokalni extrém.)
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Pro (2,1, —2) dostavame
8§ -2 1

H=|-2 2 -1 — A =8 Ay=| S =12 Ay =|H| =28
-2 2
1 -1 2
Protoze je vzdy A; > 0, usoudime, ze f(2,1,—2) = —7 je lokdlni minimum.

Pfipomenime, Ze pro lokalni maximum potfebujeme A; < 0, Ay >0 a A3z < 0.

3. Zkusit si vyjadrit y z podminky by bylo nepfijemné, takze se nabizi pouzit Lagrangeovy
multiplikatory s g(x,y) = 2% — 22 + 2y? + 4y. Mame vyiesit rovnice Vf = AVg a g = 0 neboli

%ZA% 2z = \(2x — 2) r=MNx—1)
=2 = dy=A4y+4) — y=Ay+1)
g=0 2?2 =20 4+2y° +4y =0 22 =242y +4y =0

Typicka strategie je eliminovat A z prvnich dvou rovnic, ¢imz obdrzime néjaky vztah mezi
proménnymi z,y, to se pak spolu s rovnici g = 0 pouzije k nalezeni potiebnych bodii.
Radi bychom izolovali A z prvni rovnice. Je mozné, aby bylo z = 17 Pak by prvni rovnice
znéla 1 = 0, coz neni pravda. Proto urcité x # 1 a mizeme psat A = —*5. Dosadime do druhé
rovnice, roznasobime a dostaneme y = —x. To ted miZeme dosadit do podminky, dostaneme
322 — 62 = 0 a dvé fefeni, * = 0 a 2 = 2. Jsou tedy dva podezielé body: (0,0) a (2,—2).
Dosadime je do f: f(0,0) =0, f(2,—2) = 12. Porovnanim hodnot odhadneme, Ze to prvni je
lokalni minimum a to druhé je lokdlni maximum.
Urcovani globalnich extrémii obvykle vyzaduje analyzu situace. Mame dva lokalni extrémy, ale
nevime, jestli davaji globalni extrémy. Obecné globalni extrémy najdeme porovnanim hodnot
v lokalnich extrémech a také na ,hranici“ mnoziny. Potfebujeme tedy védét vic o M, mnoziné
urcené podminkou, na které zkoumame f.
Casto nastane problém s tim, e dand mnozina neni omezend, protoze pak se musime zeptat,
co se stane s f, kdyz body M utecou nékam do nekonec¢na. Mohlo by se stat, ze x utika do
nekone¢na v ramci nasi mnoziny? Protoze body M spliuji 2y? + 4y = 22 — 22, tak by to nutilo
vyraz 2y? + 4y odejit do minus nekonecna, ale to neni mozné. Podobné usoudime, 7e také y
nemuze jit do nekonecna, tudiz mame omezenou mnozinu M.
Dalsim moznym problémem je, kdyz je mnozina M krivka s néjakymi koncovymi body, pak je
totiz musime prozkoumat. Jak vlastné M vypada? Kdyz si podminku prepiSeme jako
(z—1)%+2(y+1)*=3,
tak vidime, ze M je elipsa. To je uzaviena kiivka bez koncti, takze pokud se s hodnotami f déje

néco dulezitého, musi se to stat v nékterém bodé, ktery jsme méli vyse. Muzeme proto usoudit,
ze f(0,0) =0 je minimum a f(2,—2) = 12 je maximum f na dané mnoziné.

4. Neznamy bod Q = (z,y, z) spliiuje x + y — z = 1, to tedy bude nase podminka s g(zx,y, z) =
x 4+ y — z. Funkce, kterou budeme minimalizovat, by méla byt vzdalenost mezi P a (@), ale
to by vedlo na odmocninu. Bude snazsi, kdyz minimalizujeme vzdalenost na druhou, coz je
ekvivalentni tiloha (rozmyslete si to). Mame tedy f(z,y, z) = dist(P, Q)? = 22+ (y+3)?+(2—2)2.
Pouzijeme Lagrangeovy multiplikdtory, rovnice Vf = AVg a g = 1 ted déavaji

%:)‘% 20 = A-1 x:%)\
af _ 9 _ .
5L =252 20y+3)=x-1 . y+3_§A1
%:)\% 2(z—2)=X-(-1) z—2=-1)
g=1 rty—z=1 r4+y—z=1

Zase zaCneme eliminovanim A\ z prvnich tfi rovnic, naptiklad dosazenim za %)\ z prvni rovnice
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do dalsich dvou. Pak

y+3==x y=x—3
2—z=z = z=2—-z — s+ (r-3)+2—-2)=1 = z=2.
r+y—z=1 r+y—2z=1

Snadno najdeme dals$i nezndmé a dostaneme podeziely bod @ = (2, —1,0). Je funkce f a tudiz i
vzdalenost opravdu v bodé () minimalni a ne tfeba maximalni? Zkusime jiny bod z dané roviny.
Napiiklad R = (0,1,0) ma dist(R, P) = v/42 + 22 = 1/20. Na druhou stranu, vzdalenost mezi
Q a P je dist(Q, P) = v/22 + 22 + 22 = /12, takze to vypad4, Ze mame hledané minimum.
Mizeme také argumentovat, ze v ramci dané roviny je mozné jit do nekonecna, snadno lze nechat
x — oo a ostatni soufadnice se pak prizpusobi, pak jde také vzdalenost do nekoneéna (coz je
jasné, kdyz si situaci pfedstavime), a proto hodnota, kterou jsme nasli, nemize byt maximum.
Alternativa: Prvni tfi rovnice nabizeji moznost si snadno vSechny proménné vyjadiit pomoci
A (napt. z = 2 — %)\) Kdyz to udélame a dosadime do podminky, vznikne rovnice s jednou
neznamou A, jmenovité %)\ = 6. Odtud A = 4 a dopocitame presné stejné xr = 2 atd. jako
predtim.

Poznamka: Namisto Lagrangeovych multiplikdtort se dalo pouzit danou podminku k vyjadreni
r=1—y+z adosadit do f, vyjde F(y,2) = (1 —y+2)*+ (y +3)? + (2 — 2)%. Najdeme lokalni
extrémy:

— y=—1, 2=0.
9F _ 2(1—y+z)—|—2(z—2):0} Y

5 =0 } L 2yt 42y +3) =0
5. Vzdalenost mezi bodem a primkou je dana jako vzdalenost mezi onim bodem a nejblizSim
bodem dotyc¢né pirimky, takze ten musime najit.

Mame dvé podminky, jedna je g(x,y,2) = z +y + 2z = 1, druhd h(z,y,2) = 2x —y + z = 3.
Hledame bod @ = (z,y, z) splitujici tyto podminky takovy, Ze je jeho vzdélenost od P minimélni,
budeme minimalizovat vzdalenost na druhou f(z,y,2) = (x — 1)2 + (y — 2)%2 + (2 + 1)%. Ted
budou dva Lagrangeovy multiplikdtory, nazveme je A a u (je jednodussi psat g,h a A, u nez
91,92 & A1, A2 jako ve vét€). Rovnice jsou Vf = AVg+ uVh, g =1 a h = 3, tedy

L =232+ plh ) 2 —1)=A-1+p-2 2z —1) =\ +2u
SL=2g+ud 2y —2)=A-1+p-(-1) 2y—2)=A—p
9L = 209 4 b 0 = 2z+1)=X-1+p-1 = 2(z+1)=A+pu
g=1 r+y+z=1 r+y+z=1
h=3 20 —y+2=3 J 20 —y+z2=3

Vs

Zase zkusime eliminovat multiplikatory z prvnich tii rovnic. Kdyz naptiklad se¢teme druhou a
tfeti rovnici, dostaneme A = y+ z — 1, po dosazeni do tteti rovnice pak y = z —y+ 3. Kdyz tyto
A, i dosadime do prvni rovnice, dostaneme 2x 4+ y — 3z = 6. To je typické, méli jsme 3 rovnice
s 5 neznamymi, po pouziti dvou rovnic skonc¢ime s jednou rovnici a jen tfemi neznamymi.
Ted také vezmeme v ivahu nase dvé podminky, takze méame

2 +y—32=6

r+y+z=1 == =2, y=0, 2 =—1.

2 —y+2=3
Nakonec spoéitame vzdalenost od Q = (2,0, —1) k P: dist(P, Q) = v/5. Abychom se ujistili, Ze
mame minimum, zkusime jiny bod z pfimky. Napfiklad R = (0, —1,2) obé dané rovnice spliuje
a dist(P, R) = v/19.

Poznamka: Kdyby otazka vyslovné nezadala Lagrangeovy multiplikatory, tak jsme také mohli
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dané dvé rovnice pouzit k zavéru, ze feknéme y = 5 + 1, 2 = 2 — %x, dosadit do f a pak to
minimalizovat, dostali bychom =z = 2.

6. Nejprve si nacrtneme mnozinu M. Mame dvé pfimky a kruznici, ty rozlozi rovinu na nékolik
casti. Jen jedna z nich je ale omezena a zaroven vymezend vSemi tfemi kiivkami.

Maéme uzavienou omezenou mnozinu s neprazdnym vnitikem a hranici skladajici se ze tii casti.
Teorie zarucuje, ze se globalni extrémy vyskytuji bud uvnit¥, pak jsou to i lokélni extrémy, nebo
na hranici. Tim je urcen klasicky algoritmus, najdeme vSechny mozné kandidaty a na konci
porovname hodnoty.
1) Nejprve se podivame na vnitfek M, kde extrémy jsou v bodech lokalnich extrémui. Neni t¥eba
je klasifikovat, hlavni je podivat se na vSechny kandidaty neboli na stacionarni body.

9 =0 2z =0
o _ ¢ = 8y:0}$x:y:0.
Oy
Protoze (0,0) € M, mame prvniho kandidata: f(0,0) = 0.

2) Ted se podivame na hranici. M4 t¥i ¢asti a vSechny jsou stejného typu, je to kiivka, ktera je na
koncich odfiznuta. Pro kazdou c¢ast tedy dostavame stejny postup, globalni extrémy nastavaji
bud v koncovych bodech nebo v bodech, které jsou lokdlnimi extrémy vzhledem k uvazované
kiivce. Tim jsou sméfovany nase dalsi kroky.

2a) Za¢neme s ¢tvrtkruhem. Je to kiivka uréend g(z,y) = 22 + (y + 1)? = 4 a podminkami
0<z<2 —-1<y <1 M4adva koncové body, takze se na né podivame: f(2,—1) = 8 a
f(0,1) =4 jsou kandidati.

Pak musime najit lokdlni extrémy f vzhledem k podmince g(z,y) = 4, to by mélo jit pomoci
Lagrangeovych multiplikdtort. Rovnice Vf = AVg a g = 4 znamenaji

%:A% 2r = \2x

of _ \0 _

5 =Age ¢ = 8y = A2(y+1)
g=4 2+ (y+1)° =4

Prvni rovnice nas zve ke kraceni, ale je tfeba byt opatrny. Mohlo by se stat, ze x = 07 Pak tteti
rovnice dava y = 1 a druhd A\ = 2. Dostavame kandidata (0, 1), ale na toho uz jsme se divali, je
tedy v seznamu.

K nalezeni dalsich bodt budeme predpokladat, ze x # 0, pak prvni rovnice dava A = 1, po
dosazeni do druhé dostavame y = % a tfetl rovnice davad x = %x/g Mame dalsiho kandidata,
F(3v5,3) = 3-

Mimochodem, porovnanim hodnot v nasich tfech bodech odhadneme, zZe f(g\/g, %) = % je
lokalni minimum f vzhledem k vysetfovanému oblouku.

2b) Dalsi ¢ast k prozkoumani je sikma tsecka dand y = z + 1, —2 < x < 0. M4 dva koncové
body, (0,1) uz je v seznamu a ten druhy je f(—2,—1) = 8, dalsi kandidat na extrém na M.
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Abychom vidéli, co se stane uprostied této krivky, pouzijeme zase Lagrangeovy multiplikatory,
tentokrate aplikovany na g(z,y) =y —z = 1:

20 = =\
4y = —x 1
8y = A — . — by=1 = y=4,
—xr =
y—xr=1 Y
pak z = —%. Méame dalsiho kandidata, f(—%, %) = % (coz vypadé jako lokdlni minimum f

vzhledem k té sikmé piimce).
Protoze je ta podminka tak snadna, svadi to k prostému dosazeni y = = + 1 do f, vyjde

ox) = flz,z +1) =2 +4(x +1)* = 52° 4 82 + 4.
Pak se daji pouzit obvyklé nastroje kalkulu jedné proménné k nalezeni kandidati na extrémy
na intervalu (—2,0), dojde se ke stejnym kandidattm jako pfedtim.
2c) Nakonec se podivame na vodorovnou usecku, kteréd je ddna y = —1, —2 < x < 2. Zase jsou
jako kandidati koncové body, ale uz jsme je zahrnuli vyse, a lokalni extrémy z prostredka. Tady
bude asi nejjednodussi dosadit, zajimaji nas extrémy ¢(z) = f(z,—1) =2* +4na -2 < x < 2.
Koncové body jsou uz hotovy, lokalni extrémy jsou dany podminkou ¢’(z) = 0, coz dava x = 0.
Mame dalsiho kandidata k uvazeni, f(0,—1) = 4.

Ted to vSechno dame dohromady Kandidati jsou f(0,0) = 0, f(2,—1) = 8, f(0,1) = 4,
f(=2,-1) =8, f(é\/_ —) = 3, f(—g, 5) = ,‘51 a f(0,—1) = 4. Porovnanim hodnot dospéjeme
k zavéru: Globalni maximum f na M je f(—2,—1) = f(2,—1) = 8, globalni minimum je
£(0,0) = 0.

Jen tak pro zajimavost, globalni minimum vzhledem k celé hranici je f (—4 1) =4

5:5) = 5
Poznamka: Pokud bychom chtéli vyjadfit M pomoci mnozinového znaceni, tak bychom mohli
zacit s kruhem danym prvni podminkou a proniknout jej s dvéma polorovinami danymi témi
primkami:

M={(z,y) e R* 2> +(y+1)*<4 a y>-1 a y<z+1}.

7. Mnozinu M lze popsat jako M = {(z,y) € IR?*; 2?> + y*> < 4}. Abychom nagli globalni
extrémy, nejprve se podivame, co se déje vevnitt, takze najdeme stacionarni body f:

9 =0 } 22— 6=0

af _ _
Bod (3,—3) ale neni v M, a proto jej vyfadime.
Ted bychom se méli podivat na hranici, mame tedy najit extrémy f vzhledem k podmince
22 4+ y? = 4. To vol4 po Lagrangeovych multiplikitorech:

} == =3, y=-—3.

giz)\g—g 2r —6 =X\ 2z T—3=Ar
P =2 b = 2y+6=N2y » = y+3=)y
g= 2 +y? =4 vy’ =4

Ted bychom radi eliminovali A z prvnich dvou rovnic. Mohlo by se stat, ze x = 07 Pak by
prvni rovnice fikala —3 = 0, to nejde; podobné mame y # 0. Muzeme si tedy vyjadrit \ z
prvni rovnice, dosadit do druhé a nakonec dostaneme y = —x. Kdyz to ddme do podminky,
dostaneme z = ++v/2. Jsou tedy dva kandidati, (\/_, —\/5) a (—\/5, \/5) Dosadime je do f:
f(V2,—v2) = 4—12V/2, f(—V2,V/2) = 44 12V/2, takze to vypad4, Ze prvni je minimum, druhj

maximum.

8. Abychom nasli extrémy, musime znat y'(z). Relativné snadno to najdeme pomoci implicit-
niho derivovani. Derivujeme danou rovnici vzhledem k z, je dtlezité si pritom pamatovat, ze
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také y je funkce x:
[y? + 2ay) = [22 — 42”]

"= 2yy’ + 2y + 22y =2 8x (x) = y':%.

Kritické body jsou charakterizovany vlastnosti y'(z) = 0:

Yy =355t =0 = 2-8r-2y=0 = y=1-4z

Kritické body také musi spliiovat danou rovnici (lezi na té kiivce), takze do ni dosadime pravé
ziskanou podminku:

(1—42)®+2z(1 —4a) =22 —42° = 122°-8z+1=0 = z=1 1
Dostali jsme kandidaty z = %, y=-—-l;ax= %, y = % Pro oba z nich méame y" = 0 (to se jesté
bude hodit).

Abychom je klasifikovali, potfebujeme druhou derivaci, takze derivujeme rovnici (x):

/ \2
'y + 2y + 2 2 + 2y = -8 = =L

Dosadime prvni bod, tedy z = 1,y = =1 ay’ = 0, dostavame y” () = 8 > 0. Takze y(5) = —1
je lok&lni minimum.
Dosadime druhy bod, tedy x = %, Yy =
je lokalni maximum.
Alternativni FeSeni jsou mozné, naptiklad lze ziskat y” tak, Ze pfimo derivujeme vzorec ziskany

pro y’.

1

3a y' = 0, dostavame y”(%) = —8 < 0. Takze y(%) -

Wl

Poznamka pro zvédavé (a pokrocilé) studenty: Problém jsme fesili obvyklym postupem, ale
peclivého ¢tenare mozna napadlo, jestli jsme opravdu nasli vSechny kritické body. Ty jsou totiz
definovany jako body, kde 3y’ = 0 nebo y’ neexistuje. Jsou v nasem piipadé néjaké takové body?
Vzorec pro derivaci ma problém, kdyz 2y + 2x = 0, tedy pro y = —x. Zase dosadime do dané
rovnice a dostaneme 322 — 2z = 0, ¢ili z = 0 nebo =z = % I toto jsou kritické body, ale protoze
v nich neexistuje derivace, tak k jejich klasifikaci nemiizeme pouzit test druhou derivaci.

Co se tam dg&je? Kdyz se graf blizi k bodu (0,0) nebo k bodu (2, —%), pak vzorec pro y’ jde
do nekonecna. To ukazuje, ze skuteény diivod, pro¢ tam nemutzeme najit derivaci, je zptisoben
tim, ze kiivka ma v daném bodé svislou tec¢nu, pak tam ovSsem ani neni lokalni extrém. Toto
je typické, kdyz je implicitni funkce dana péknou diferencovatelnou funkci, tak se problémy
objevuji jen tam, kde je derivace nevlastni. Neudélame proto chybu, kdyz se soustiedime jen

na body, kde ¢y’ = 0.



