MA2 Resené piiklady 4 pHabala 2021
MAZ2: ReSené priklady—Funkce vice proménnych: Integraly
Vypoctéte nasledujici integraly:
1
1. /6x2y2 + 6z + 6y dr and /63323/2 + 6z + 6y dx,
0
2.

cos(zy + 22) dy,

eTYt2% 47,

w
S —0

4. Vypocitejte //(m +1)dA, kde Q je omezen4 oblast vymezena grafy y = 22 and y = 5x + 6.
Q

5. Najdéte primér funkce f(z,y) = 2¢*/¥ na mnoziné
Q={(z,y) € R* z <y <z}

Zmeénte poradi integrace pro nésledujici integraly:
3 82z

6.2/ 2/ f(x,y)dydex,
1 e?

7. /fa:y dx dy,

\

0

oo

®
—

f(z,y) dydx.
00

1 1
9. Vypocitejte // g 5 dA, kde Q = (0,00) x (1,00). Zkuste to obéma zpiisoby.
yx y?

Reseni:
1. Predstirame, ze y je konstanta, pak
/6x2y2 + 6z + 6y dx = y2/6m2dm+/6xdx+y/6dx = y222° + 322 + y62 + C

= 22%y* + 322 + 62y + C, z,y € IR.
Ted uz snadno vyhodnotime urcity integral, mame dosadit za z. Neni Spatny napad si to

pfipomenout vhodnym znacenim, tfeba takto:

1
z=1

/6$292 + 62 + 6y dv = [2w3y + 3% + ny] = 2y° + 3 + 6y.

0
1
Zkuseni integratori by ale casto napsali jen [ .. } .
0

1
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2. Predstirame, ze x a z jsou konstanty, pak

u=xy+ 2z 1 1
/cos(a:y +22)dy = |du = a%[aly +2z]dy = xdy | = /Cos(u)— du = = /cos(u) du
dy = L du v v

1 1
= —sin(u) + C = —sin(zy +22) + C, y,z € R, = # 0.
x x

3. Ted predstirame, Ze x,y jsou konstanty.

u =2xy+ 22
1 - 9 — Ty+2
v 2U_?ch[$y+221dz 2dz - euldu_ leu my+2_1€xy+2_lewy
B AL B 2 L2 lay 2 2
0 z=1l—u=ay+2 ey
z=0—u=uxy

Mimochodem, neurcity integral je

1
/6xy+22 dz = §€Iy+2z + C, T,Y,z € IR.

4. Jak oblast Q vypada? Nejprve se podivame, jestli se k¥ivky protinaji: x? = 5z + 6 dava
x = —1,6. Nacrtneme oblast (neni v méfitku):

y

36

=—‘/y_ x=‘/y_

Je zjevné, Ze svislé fezy jsou zde mnohem lepsi nez vodorovné, protoze vodorovné fezy by se
lisily typem podle toho, kde fezeme.

Svisly Tez se urci tim, ze pevné zvolime hodnotu x, pohyb nahoru a dold se déla zménou y.

Budeme proto integrovat s dy, kde se y méni mezi y = 22 a y = 5z + 6. Integrovani po tomto
5x+6

svislém Tezu tedy vede na / (x4 1) dy. Pak dame vSechny tyto fezy dohromady pomoci dalsi

5172
integrace, kdy ,,s¢itame* vSechna x udavajici nase fezy:
6 5146 6 50+6
/( / (x—l—l)dy) dm:/ / (x 4+ 1) dydz.
—1 2 1 g2
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Tento dvojnasobny integral se ted integruje béznym zptusobem, zevniti ven.

6 5246 6 6
y=bx+6
//(a:—f—l)dydx:/[a:y—f—y] , dx:/[x(5x+6)+(5x+6)]—[a:-ac2+x2]da:
Z1 g2 ~1 o 1
; 4 1 11 6 1
_ 2 _ .3 _[23_ 1 a 11 o _ 2
—/4:(: x>+ 11z 4+ 6dx [3:(; 15 + 5 T —|—6x]_1 200—1—12
1

Jak by to fungovalo, kdybychom se rozhodli pro vodorovné fezy? Doleva a doprava se pohybu-
jeme zménou x, takze integraly po vodorovnych fezech s délaji vzhledem k x, kazdy fez je urcen
volbou y. Pokud si zvolime y mezi 0 a 1, pak se v odpovidajicim fezu x méni mezi —,/y a /y.
Pokud zvolime y mezi 1 a 36, pak se  méni mezi £ (y — 6) a /. Dostdvame tedy

1 VY 36 VY
// r+1 dxdy—l—/ / (x + 1) dx dy.
0 —vy 1 (y—6)/5
Ted integrujeme:
1 VY 36 VY 1 36 . iy
VY Y
// 1) dxdy + (x+1) dwdy:/ —x? +:U dy+/[—x2+x} dy
2 (y—6)/5
0 —vy 1 (y—6)/5 0 1

1

:/2\/§dy+/ y+f——(y 6)* — ;(y—fi)dy

0 1
B —6)° — 6 =200+ —
[3y o T 12Y +3y ~ 150~ gl =6 T

Asi souhlasite, ze to takto bylo tézsi. Moudra volba fezti muze mlt velky dopad.

5. Jaké je dané oblast?

YNy =Vx
1-

Abychom ur¢ili primér, potiebujeme znat dvé véci: Obsah €2 a integral f na 2. I ten obsah
lze zjistit integrovanim pres (1, tentokrate integrovanim funkce 1. Zde se svislé i vodorovné fezy
zdaji z geometrického pohledu rovnocené (staci jeden integral), takze zkusime svislé fezy, které
(pro dané z) jsou od y = x po y = /.

P FrqvE / 2 1,1 1

_ _ S . _[#2.3/2_ L 2] _ 1
//1dydac /[y]w dx /\/5 rdx 3x 5% ]o 5
0 z 0 0
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Ted integrujeme danou funkci.
N

1
// 2e7/Y dA:/ 26!V dy da.
0

Q T
Mame drobny problém, integral / eV dy je dost drsny, jeden z téch, které nejdou vyjadrit

pomoci elementarnich funkci. Nastésti mame alternativu, zkusime vodorovné fezy a doufame,
ze vyjdou lepsi integraly. Pro dané y se hodnoty x na odpovidajicim fezu méni mezi z = y? a
x =y (pékné vzorce, mozna jsme tak méli délat i ten obsah). Dostavame

1y
//Zem/ydA://%m/yd:cdy.
Q 0 y2

Toto je mnohem snazsi, potfebujeme najit / e”/® dz, coz je standardni integral, ktery se nejlépe

déla substituci. Nakonec také budeme potiebovat integraci per partes.
x

wzz
- dwzid;v b
//2em/ydA://2em/ydacdy: dz = ydw ://2ewydwdy
Q 0 y2 r=y—w=1 0 vy
=y’ w=y

x
1 1 1 1
w=1
:/[Zyew} dy:/Qey—Zyeydy:e/2ydy—/2yeydy
w=y
0 0 0 0

1
2e¢Ydy=e—2e+ [26% =e—2.
0

I
®
[ —|
<
[V
—_
—
|
1
[\
<
®
<
|
o =
+
O\H

Prameér je tedy

i /261‘/@/ dA = 6e — 12.

)

6. Nejprve potrebujeme zjistit, pres jakou oblast () integrujeme. Vnitini proménnou je y, ktera
nas pohybuje nahoru a doll, takze jdeme po svislych fezech. Pozice téchto fezti jsou dany
hodnotami x, takze ten nejvice vlevo je na primce x = 2 a ten nejvice vpravo na piimce x = 3.
Z limit vnitifniho integralu vidime, ze pro dané z jde odpovidajici svisly fez od ktivky y = 2 po
kiivku y = 8 — 2x, takze () je oblast mezi témito dvéma kiivkami. Nakreslime obrazek.

8-y
i i X =
4 4 x=2 ¢ 2
Y \
2- 2-
I St S R e

Zmeéna poradi integrace znamen4 prepnout na ten druhy smér fezu (viz obrazek vpravo). Vodor-

4
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ovné fezy jsou dany volbou néjakého y mezi 2 a 4 (to bude vnéjsi integrél), pro takové y se
proménné x pohybuje mezi = 2 a x = £(8 — y) (to dostaneme vyiesenim vztahu y = 8 — 2z
pro z). Dostavame integral
4 (8-y)/2
f(x,y)dzdy.
2 2

7. Zacneme urcenim oblasti integrace ). Vnitfni proménna je x udavajici pohyb doprava a
doleva, coz znamend, ze jdeme po vodorovnych fezech, nejnizsi je na piimce y = 0 a nejvyssi u
y = 1. Rezy sahaji od kiivky = = 0 po kiivku = = €Y, coz je y = In(z). Ted jsme p¥ipraveni to
nakreslit.

y —_

1 4
] =1In(x)

()x/l e

Pro zménu poradi integrace prejdeme na svislé Tezy, ale obrazek jasné ukazuje, ze pak mame
dva typy rezi, jinymi slovy, dostaneme dva integraly: Pro x mezi 0 a 1 jdou svislé fezy od y = 0
poy=1,proxr mezilae jdou svislé fezy od y = ln( ) po y = 1. Dostavame

//facydyd:c+//fmydydx

1 In(z)

8. Nejprve ur¢ime oblast integrace ). Vnitini integral s pracovni proménnou y ukazuje na
svislé fezy, kazdy fez se rozklad4 mezi kiivkami y = 0 a y = =. Rezy bereme pro vsechna x > 0,
obréazek je ted jasny.

y

Zména poradi integrace odpovidd prechodu k tém druhym feztim, tedy k vodorovnym (viz
obrazek napravo). Abychom pokryli celou 2, musime uvazovat vodorovné fezy az do nekonecna,
jejich pozice jsou tedy dany pomoci y z mnoziny (0,00). Pro zvolené y pak odpovidajici fez
nechava x probihat mezi kifivkou = = y a nekoneénem. A uz je tu integral.

O/y/f(ac, y) dz dy.

9. Protoze je dana oblast obdélnik,
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0 X
oba integraly budou mit konstantni meze integrace a mtizeme pouzit libovolné poradi dle libosti.

1) Za¢neme svislymi Fezy, coz odpovida vnitinimu integralu pouzivajicimu y.

//fxydA //yrz:2+y2 dy de.

1
Potfebujeme spocitat / 5 dy, to vola po parcidlnich zlomcich, ve kterych bude x

2.2
Yy a +y
parametr:
1 A By+C o Ly
/ 2 ndy=[ -+ 5 dy = = - 23:2 2 Y
y(y? +a2) y oyt y Ytz
_ 2 @_il/ 2ydy _ | z=y*+a?| __L dz
22 ) vy 222 ) y2+ a2 dz = 2ydy £E2 222 | 2
Zx—lnlyl —lnly +932|+C—2—1n|y - 5= 1n|y +:v2|+0

1 y2
- ( ) C.
o2 Y2 + 2 +

Protoze je nas integral nevlastni, doporucuje se vyjadrit primitivni funkci v kompaktnim tvaru,
coz jsme udélali. Ted vypocitame

oo

11 1 y2 \qu=e 1 1 1 1
dy = [ ln( )] = lim ( ln( 5 )) — ln< )
y 22 + 12 202 \y2 +22/ly=1  y—oo\222 \1 4 L 202 \14 22
1 1 5 1

To vola po integraci per partes.

1 f=In(z?+1) ¢ =%
—In(x* +1)dr = . 227
/2(132 ( ) f/: 3,3224_1 g:_%

1 9 dx
= —%IH(IB +1)+/x2+1 = ——ln(:L' + 1) + arctg(z) + C
Proto
In(z* 4+ 1)7°°
//fxy )dA = [arctg( ) — (2 )]0
T ln(:v2 + 1) . ]n(;y2 —+ 1)
= Jim (arotg(e) = =5—=) — lim (arcte(a) - =5 =)
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In(2? +1 In(z? +1
T lim (n@_ﬂ) 04 Jim (M)
2  z—oo 2x z—0+ 2z
T 2z 2z T s
— 2~ dim (o) lim (o) = D 04 0=,
2 eree\2@2 1)) Taemer\a@ /) T2 VTV T
To tedy byl integral. Pékny ptehled integracnich technik.
2) Ted zkusime vodorovné fezy.
/ f(x,y)dA://— dxdy:/—/ 5 dr dy.
y x? Yy T Yy
Q 10 170

dx
Vnitini integral / PR je standardni, né€kteii lidé si jej dokonce pamatuji. Ti ostatni mohou
x?+a

pouzit tfeba doporucenou neprimou substituci.
r =yt s

o
dx . dx:ydt _ ydt _1
x2+y2_ r=0—t=0 | y2t2+y2_y
0 r=o00+H—1t=00 0

— [5 arctg(t)] = tlgxolo(; arctg(t)) —0= g 5

0\8
e

t=o00
t=0
Proto

mr 17yo° w1 s

LN I R <___)___1:o
2 [ y] m(-g,) 27 =0+
Timto zptisobem se to zda trochu snazsi.



